Klausur zum Modul Ingenieurmathematik I (B21) 12. August 2014
fiir den Bachelorstudiengang Geodisie und Geoinformation

In der Klausur konnen insgesamt 72 Punkte erreicht werden.
Zum Bestehen sind mindestens 33 Punkte erforderlich.

Priifer: Prof. Dr. Martin Rumpf, Dr. Martin Lenz
Klausurdauer: 180 Minuten

Bitte Namen, Vornamen und Matrikel-Nummer einsetzen.
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Bitte Schliisselwort (zur Verdffentlichung der Klausurergebnisse im Netz) eintragen.

SCNIUSSEIWOIT: . .ottt e e e e e e e
Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7
Punkte
/7 /7 /5 /6 /5 /6 /6
Aufgabe 8 9 10 11 12 13 >
Punkte
/4 /6 /6 /4 /4 /6 /72

Note: Viel Erfolg!
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Aufgabe 1:
a) Definieren Sie fiir eine Funktion g : R™ — R" die Differenzierbarkeit in

einem Punkt xo € R™. (2 Punkte)
b) Geben Sie die Eintrige der Jacobimatrix von g an. (2 Punkte)

¢) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und deren Determinante fiir die Abbil-
dung G : R? — R3,

r-h-cost
G(r,h,9) = | r-h-sind
h

(3 Punkte)

LOSUNG:

a) Die Funktion g : R™ — R™ heif3t differenzierbar in einem Punkt zy € R™, falls es eine
lineare Abbildung a : R™ — R" gibt, so dass

g(x) = g(wo) + a(z — wo) + o(x — x0)

wobei o : R™ — R" eine Funktion mit % — 0 fir h — 0.

b) Die Jacobi-Matrix B = Dg(x) in einem Punkt x, € R™ hat die Eintrige b;;, i =
1,...,n,7 =1,...,m (¢ Zeilenindex, j Spaltenindex); sie lassen sich schreiben als

— dgi(xo)
ij = .
axj
c) Es gilt
hcost? rcost? —rhsind
DG(r,h,9) = [ hsind rsind rhcos?
0 1 0
und damit

det DG(r,h,9) = — 1 - h*- (sin® I + cos® V) = — r - h*.
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Aufgabe 2:
a) Wann konvergiert eine Reihe (a,, ),en mit
Qp = Z C
k=0
absolut? (2 Punkte)
b) Wir definieren zwei Funktionen mittels ihrer Potenzreihe:
io: p2k+1
sinh(z) =) ———
!
pr (2k +1)!
< 2k
h(z) := :
cosh(x) Z on]
k=0
Zeigen Sie, dass die Reihen sinh(z) und cosh(x) absolut konvergieren.
Hinweis: Nutzen Sie zum Beispiel das Majorantenkriterium und die Tat-
sache, dass die Exponentialreihe
ok
x
exp(x) = Z o
k=0
absolut konvergiert. (3 Punkte)
c) Zeigen Sie mit Hilfe der Regeln fiir die Differentiation von Reihen, dass
sinh’(z) = cosh(x).
(2 Punkte)
LOSUNG:

a) Eine Reihe (a,,),en mit

n
Ay — E CL
k=0

heiB3t absolut konvergent, wenn die Reihe

().,

b) - Man sieht, dass die Potenzreihe von sinh(x) die ungeraden und die Potenzreihe
von cosh(z) die geraden Glieder der Exponentialreihe sind. Da die Exponential-
reihe absolut konvergiert, konvergieren auch die Teilreihen absolut.

konvergiert.
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— Alternativ: Da die Exponential-Reihe absolut konvergiert (siehe Vorlesung nach
Definition 2.48) kénnen wir die Reihe umordnen und es gilt

ZEk 0 l‘2k+1 ka
exp() = g K& <(21<; T (2k)!> '

Daher gilt nun fiir jedes £ € IN

:E2k+1 < |x|2k+1 N |:L‘|2k und
2k+ 1) — \(2k+ 1) (2k)!
22k _ |x’2kz+1 N mzk
(2k)!| = \(2k+1)! " (2k)! )

Aus dem Majorantenkriterium (siehe Vorlesung Satz 2.42) folgt nun die absolute
Konvergenz von sinh(z) und cosh(z) fiir alle x € R.

c) Es gilt
d © CL’2k+1 0 d :L'2k+1
— (sinh . - -
gz b)) = 2o (k_o (2k + 1)!) kzzo dx ((2k+ 1)!)
L2k + D KN o
p— —_—m p— h
2 (2k + 1)) oy~ coshi@)
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Aufgabe 3:
a) Gegeben seien [ Vektoren wy, ..., w; aus dem R™. Definieren Sie, wann
diese Vektoren linear unabhingig sind. (2 Punkte)
b) Priifen Sie, ob die folgenden drei Vektoren des R* linear abhiingig sind:
1 7 0
-2 | —10 N
wy = 0 , Wy = —9 , W3 = -1
1 15 4
(3 Punkte)
LOSUNG:

a) Die Vektoren heissen linear unbhingig, falls
!
Zaiwi:() mitaiER,izl,...,l,
i=1

impliziert, dass a; = O fiiralle: =1, ..., 1[.
b) Die Vektoren sind linear abhaengig, es ist etwa
7w1 -+ 2w3 = W».

Alternativ: Lose lineares Gleichungssystem

c1+7co =0 D

—2c1 — 10cy + 2¢3 =0 II)
—2¢9 —c3 =0 (I1D)

c1+ 15¢s +2c3 =0 Iv)

Aus Gleichung (I) folgt

C1 = —702
und aus Gleichung (III)
C3 = —202.

Setzen wir dies in Gleichung (II) und (IV) ein, so erhalten wir 0 = 0 und damit sind die
Vectoren linear abhingig.
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Aufgabe 4: Gegeben seien vier Punkte A, B, C' und D, wobei B auf der Strecke AC liegt.
Des Weiteren bilden die Punkte A, B und D sowie B, C' und D ein Dreieck.
Folgende Daten fiir Langen und Winkel seien bekannt,

a = £(BD, BA) = 30°,
l=||A—-B| =V3km
r= HB — CH = 1 km, (Korrektur im Plenum nach Beginn der Klausur)
B = £(AB, AD) = 30°.

Hier bezeichnet etwa £(BD, BA) den Winkel am Punkt B im Dreieck ABD.
Skizzieren Sie das Netz der beiden Dreiecke. Bestimmen Sie die Entfernung
von D zu B und von D zu C. (6 Punkte)

(Hinweis: Benutzen Sie, dass cos30° = sin60° = \/73, sin 30° = % sowie
sin(y) = cos(y — 90°) = — cos(y + 90°). Lassen Sie Ausdriicke mit Quadrat-
wurzeln stehen. Die Rechnung kann dann ohne Taschenrechner durchgefiihrt

werden!)

LOSUNG:

A

Zuichst bestimmen wir die Entfernung von D zu B mittels des Sinussatzes.
Es gilt:
IB-D| A= B
sin(5) sin(180° — av — )

|A— B|sin(3) /= sin(30°) =3
sin(180° — a — ) \/gsin(12()°) cos(30°) ﬁ%

_5sin(307)

= 1.

= [[B=D| =

Nun bestimmen wir die Entfernung von D zu C' mittels des Kosinussatzes und der eben be-
rechneten Entfernung von D zu B.
Es gilt:

ID = C|I* = |1B = C|I* + |B = D|I* = 2||B = C|[|| B — DI| cos(180° — o)
=14+1—2-1-1-cos(180° —30°)
=2 —2-cos(150°)
=2—2-(—sin(60°))
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Aufgabe 5: Gegeben sei eine lineare Abbildung ¢ : R* — R3 mit
3110
glx)=Bx wobeiB=1|1 0 0 1
5 1 1 2

Bestimmen Sie Kern und Bild dieser Abbildung. Sind die Spalten-
/Zeilenvektoren linear abhingig? (5 Punkte)

LOSUNG:
e Die Zeilenvektoren sind linear abhiingig, es gilt
31 10)+2(1001)=0(112)
e Die Spaltenvektoren sind linear abhédngig, da die zweite Spalte identisch der dritten
Spalte ist.
e Ker(B) C R*ist zweidimensional. Es gilt etwa
3r1+x2+23=0= To9 = 314 — X3,
T+ x4 =0= T1 = —Ty,
5r1 + 9 + 3+ 224 = 0.
Einsetzen von z; = —x4 und x5 = 3x4 — 3 in die dritte Gleichung ergibt
0=5x1 4+ 2o +23+ 224 = —dx4 + 314 — x3+ 23+ 224 = 0.
Somit ist der Kern von B

-1 0
3 -1
01’11
1 0

Kern(B) = span

e Da B : R* — R? und der Kern von B Dimension 2 hat, folgt aus der Dimensionsformel
(siehe Vorlesung Folgerung 4.19)

4 =2+ dim Bild B = dim Bild B = 2.

B =

ot — W

11
0 0
11

N — O

Die zweite und dritte Spalte sind identisch und die erste Spalte ist 3 Mal die zweite
Spalte plus die vierte Spalte, d.h. es gilt zwei linear unabhéngige Spaltenvektoren und
somit ist die Dimension des Bildes von B 2. Daher gilt:

1 0
Bild(B) =span¢ [0 ], |1
1 2
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Aufgabe 6: a) Eine 3 x 3-Matrix B besitzt eine L-R-Zerlegung,

B = LR,
wobel
1 0 O 11 Ti2 T13
L= 111 1 0 s R = 0 T922 T9o3
lor lop 1 0 0 73
Wie berechnet man mit dieser Zerlegung die Determinante von B5?
(2 Punkte)
b) Berechnen Sie unter Erzeugung einer L-R-Zerlegung die Determinante
der Matrix
1 2 3 4
1 4 6 8
B = 02 6 8
2 4 12 20

(3 Punkte)
Hinweis: Es entstehen ganzzahlige Eintrige fiir die Matrizen L und R.
LOSUNG:

a) Es gilt
det B=det(L-R) =detL-det R =1"- (ry1raarss).

b) Zunichst berechnen wir die L-R—Zerlegung: Es gilt

12 3 4
14 6 8

(1) _

B 02 6 8
2 4 12 20

Durch die folgenden Zeilenoperationen II - T und IV - 2I erhalten wir

1 2 3 4 1 000
0 23 4 1 100

(2) — 1 —
B 026 8 und L 0010
0 0 6 12 2 0 01

Durch die Zeilenoperation III - IT erhalten wir

1 2 3 4 1 000
0 2 3 4 0100

(3) — @ —
B7=10 03 4 und - LT=g 11 0
0 0 6 12 0001
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Durch die Zeilenoperation IIII - 2 IIT erhalten wir

123 4 1000
02 3 4 0100
(4 _ (3 —
B 003 4 und L 0010
000 4 00 2 1
Somit gilt
123 4
02 3 4
— W _
R=RB 00 5 4| und
000 4
1000
1100
_ @76 _
L=LULTWLT =10 1 1
20 2 1

Damit konnen wir nun die Determinante von B berechnen:

det B=1-2-3-4=24.
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Aufgabe 7:
a) Geben Sie die Matrix B an, die einen Vektor im IR? um einen Winkel /3
gegen den Uhrzeigersinn um den Ursprung beziiglich der Ebene F, auf-
1 0
gespannt durch die Vektoren | O | und | 1 |, dreht. (2 Punkte)
0 0
b) Geben Sie die lineare Abbildung ¢ an, die die Projektion im R? auf die
Gerade
{z € R*n -2 =0}
beschreibt, wobei n € R? mit ||n|| = 1.
Wie sieht die Matrix P zu dieser Projektion bezogen auf die kanonische
. 1 0 1 (1
=1 ?
Basis { (O) , (1) } aus, falls n = 7 (_1) ) (4 Punkte)
LOSUNG:

a) Diese Drehung ist also identisch zur Drehung im R? nur das die z-Koordinate festge-
halten wird, d.h.

cosf —sinf 0
B=|sing cosf 0
0 0 1

b) Die lineare Abbildung g ist:
g(z)=x—(z-n)n r € R%

Die Berechnung der Matrix P folgt durch

=)= () 75 (4) 75 ()

d.h.



Seite 12

Aufgabe 8: Zeigen Sie mithilfe vollstandiger Induktion, dass

Zk (k+1) ( +1)(2n +4).

LOSUNG:

Induktionsanfang: n =1, 2 = % -1-2-6=2.
Induktionsbehauptung: Fiir n € IN gilt
Zk (k+1 ( +1)(2n +4)

Induktionsschritt: Zu zeigen n — n + 1, d.h.

n+1

;k(k +1) = %(n +1)(n+2)(2n +6).
Es gilt
nZWfH) -y k(k+1)+ (n+1)(n+2)

nn+1)2n+4)+ (n+1)(n+2)
(n+1)(n(2n+4) +6(n+2))

(n+1) (2n® + 10n + 12)

CDH—‘CDIHCTJH—‘ODIF—‘

(n+1)(n+2)(2n +6).

Damit ist die Behauptung gezeigt.

(4 Punkte)
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Aufgabe 9: Berechnen Sie die Grenzwerte der untenstehenden Folgen.
a) ap, =3 — 3,

_ n3—Tn243n—1
b) bn = 2n34+5n24+5

_ 4n24n—5
€) Cn = Gy

LOSUNG:
a)
. ) 1
hman:hm3——2:3.
n— 00 n— 00 n
b)
- o nP=Tn?*+3n-1 o 1-I4+3 L
lim b, = lim = lim e
c)
dn?+n—-5 4n? +n—5

lim ¢, = lim

N o — lim —n _n?

(2 Punkte)
(2 Punkte)

(2 Punkte)



Seite 14

Aufgabe 10: Berechnen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen:

a) w(t) = (12 +3)77, (2 Punkte)
b) cfz) = Saete, (2 Punkte)
c) m(x) = exp(—(x;#). (2 Punkte)
LOSUNG:
a)

w(t)=—7-t*+3)7% 2t = —14¢t(t* + 3)"%.

b)
(2) = cos(z? 4+ 2) - (22 + 1) - cos(2? + 2) —sin(2% + 2) - (22 + 1) - (—sin(2? + 2))
c\e = cos?(z2 + z)
2241
cos?(22 4 z)
c)
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Aufgabe 11: Bestimmen Sie alle lokalen Minima und Maxima der Funktion
h(y) = sin®(y).
(4 Punkte)

LOSUNG: Berechnug der ersten und zweiten Ableitung:

h(y)
h'(y)

Dann gilt

2sin(y) cos(y),
2(cos?(y) — sin®(y)).

h'(y)=0 <« 2sin(y)cos(y) =0
< sin(y) =0 oder cos(y) =0

< y=knr oder yzk:7r+g fiir alle £ € IN.

Bestimmung ob Minimum oder Maximum:
o y=km:
R"(km) = 2(cos®(kw) — sin®(k7w)) =2 > 0= Minimum.
o y=~Fkmw+ 3:

h” <k:7r + g) =2 <C082 <k:7r + g) — sin? (k‘ﬂ' + g)) =—-2<0=  Maximum.
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Aufgabe 12: Skizzieren Sie den Verlauf der folgenden Kurve in R?.

B cos(t)
() = (cos(t) sin(t)) ’
fir t € [0,27). Berechnen Sie hierzu zunichst +(¢) und werten Sie dann ()
und 4(t) firt = 0, 5, m, 37”, 27 aus. (4 Punkte)
LOSUNG: Berechnung von 4(t):

() = (— sin2_(ts)h—1|—<22082(t))

(7) y = cos(t) sin(t) 7(0)
v() ol 2 %) 7(0)

x = cos(t)
7(3)

2.
—~
vl
S~—
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Aufgabe 13:
a) Geben Sie die Definition einer Norm ||.||, zu einem gegebenen Skalar-
produkt g(., .) an. ( 2 Punkte)
b) Zeigen Sie die folgende Relation (Parallelogrammidentitit):
|z + 92 = 2l|=]2 + 2lly||? — l# — yl?  (Korrektur im Plenum nach Beginn der Klausur)
(4 Punkte)
LOSUNG:
a) Es gilt
[zl = llzlly = v gz, 2).
b) Es gilt

2012+ 2llyllZ = lle =yl = 29(x, ) + 29y, y) — 9(z —y, 2z — y)
=2g(z,z) — g(x — y, ) + 29(y,y) + 9( — y,y)
=92z —z+y,x) + 92y +z —y,y)
=g +y,z)+g9y+zy)
= ||z +yl3.



