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Vorwort

Dieses Skript ist entstanden aus den Vorlesungen zur Ingenieurmathematik, die die Autoren
an der Universitdt Bonn seit dem Wintersemester 2005 im Studiengang Geodisie gelesen
haben. Das Skript behandelt den Grundkanon der Mathematik in den Bereichen Analysis,
lineare Algebra und einige zentrale numerische Methoden. Die Anordnung des Stoffes er-
folgt dabei nicht in strikter Trennung der Gebiete sondern in einer verzahnten Form und
in kleineren Kapiteln. Besonderes Gewicht liegt auf der Verkniipfung von Analysis und
linearer Algebra. Sehr frith schon wird die Differentialrechnung in mehreren Dimensio-
nen eingefiithrt um dann schrittweise immer weiter vertieft zu werden. Die Integralrech-
nung in mehreren Dimensionen wird in einer algorithmisch orientierten Form hergeleitet.
SchlieBlich liegt ein besonderes Gewicht auf der Einfithrung der zentralen Konzepte der
Differentialgeometrie. Dies geschieht gleichermal3en fiir parametrische und implizite Fli-
chendarstellung.

An vielen Stellen greift das Skript auf Vorlesungsausarbeitungen von H.-P. Helfrich zuriick,
dem wir fiir seine Unterstiitzung in der Ausarbeitung des Vorlesungszyklus Ingenieurma-
thematik herzlich danken. Ferner danken wir Herrn O. Nemitz und Frau J. Dohmen, die
das sorgfiltige Setzen des Textes und die Erstellung der vielen Abbildungen fiir die erste
Version dieses Skripts iibernommen hatten.

Martin Rumpf, Martin Lenz
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0 Ein wenig Motivation vorab

Wo wird Mathematik in der Geodésie gebraucht?
Wir wollen einige Beispiele geben, die verschiedene Aspekte der Mathematik ansprechen.

Achtung: Dies soll Thnen lediglich eine erste Idee vermitteln. Sie sollen die Themen kei-
nesfalls bereits jetzt vollstandig durchdringen und alle Argumente komplett verstehen!

0.1 Messen mit Abweichungen

Aufgabe sei es beispielsweise, die Hohe eines Kirchturms zu bestimmen.

L 1

I d I

Sind der Winkel o und die Distanz d bekannt, so ldsst sich bekanntermafen die Hohe durch
den Tangens berechnen:

h = dtan (%)

Hier wird vorausgesetzt, dass der Winkel in Grad angegeben wird. Das Argument der
Tangens-Funktion wird im Bogenmal} angegeben, die zum Winkel o gehdrende Bogen-

5 : o
lange ist 180°°

Beispiel 0.1 Die Distanz betrage d = 44.31m, der Winkel sei a@ = 37.25° dann ergibt sich
eine Hohe von h = 33.6941 m.

Nun ist aber jede Messung mit Abweichungen behaftet. Es seien zum Beispiel fiir den
Winkel und die Distanz folgende Schwankungen bekannt:

o =37.25°+0.01°, d=4431m=*1mm

Verwendet man die Werte mit den groBtmoglichen Abweichungen, ergeben sich folgende
Hohen:

o\d —1mm +1mm
—0.01° | 33.6811m | 33.6827m
+0.01° | 33.7056m | 33.7071m




0 Ein wenig Motivation vorab

Es ergeben sich also Schwankungen im Intervall [33.6811,33.7071], d.h. die Abweichung
der berechneten Hohe liegt bei Rundung auf 7 Stellen nach dem Komma im Intervall
[—0.0129639,0.0129677].

Eine direkte Auswertung der Abweichungen so wie in obiger Tabelle ist allerdings unprak-
tikabel, da

* meist viele MessgroB3en mit Abweichungen behaftet sind, und dann alle Méglichkei-
ten durchgespielt werden miissten, und

* uns in der Geodisie meist die mittlere und nicht die maximale Abweichung interes-
siert.

Generelle Frage: Gegeben sei eine Abbildung f : (x,y) — f(x,y) (hierx=d,y=«, f =
h,h(d,a) = dtan (£5)). Wie wirken sich Storungen in x und y auf f(x,y) aus?

Zur Beantwortung dieser Frage bekommt man Hilfe aus der Differentialrechnung:

f(x-l—Ax,y) _f(xvy)
Ax

= Uk ang) = fx)] | rG)

d
d_xf(x,y)

Der Term auf der linken Seite gibt hier die Abweichung von f bei einer Storung Ax in der
Variablen x an. Wir betrachten nun Storungen in beiden Variablen:

f(x+Ax,y—|—Ay) _f(xay)
= flx+Ax,y+Ay) — f(x,y+Ay) + f(x,y+Ay) — f(x,y)

d d
—f(x,y+Ay)Ax + Ef (x,y)Ay

Q

dx
d d d (d

N — Ax+ — Ay+ — | — Ax | A
ST )+ ( 9 fxy ) y

Hierbei wird der letzte Summand fiir kleine Storungen Ax, Ay sehr klein. Die Abweichung
lasst sich also folgendermallen abschitzen:

d d
‘ o flx,y)Ax+ T fx, y)Ay' + Terme hoherer Ordnung
X y

d d
‘d—f(x,y)‘ |Ax| 4+ ‘d—f(x,y)' |Ay| 4+ Terme hoherer Ordnung
X y



0.2 Regression

In unserem Beispiel sind die Funktion und ihre Ableitungen dann gegeben durch:

h:(d,a) — h(d, o) = dtan (ﬂ> ,

180
dh o dh nd
—(d,«a :tan<—>, —d, o) = ———F——
da\ 180)" da'"* = 180cos? (55)
Hierbei haben wir verwendet, dass fiir tan(s) = 2:)2((?) mit der Quotientenregel der Diffe-
cos2(s)+sin2(s) . 1

rentialrechung fiir Ableitung tan’(s) =

o) = wov(y) Silt- Ferner wurde die Ket-

tenregel angewandt. Setzen wir dann eine Distanz von d = 44.31 m und einen Winkel von
o = 37.25° voraus, so konnen wir abschétzen:

To rtd
Abweichun < tan <—> Ad|+——F+——
[Abweichung| - < 180/ A4 180cos? (22

= 0.7604 |Ad| 4 1.2205 |Act| 4+ Terme hoherer Ordnung

|Aa| + Terme hoherer Ordnung

Wenn wir dort nun die oben angenommenen Stérungen von & und d einsetzen, so erhal-
ten wir als Abschitzung fiir den Betrag der Abweichung den Wert 0.0130, eine sehr gute
Niherung fiir die Grofie des oben berechneten Abweichungsintervalls [—0.0120,0.0140].
Insbesondere erkennen wir, dass eine hohere Sensitivitit gegeniiber Storungen in o vor-
liegt.

Falls die Storungen in d und & unabhéngig und 9, bzw. dy die mittleren Stérungen sind,
so erhélt man fiir die mittlere Stérung in der Hohe &,

dh\? dh\*
O = — ] 82 — ) &2.
h \/(da) “+<dd) d
Die Sensitivitit der Funktion # wird auch in Aufgabe 0.3 betrachtet, eine Modifikation der
Funktion % in Aufgabe 0.1.

0.2 Regression

Gegeben ist eine Reihe von Messdaten
(X1,1),(X2,Y2) ..., (Xp,Yn) .
Ziel ist es, eine einfache Funktion f zu finden, so dass
Y~ f(Xi)

firallei=1,...n.



0 Ein wenig Motivation vorab

Beispiel 0.2 Ist zum Beispiel eine Funktion f(x) = ax? + bx + ¢ mit Faktoren a,b und ¢
gesucht, so dass Y; = f(X;), so erhdlt man das folgende System von linearen Gleichungen.:

Y1=aX?+bX, +c

Y, :aX22+bX2 +c
(%) _ n lineare Gleichungen in den Variablen a,b,c

Y, =aX?+bX, +c
Dazu stellen sich die folgenden Fragen:

* Gibt es Losungen?

In unserem Beispiel gibt es eine Losung, falls n = 3 gilt und die X; paarweise ver-
schieden sind (drei Gleichungen mit drei Unbekannten). Im Allgemeinen gibt es ty-
pischerweise fiir n > 3 keine Losung und fiir n < 3 unendlich viele Losungen. Ein
Beispiel fiir eine Situation mit eindeutiger Losung findet sich in Ubung 0.4.

* Falls es keine Losung gibt: Wie findet man gute Approximationen, so dass ein mitt-
lerer Fehler klein ist?

Hilfe aus der Linearen Algebra: (x) < Az =y, wobei:

X2 X
X3 X 1 .
A= ; . n x 3 Matrix
X2 X, 1
a
z=| b Vektor mit 3 Komponenten
c
Y
Y, _
y= . Vektor mit n Komponenten
Y,

10



0.3 Entfernungen auf der Erde

Falls Az = y keine Losung hat, so suchen wir eine approximative Losung, d.h. einen
Vektor z, fiir den der Fehler

Az =y

minimal wird. Dabei bezeichnet ||.|| die euklidische Norm (die Linge des Vektors)
im R™.

Wir werden sehen, dass dies dquivalent ist dazu, das 3 x 3 Gleichungssystem

ATAz=ATy
zu 10sen, wobei
2 32 2
Xy X5 ... X;
AT=| X1 X, ... X,

11 ... 1

die zu A transponierte Matrix bezeichnet.

0.3 Entfernungen auf der Erde

Sei R der Radius der ,,runden‘ Erde, dann gilt fiir die Entfernung

d von A nach B:
T

dap = —
A 180
—~—

Bogenlinge

Beispiel 0.3 Sei zum Beispiel R = 6378km, o = 50°43'52" =
50.7311° (das entspricht gerade dem Breitengrad von Bonn),

dann ergibt sich fiir die Entfernung von Bonn zum Aquator
5647.2402km.

Eine dhnliche Rechnung finden Sie in Aufgabe 0.2.

Nun ist die Erde aber nicht rund, sondern abgeflacht. Ge- B
sucht ist nun die kiirzeste Verbindung von Bonn zum Aqua-

tor auf der Erdoberfldche. A
Wie dieses Problem gelost wird, werden wir in der Diffe-

rentialgeometrie besprechen.

0.4 Lichtbeugung in der Atmosphare

Um auf der Erde Entfernungen zu messen, werden hédufig Laserstrahlen eingesetzt. Will
man nun Entfernungen iiber unterschiedliche Hohen messen, muss dabei beachtet werden,
dass der Verlauf des Lichtstrahles nicht mit der kiirzesten Verbindungslinie iibereinstimmt,
welche wir gerne messen wiirden, sondern aufgrund von Lichtbeugung einen ldngeren Weg
zuriicklegt.

11



0 Ein wenig Motivation vorab

gerade Verbindungslinie

Verlauf Lichtstrahl

N\

Warum wird das Licht nun gebeugt?

Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum betrigt ¢ = 2997924587 £ 127, in Gasen ist die
Lichtgeschwindigkeit geringer. Mit wachsender Dichte nimmt die Lichtgeschwindigkeit
ab. Eine gute Anniherung fiir die tatsdchliche Geschwindigkeit v ist:

y=-—
n

n bezeichnet den Refraktions- oder Brechungsindex, der von der Dichte des durchlaufenen
Mediums abhingt. Ein Modell fiir die Atmosphire ist

n=1+oap,

wobei p die Dichte der Atmosphire und ¢ > 0 eine Konstante ist. Am Boden ist der Bre-
chungsindex n ~ 1.0003.
Fiir Bewegungen mit konstanter Geschwindigkeit gilt:

As

1
= — A :—A .
v N, t . N

Dabei bezeichnet As die zuriickgelegte Strecke und At die dazu benétigte Zeit.
Mit Hilfe der Integralrechnung werden wir einsehen, dass fiir die Laufzeit des Lichts auf
einer Bahnkurve S von B nach A durch die Atmosphire gilt:

1
Nt =ty —tp= / dl (Kurvenintegral)
sV (%)

Hierbei ,,summieren wir 1 lings der Kurve, wobei v(x,y) = Trap(y)’ P(%.y) die Dichte
der Atmosphére im Punkt (x,y), 75 die Startzeit in B und 74 die Ankunftszeit in A.

12



0.5 Bewegung von Satelliten

Das Fermat’sche Prinzip sagt nun, dass das Licht die Bahnkurve S so wihlt, dass die Lauf-
zeit (t4 —tp) minimal ist.

Typischerweise sind Lichtstrahlen wie oben dargestellt gebeugt, da die Dichte der Atmo-
sphére mit der Hohe abnimmt und es damit fiir eine kurze Laufzeit des Lichts besser ist,
grofere Entfernungen in hoheren Luftschichten zuriickzulegen.

Bei der Laser-Entfernungsmessung wird die Laufzeit eines Lichtpulses gemessen. Die von
der Dichte abhiingige Geschwindigkeit sorgt nun fiir eine Abweichung in der daraus be-
rechneten Distanz.

0.5 Bewegung von Satelliten

Wir betrachten einen Erdsatelliten, dessen Bahn im Wesentlichen von den Gravitations-
kriften der Erde und des Mondes bestimmt wird. Nehmen wir fiir alle beteiligten Korper
Punktmassen als Modell an, dann gilt fiir die Gravitationskrifte, die auf den Satelliten wir-
ken:

M, M

Foys = g—3(x€_xs)
[[ove — x|
MM

Fnos = gm—%(xm_xs)
[[2m — s |

Dabei bezeichnet M, die Erdmasse, M, die Masse des Satelliten, M,,, die Mondmasse, x,,

) 3. .
X und x,,, deren Schwerpunkte sowie g = 6.672 - 10-11 kZlT die Gravitationskonstante.

Satellit

Fiir die Flugbahn des Satelliten gilt in diesem System nun das Gesetz triger Massen (zwei-
tes Newtonsches Axiom).

Kraft = Masse x Beschleunigung

.. d?
Foss+ Fps M Xs = 42 ¥s

13



0 Ein wenig Motivation vorab

Daraus ergibt sich die folgende Differentialgleichung zur Beschreibung der Bahn des Sa-

telliten:
M, M
Xs=g —63 (xe _Xs) + —m3 (xm _xs)
[|xe — x| [t — x5 |

0.6 Das Gravitationsfeld der Erde

Die Kenntnis des Gravitationsfelds der Erde ist fiir viele Aufgaben in der Geodisie uner-
lasslich. Selbst Hohenbestimmungen sind streng genommen nur bei Kenntnis des Schwe-
refelds der Erde moglich. Rein geometrisch definierte Hohen (wie z. B. der Abstand vom
gedachten Erdellipsoid) haben den Nachteil, dass dann auf Flichen gleicher Hohe gravita-
tive Bewegungen moglich sind.

Wenn wir Gravitationskrifte nahe der Erde messen, so ist sicherlich die Annahme der Erde
als Massenpunkt nicht zuléssig. Statt dessen werten wir die Kraft iiber ein Volumenintegral
iiber die Erde aus. Zunichst gilt:

Me:/gep(x) dx

Q. ist dabei das Gebiet der ,,Erdkugel* und fiir die Kraft auf eine Punktmasse m; in einem
Punkt x; gilt:

Fe—>s:gms/ ﬂ(x_xs) dx
Q

e e =l

In der Integralrechung werden wir auch solche Integrale kennen lernen.

0.7 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 0.1 Betrachten Sie das Beispiel aus der Vorlesung zur Bestim-
mung der Hohe eines Kirchturms. Gehen Sie jedoch von der realistischeren Annahme aus,
dass der Winkel zur Horizontalen in Augenhohe des Betrachters gemessen wird. Skizzieren
Sie die Situation.

Geben Sie eine Funktion 4 : (d,o,l) — h(d,a,l) an, die die Hohe des Turmes unter zu-
satzlicher Beriicksichtigung der Augenhohe / des Betrachters berechnet. Berechnen Sie das
Intervall, in dem die Turmhohe liegt, wenn [ = 1.70m + 1mm gemessen wurde.

Anwesenheitsaufgabe 0.2 Welcher Entfernung entspricht eine Bogenminute am
Aquator (wenn Sie von einer kugelférmigen Erde ausgehen)?
Bemerkung: Dies ist die historische Definition der Seemeile.

14



0.7 Ubungen

Aufgabe 0.3

a) Funktioniert die Formel fiir die Hohenfunktion A(d, ) = dtan (%) aus der Vorle-
sung auch dann, wenn man direkt am Turm steht?

b) Wie verhilt sich die Sensitivitét beziiglich Abweichungen in d und o, wenn man sehr
nah am Turm steht?

c) Wie verhilt sich die Sensitivitit beziiglich Abweichungen in ¢, wenn man sehr weit
entfernt steht?

Aufgabe 0.4 Bestimmen Sie das quadratische Polynom, auf dessen Graph die Punkte
(—1,0), (1,2) und (—2,—7) liegen.

15
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

1.1 Eine kleine Geschichte der Zahlen

Unser moderner Zahlbegriff hat sich iiber lange Zeit entwickelt. Diese Entwicklung wurde
vom Erweiterungsbedarf getrieben. Eine wirkliche Axiomatik wurde erst im 19. Jahrhun-
dert aufgebaut. Im Folgenden geben wir einen Abriss dieser Entwicklung:

Zihlen begann mit endlichen Zahlensystemen. Zu den Zahlen 1,2,3 gibt es eine
genetisch vorgepriagte Wahrnehmung. Die Zahlen 1 bis 10 boten sich aufgrund des
Fingerabzihlens an.

Es bestand Erweiterungsbedarf: ,,Zu jeder Zahl gibt es eine nichst groere Zahl®.
Damit bildete sich der Begriff der natiirlichen Zahlen IN.

Es stellte sich als praktisch heraus, eine Zahl fiir ,,Nichts* zu haben, die 0. (Zunichst
wurde die Null insbesondere als Liickenzeichen im Stellenwertsystem bendtigt, dann
auch als eigenstindiges Zahlzeichen.) Die Null wurde wahrscheinlich vor ca. 5000
Jahren in Mesopotamien eingefiihrt. Die so erweiterte Menge von natiirlichen Zahlen
bezeichnen wir mit INj.

Addieren ergab sich natiirlich aus dem ,,Weiterzdhlen®*.

Eine Umkehrung der Addition, die Subtraktion, wurde notwendig (Guthaben bzw.
Schulden).

Damit waren auch negative Zahlen notwendig zum Abschluss der Operationen (zum
Beispiel 3 —5 = —2). So entstanden die ganzen Zahlen Z.

Wiederholte Addition (3 43+ 3 + 3) wurde in der Multiplikation zusammengezogen
(4-3).

Auch hier stellte sich dann die Frage nach dem Abschluss (4 - x = 3) und gleichzei-
tig ergab sich der Begriff von Aquivalenz (x beschrieben durch 4 -x = 3 und durch
8-x=06,d.h. 3 = §). So bildeten sich die rationalen Zahlen Q.

Im Bereich der rationalen Zahlen ist z. B. die Gleichung

2=3

nicht 16sbar.

Beweis: Wir fiihren einen sogenannten Widerspruchsbeweis. Dabei nehmen wir an,
die Behauptung sei falsch. Kénnen wir daraus einen Widerspruch herleiten, muss die
urspriingliche Behauptung wahr gewesen sein.

19



1 Die Axiome der reellen Zahlen

20

Wir nehmen also an, es gebe x € (), so dass x? = 3. Dann besitzt x die Darstellung

xX==,
q

wobei p,q € 7. ganze Zahlen sind. Wir nehmen ferner an, dass p und ¢ teilerfremd
sind. Dies kann durch Kiirzen erreicht werden.

x22: 3
= p—2 =3
q
= p2 = 3q2
= p2 ist durch 3 teilbar (und 3 ist eine Primzahl)
= pistdurch 3 teilbar, d.h. p =3r,r € Z
= 972 =34’
= 372 = q2
=

q2 ist durch 3 teilbar
q ist durch 3 teilbar

\

Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass p und g teilerfremd sind.
Also gibt es keine Darstellung x = ’—;, falls fiir x die Gleichung x> = 3 gilt. D.h. x
kann keine rationale Zahl sein.

|

Wir konnen das x, fiir das x> = 3 gilt, aber beliebig genau durch Schachtelung ratio-
naler Zahlen ,,approximativ berechnen‘:

22

< <
< < (1.8)2
(1.73)2 < 3 < (1.74)?
o< <
< <

[98)

(1.7320508)é 3 (1.7320509)2
Diese Art der Vervollstandigung fiihrt auf den Begriff der reellen Zahlen R.
In den reellen Zahlen gibt es keine Losung fiir Gleichungen der Art

¥ =—4.

Auch hier wird uns spiter eine Erweiterung helfen und wir werden den Koérper der
komplexen Zahlen C definieren.



1.2 Korperaxiome

Fassen wir die soweit kennengelernten Zahlenmengen kurz zusammen:

Notation 1.1 (Zahlenmengen) Wir haben bisher folgende Zahlenmengen kennengelernt:
natiirlichen Zahlen

o - natiirliche Zahlen einschlieflich der 0

ganze Zahlen

rationale Zahlen

reelle Zahlen

komplexe Zahlen (Diese werden wir spdter einfiihren.)

croNz=

1.2 Korperaxiome

Die reellen Zahlen R, die wir bald mathematisch exakt einfithren werden, bilden ebenso
wie die rationalen Zahlen Q und die spiter zu diskutierenden komplexen Zahlen C einen
sogenannten Korper. Ein Korper IK ist zunichst durch bestimmte Eigenschaften (Axiome')
charakterisiert. Betrachten wir die folgende Menge von Axiomen:

Fiir Paare (x,y) mit x und y € K ist eine Addition
(%) = x+y

und eine Multiplikation
(x,y) = xy

erklart, wobei stets x4y und xy € K. Die Addition geniigt folgenden Axiomen, die fiir alle
X, y, z € K gelten sollen:

» Assoziativgesetz:
x+(y+z)=(x+y)+z (A1)

* Kommutativgesetz:
X+y=y+x (A2)

* Existenz der Null: Es gibt ein Element 0 € K mit

x+0=x (A3)

» Existenz des Negativen: Zu jeder Zahl x € KK existiert eine Zahl —x € IK mit

x+(—x) =0. (A4)

! Axiome sind unbewiesene Grundeigenschaften, aus denen alle iibrigen Behauptungen hergeleitet werden.
Die klassische Forderung, ein Axiom moge unmittelbar einsichtig und daher nicht beweisbediirftig sein,
stellt man heute in der Regel nicht mehr und verlangt lediglich, ein System von Axiomen moge wider-
spruchsfrei sein.
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Fiir die Multiplikation (zur Verdeutlichung schreiben wir statt xy ggf. auch x - y) gelten die
Axiome, die wiederum fiir alle x, y, z € KK gelten sollen:

* Assoziativgesetz:
x(yz) = (xy)z (M1)

* Kommutativgesetz:
xy = yx (M2)

* Existenz der Eins: Es gibt ein Element 1 € K mit

x-1=x (M3)

» Existenz des Inversen: Zu jeder Zahl x € K, x # 0 existiert eine Zahl x~! € K mit

xx l=1. (M4)

Beide Rechenarten sind verkniipft durch das
* Distributivgesetz:

(x+y)z=xz+yz. (D1)

Dabei vereinbaren wir, dass die Multiplikation eine hohere Prioritit als die Addition habe;
wir schreiben also beispielsweise

xz+yz = (xz) + (y2).

Basierend auf diesem System von Axiomen konnen wir nun eine Definition fiir einen all-
gemeinen Korper geben:

Definition 1.2 Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen +,-, die den Axiomen (Al) — (A4),
(M1) — (M4) und (D1) geniigt, heif3t Korper.

Wie bereits oben erwihnt, sind sowohl die rationalen Zahlen () als auch die reellen Zahlen
R und die spiter noch zu definierenden komplexen Zahlen C ein Korper.
Folgerungen Seien a und b Elemente eines beliebigen Korpers KK.

(i) Die Gleichung a+x = b hat genau eine Losung, ndmlich x = b+ (—a). Man schreibt
auchx=b—a.

(ii) Fiir a # 0 hat die Gleichung ax = b genau eine Losung, nimlich x = ba~! =: g.

(ii1) Es gilt stets Oa = 0.

(iv) Aus ab =0 folgta =0 oder b = 0.
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1.2 Korperaxiome

Beweis: zu (i)
Zunichst zeigen wir, dass x = b — a die Gleichung 16st:

at+(b—a) "E" a+(b+(-a))
W a4 ((~a)+b)
2 (at(~a)+b
W 04Dy

Es bleibt zu zeigen, dass es nur eine Zahl x gibt, die a +x = b erfiillt. Hierzu sei x’ eine
weitere Zahl mit a +x’ = b.

= a+xX=a+x

= (—a)+(a+x)=(—a)+(a+x)
W (—a)+a)+x = (—a) +a) +x
D (a+ () +¥ = (a+(—a)) +x
(A:>4) 0+xX =0+x

a3 .,

= X =x

D.h. die Zahl x ist durch a + x = b eindeutig bestimmt.
(i1) beweist man analog.
zu (iii)

R (

0a"2 (0+0)a "2 0a+0a

Unter Verwendung von Folgerung (1.) erhalten wir daraus

0a = 0a—0a ¥ 0.

zu (iv)
Falls a = 0, so sind wir fertig. Wir konnen also a # 0 annehmen und miissen dann » =0

zeigen. Aus ab = 0 und a # 0 erhalten wir mit Hilfe von Folgerung (2.) und dem gerade

bewiesenen Hilfsresultat
b=0a"'=0.

Ein weiteres Beispiel: Binomische Formel

(a+b)* = (a*+2(ab)) +b* mit den Notationen: 2:=1+1,a* :=aa
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Beweis:

(a+b)a+b) 2 aa+b) +bla+b)
M) (atba+ (a+b)b
D (aa+ba) + (ab+ bb)
WA (aa+ ab) + ab) + bb
W (aa+ (ab+ab)) + bb
M (aa+ ((ab) -1+ (ab) - 1)) + bb
M2 (aa+(1-(ab) +1- (ab))) + bb
) (ga+ (14 1)(ab)) +bb

Y= (@ +2(ab)) +b?
O

Durch mehrfaches Anwenden der Assoziativgesetze (A1),(M1) sehen wir, dass die Klam-
mern bei Summen und Produkten aus mehreren Summanden bzw. Faktoren beliebig gesetzt
werden kénnen:

a + ((612 +a3) +a4) = (611 +a2) + (613 +a4)
ai (az(azas)) = (a1(azaz)) as

Ferner konnen wir Summanden und Faktoren beliebig vertauschen ((A2),(M2)). Wir schrei-
ben ab nun ohne Klammern:

ayt+ax+az+ay

ayarazay

Weitere Folgerungen aus der Korperaxiomen finden Sie in Aufgabe 1.7.

Summen und Potenzen. Wir schreiben
d" =a-a---a (nFaktoren).

Der Ausdruck a" wird Potenz genannt, die Zahl a € R heiBt Basis und n € N* der Exponent.
Folgende Rechenregeln gelten:

anam :an-i-m, (an)m :amn’ (ab)n :anbl’l.
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1.2 Korperaxiome

Diese Regeln gelten auch fiir negative Exponenten, wenn wir definieren

_ -1 _ 1
=1, a "=(a") =(a 1)n:a—n,nG]N.

Fiir m > n schreiben wir

m
Zak:an+an+1+"'+am.
k=n

Folgende Rechenregeln konnen mit Hilfe der Korperaxiome hergeleitet werden:

m

m m
Y ac+ ) bi=Y (ar+by),
k=n k=n

k=n

m [ l
Zak+ Z ax = Zam
k=n

k=n k=m+1

GauBsche Flachenformel Als Beispiel fiir das Rechnen mit Summen betrachten wir
die Berechnung der Fliche eines Polygons. Die Fliche in Abbildung 1 kdnnen wir uns

A

(x2,2)

(X3,y
(x17y1>

(x4,y4)

(x5,¥5)

Y

Abbildung 1: Fliacheninhalt eines Polygons
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

aus fiinf Trapezen zusammengesetzt denken, wobei die Fldcheninhalte von zwei Trapezen
positiv und von drei negativ gerechnet werden. Wir erhalten fiir den Fldcheninhalt

F = jxi—x)pi+y2) + 3o—x3)(n+y3)+

B[ —

s —xa)(y3+ys) + 30 —x5)(va+ys) +

%(Xs—xl)(%ﬂl)-

Man mache sich klar, dass das Vorzeichen von x; — x| entscheidet, ob der Fldcheninhalt
positiv oder negativ gerechnet wird. Fiir einen Polygonzug mit n Punkten

(x17YI)7 (x27y2)7 veey (xn;yn)

konnen wir schreiben: .
1
F=3 Y O =2 1) G+ Y1),
k=1

wobei wir die folgende Vereinbarung treffen:

Xn+1 = X1, Yn+1 = Y1-

Diese Formel wurde bereits von GAUSS aufgestellt. Wir wollen diese Gleichung etwas
vereinfachen. Mit Hilfe des Distributivgesetzes erhalten wir zunéchst

n n
Z X — Xk+1) Vi + Z Xk — Xk 1)Vi+1-

NI*—‘

Ersetzen wir in der zweiten Summe den Summationsindex k durch k — 1, so bekommen wir

1 n+1

1 n
= 5 Z Xk — X 1)Vk+ 5 Z XE_1 — X)Vg-
k=1 2i5

Fiir den letzten Summanden kénnen wir mit der Setzung xo = x,, schreiben

(X0 = Xnp1)Yn1 = (X0 — x1)y1.

Dies zeigt, dass wir die zweite Summe auf der rechten Seite wieder von k = 1 bis k =
n laufen lassen konnen, da der Term mit dem Index n + 1 demjenigen mit dem Index 1
entspricht. Wir erhalten schlie3lich

1

n
3 Y (et — X1y

1 & 1
ZE Z Xk — Xk+1 yk+2 Z X1 — Xk )Vk- =
k=1 k=1

k=1

Diese Formel war ebenfalls bereits GAUSS bekannt und hat gegeniiber der ersten Formel
den Vorteil, dass fiir jeden Summanden eine Addition weniger zur Berechnung bendtigt
wird.
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1.3 Anordnung von Zahlen

1.3 Anordnung von Zahlen

Eine weitere wichtige Eigenschaft der rationalen und der reellen Zahlen ist, dass sie sich der
GroBe nach anordnen lassen, und dass diese Anordnung in verniinftiger Art und Weise mit
den Rechenoperationen kompatibel ist. Was genau wir darunter verstehen, konkretisieren
die folgenden Axiome:

Wenn x und y Elemente eines Korpers KK sind, so kénnen wir die Beziehung x <y (x
ist kleiner als y) betrachten. Diese kann entweder wahr oder falsch sein. Die Kleiner-als-
Beziehung hat die folgenden Eigenschaften:

* Trichotomie: Fiir alle x,y € K gibt genau eine der drei Beziehungen:

x<y, x=y, y<ux. (01)
o Transitivitdt:
x<yundy<z=x<z (02)
e Monotonie der Addition:
x<y=>x+z<y+z (03)

* Monotonie der Multiplikation:

x<yund 0 < z=xz<yz. (04)

Definition 1.3 Einen Korper IK, auf dem eine Beziehung ,,<* definiert ist, die die Axiome
(O1) — (O4) erfiillt, heifit angeordneter Korper.

Beispiele fiir angeordnete Korper sind Q und R.

Notation 1.4 Statt x <y schreiben wir auch 'y > x und x <y oder y > x gilt genau dann,
wenn entweder x =y oder x < y.

Aus den Axiomen konnen nun mit dhnlich elementaren Schliissen wie wir sie bereits oben
verwendet haben die folgenden Rechenregeln fiir Ungleichungen hergeleitet werden:

(1) Addition von Ungleichungen:

a<b,x<y=a+x<b+y.

(i) Multiplikation mit einem negativen Faktor:

x <y, a<0=ax>ay.

(iii)) Multiplikation zweier Ungleichungen:

0<x<y 0<a<b= ax<by.
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

(iv) Produktrelation:
x>0undy>0=xy>0.
(v) Fiir x # 0 gilt x2 > 0.

(vi) Aus 0 < x <y folgt x~! >y~ 1.

Fithren wir nun etwas Notation ein fiir die wichtigsten Mengenrelationen (Vereinigung,
Schnitt, und Substraktion):

Definition 1.5 (Mengenrelationen)

AUB: ANB: A\B:

Im Einzelnen:

AUB = {x|x€AoderxecB} (Vereinigungsmenge)
ANB := {x|x€Aundxec B} (Schnittmenge)
A\B := {x|x€Aundx¢B} (Differenzmenge, ,,A ohne B*)

A C B genau dann, wenn alle Elemente aus A auch Elemente in B sind.
A=Ak =A1UAU...UA, (A ist Vereinigungsmenge der Ay)
A und B heiflen disjunkt, wenn AN B = (.

Basierend auf den Ordungsaxiomen kann der Korper der reellen Zahlen als Vereinigung
disjunkter Mengen Q = QT UQ~ U {0} angesehen werden, wobei

Q" ={reQx>0}, Q ={xeQk<0}, QF=QU{0}, Qy =Q-U{0}.
Es gilt wegen Axiom (O3)

b >a, genaudann, wennb—a € Q+,
b>a, genaudann, wennb—ac QT U{0}.

Eine analoge Aufteilung 146t sich natiirlich auch fiir die reellen Zahlen durchfiihren, die
wir aber erst spéter rigoros kennenlernen werden.

Definition 1.6 In einem angeordneten Korper ist der Betrag von x (Betragsfunktion) defi-

niert durch
x ;x>0
x| = -
—x ;x<0
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1.3 Anordnung von Zahlen

Bemerkung 1.7 Fiir Betrige von Produkten und Quotienten gilt

lal

lab| = |a| -|b|  und ‘g):w.

Satz 1.8 (Dreiecksungleichung) Fiir x,y aus einem angeordneten Korper gilt |x +y| <
x| + [y,

Beweis:
Es gilt
_ x+y ;x+y=>0,
\x+y|—{ —(x+y) ;x+y<0,

x<|xjund y<l|y|= x+y < |x|+1yl,
—x < [x|und —y < |y| =—x+(—y) = —(x+y) < |x| +]y].

Aus den beiden letzten Uberlegungen folgt |x + y| < |x| + [y].

Folgerung 1.9 Es gilt: ||x| — |y|| < [x—y|

Beweis: Wir addieren zu x eine Null und verwenden die Dreiecksungleichung:
x| = lx=y+yl < x=yl+ ]yl = x| =y < e =yl

Durch Vertauschen von x und y erhilt man [y| — |x| < [y —x|, d.h. —(|x| = [y]) < [x—y].

Zusammen ergibt sich die Behauptung.

O

Die Betragsfunktion und andere stiickweise definierte Funktionen sind auch Thema von
Aufgabe 1.8.

Satz 1.10 (Bernoulli-Ungleichung) Fiirn € IN und x > —1 gilt
(14x)" > 1+nx.

Vorbemerkung Wir konnen nicht fiir alle n € IN den Nachweis durch Nachrechnen fiih-
ren. Statt dessen zeigen wir:

n=1: Die Aussage gilt fiirn = 1. (Induktionsanfang, -verankerung)
n—n-+1: Wenn die Aussage fiirn gilt  (Induktionsannahme),
dann gilt sie auch fiir (n+1). (Induktionsschritt)
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Dieses Beweisprinzip nennt man volistindige Induktion® und es entspricht der Konstruk-
tion der natiirlichen Zahlen. Ein weiteres Beispiel fiir vollstindige Induktion finden Sie in
Ubung ??, eine Anwendung der Bernoulli-Ungleichung in Ubung 1.10.

Beweis: (Bernoulli-Ungleichung)
n=1: (14x)! =  l+x v

n—n+l: (1+x)"1 = (14+x)"(14x)
0
>

(1+nx)(1+x)
= l+4nx+x+nx’
>0
> 1+(n+1)x v

1.4 Folgen und Grenzwerte

Die Menge der rationalen Zahlen () ist auch bereits ein angeordneter Korper. Was zeichnet
die reellen Zahlen nun aus? Wir erinnern uns an das Schachtelungsprinzip. Reelle Zah-
len ergeben sich durch Abschluf} der rationalen Zahlen beziiglich ,,Schachtelung®! Dieses
Approximationsprinzip werden wir uns nun genauer ansehen.

Definition 1.11 (Folgen und Konvergenz) Wenn wir jeder natiirlichen Zahl n € IN (oder
INy) eine Zahl a,, aus einem angeordneten Korper IK (z.B. R oder Q) zuordnen, so bezeich-
nen wir diese Zuordnung als Folge. Wir schreiben

(an)pen = (ar,a2,a3,...) .

Eine Folge (a,), 1 heifit konvergent gegen einen Grenzwert a € IK, wenn es zu jedem € > 0
ein N(€) € N gibt, so dass |a, — a| < € fiir alle n > N(€).
. . N
a, a, a,-.la laa,a,
Die Menge Ug(a) := {x € R||x—a| < €} (in der demzufolge alle a, mit n > N(€) liegen
miissen) nennt man €-Umgebung von a.

%Induktion bezeichnet normalerweise den Vorgang, von Spezialfillen auf eine allgemeine Regel zu schlie-
Ben. Dies ist (im Gegensatz zum {iiblichen mathematisch-logischen deduktiven SchlieBen vom Allge-
meinen aufs Spezielle) die in der Naturwissenschaft iibliche Schlussweise, die normalerweise nicht zu
logisch zwingenden Schliissen fiihrt. Bei der vollstandigen Induktion werden jedoch gewissermassen alle
Spezialfille gleichzeitig betrachtet, wodurch sie wieder zu einem mathematischen Beweisverfahren wird.
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1.4 Folgen und Grenzwerte

Konvergent heifit also, zu jeder (noch so kleinen) Umgebung des Grenzwertes gibt es einen
Index, ab dem alle Glieder der Folge innerhalb dieser Umgebung liegen. Wir schreiben

lim a, = a.
n—yoo

Beispiel 1:
(an)pew = (1,1,1,..);  lima,=1 wobei N(g)= 1 fiiralle &> 0.
n—soo

Beispiel 2: ¢, =2+ %

|Hl t
weds A
) 3

0 ——
1l
Rl

Behauptung: lim a, =2

n—oo0

Frage: Wann ist a, in der e-Umgebung von 2?
1 1
lap—2|<ee —-<esn>-—
n €

Wihle also N(¢) als die nichst groBere (oder gleiche) natiirliche Zahl zu % Wir schreiben
dafiir

Hierbei haben wir folgende Notation verwendet:

Notation 1.12 (GauB-Klammern) [x] ist die kleinste ganze Zahl, die grofier oder gleich
x ist. Weiterhin ist | x| ist die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.

1

Beispiel 3: a, = 5

Behauptung: lima,=0
- = o n—soo
Nachweis:
Bernoulli-Ungl. 1 1
3= (1+2)" > 1+2n>2n= — < —

3n  2n
Es geniigt also, N(&) so zu wihlen, dass 2—1n < €. Nun gilt aber

1 1 1
—<E & 2n>- & n>—.
2n € 2¢€
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Wir wihlen also N(€) := [5].

2¢
Dies gilt etwas allgemeiner:

an =4q
Behauptung:
lgl<1 = lima,=0
n—soo

Nachweis (analog zu oben):
Falls ¢ = 0, so ist die Behauptung klar. Im Folgenden konnen wir also g # 0 annehmen.

roi= i—1>—1
4
1
= —=1+4r
4|
= (1+7r)">14nr (Bernoulli-Ungl.)
. o 1 1 11
= |¢" -0/ =1q"| = 4| 7 = Tom < =]

Damit nun ﬁ < g, wihlen wir N(g) = h%ﬂ . Daraus folgt dann |¢|" < €.

|

Bemerkung: Mit Hilfe der noch zu definieren Logarithmus-Funktion erhélt man |¢"| <

loge _ | loge
€ n > oo Also kann N(¢) ’7_10g|q|

nicht auf Eigenschaften dieser Funktion zuriickgreifen. Deshalb wird hier die Bernoulli-
Ungleichung genutzt.

W gewihlt werden. Allerdings wollen wir hier noch

Beispiel 4: Die Folgen
(I,—1,1,—-1,1,—1,...) und (1,2,3,4,...)
konvergieren nicht.

Beispiel 5: (a,),,cpy, sei definiert mittels:

Behauptung: ) ontl - (%)" vel Bsp. 3
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1.4 Folgen und Grenzwerte

Nachweis (mit vollstindiger Induktion):

1
n=0 D oag — 1=2 5 1 v
2
. 1 Ind. Annahme 2”+1 —1 1 2 2n+l —1)+1
n—n+1l : ap+1 = ap+ 2n+1 = on + 2n+1 - ( 2n+1 )
2n+2_1
- 2n+1 4

Verallgemeinern wir Beispiel 5, so gelangen wir zum folgenden Lemma?

Lemma 1.13 (Geometrische Reihe)
Sei

a():l

+1
apy1 = ap+q"" .

Dies konnen wir auch schreiben als:
_ 2 3 n
ap, = l+q+qg +qg +...+¢q

n
WL
k=0

Es gilt
i qk _ 1— qn—H
k=0 1—q
1
T ontl +1
Firg = % folgt dann a, = 2n1+1 2 2,,_ 1, vgl. Beispiel 5.
=3
Beweis: mittels vollstandiger Induktion:
1
n=0: a():l:ll__q
1 _qn+1

n—n+1: an+1:W+q"+l

_(1=g""+(1—g)q""!
l—g

1_qi’l+2
:W

3 Ahnlich wie ein Satz ist ein Lemma eine mathematische Aussage, die durch einen Beweis aus Axiomen
und anderen schon bewiesenen Sitzen und Lemmata (auch: Lemmas) hergeleitet wurde. Im Gegensatz
zu einem Satz verwendet man den Begriff Lemma fiir Aussagen geringerer Bedeutung sowie fiir Hilfs-
aussagen, die benutzt werden um einen anderen Gedankengang (etwa einen Satz oder dessen Beweis)
einfacher formulieren zu konnen.
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

O
Satz 1.14 (Konvergenz der geometrischen Reihe) Fiir 0 < g < 1 gilt:
vk 1
nlglz}o];bq - 1—qg
(firg = % vgl. Bsp. 5)
Beweis:
1 1— n+1
‘ ST e B cg(1—g)
l—qg 1-—gq
1—
& ¢'< g4
e
ist erfiillt fiir alle n > N(g) = {——‘ .
(1-q)?
1 1— 1—
vgl. hierzu Bsp. 3: ri=—-—1= —q, gi—e— 4
q q q
1
g 0z e =[]
O

Wir schreiben auch

. n—oo
lima,=a < a,— a,
n—oo

lim Z ap = Z ay.
=i k=0
Eine geometrische Reihe ist auch das Thema von Aufgabe 1.1, eine dhnliche Reihe von
Aufgabe 1.11.
Notation 1.15 Eine Folge heifit divergent, falls sie keinen Grenzwert besitzt
(Bsp: (1,2,3.4,..),(=1,1,—1,1,...)).
Eine Folge heif3it beschrinkt, wenn es eine Zahl M gibt mit
lan| <M  fiir alle n € IN.

Beispiel: Betrachten wir die harmonische Reihe (a,),cn mit

o]
an:Z_.
=1t
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1.4 Folgen und Grenzwerte

Diese Reihe divergiert, wie man durch folgende Abschitzung fiir n = 2* einsehen kann:
$ Lol (L
i 2 3 4 S 6 7 8

1 1 1 1
= +(§+...+E)+...+(m+...+?)

I 1 1 1
> 1+§+§+§+--5 (k Summanden J)
kk%oo
= 14+ = oo
+2—>

Satz 1.16 Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis: Sei € = 1; da (a,),cy konvergent, existiert eine Zahl N(1) mit |a, —a| < 1 fir
n > N(1), dann gilt

Dreiecksungl.

lan| =lan—a+al < |apn—al+la| <1+]d]

Fiir die endlich vielen n < N(1) gilt: |a,| < M := max (|a1|,|az|, ..., |ay(1)|) und somit gilt
fiir alle n:
|an| < M :=max (M,|a]+1).

Satz 1.17 Eine Folge hat hochstens einen Grenzwert.

)
Beweis: (Widerspruch) Angenommen, es giibe zwei Grenzwerte a # a’. Wihle € = %,

dann gibt es N,N’, so dass gleichzeitig

la,—a| < € furn>Nund
/ .o /
n— -
la,—d'| < € fuirn>N

Das kann aber nicht sein und fiihrt zum Beispiel auf den Widerspruch:
p , Dreiecksungl. p
la—d| = la—apn+a,—d| < |ap—a|+l|a,—d|

n>max(N,N") ,
< et+e=|a—ad|

7

und damit |a —d'| < |a —d/|
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Satz 1.18 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) Seien (a,),c ,(bn),cn konvergente Folgen
mit a,, faaiy a,b, faiy b, dann gilt:

(i) an+by =5 a+b,

(i) anb, "= ab.

(iii) Falls ferner b # 0, so folgt auch ([’% iy %.
n

Beweis: Wir fiihren den Beweis hier nur fiir die Multiplikation und Division. Den Beweis
fiir Summen konvergenter Folgen finden Sie in Aufgabe 1.2.

2.
|anb, — ab| = |an (by — D)+ (an —a) b|
Dreiecksungl.
< |an’|bn_b|+|an_a||b|
Beschr. konv. Folgen
< M by —b| + |an—al |b|
—— =
<€ <€
fiir n>Np, (8) fiir n>Ng (&)
< (M +|b|)€
Nun wihle & = Aﬁlbl’ dann gilt |a,b, — ab| < &,

fallsn > N(g) := maX{Na(Mi\b\ >7Nb(Millﬂ )}

3. Wir schétzen ab

a, a an, ap ap a an(b—> 1
o _ G\ _ |Gn_ Gn _"__:MJr(an_a)_
b, b b, b b b bnb b
b
Da b # 0 konnen wir n so grol wihlen, dass |b,| > %

(W'aihle dazu in der Betrachtung des Grenzproblems e:@)

|an|
— b
i

AbD hier schitzen wir weiter ab wie oben unter (i).

1
b—b —a|l—.

Beispiele

(1) Fur0 <g < 1 gilt:
. n—oo
1+q" }=1an—1
= nesoo
& 3ZZ:0qk}:bni>31+q
n—>ool_q
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1.5 Das Vollstindigkeitsaxiom

(i1)
3+—7 =a,—53
3n’+17n n [T 4n
Cn: 5 ey
s 7—%}:@”*—3"7
n—eo 3

Weitere Beispiele finden Sie in Aufgabe 1.10.

Lemma 1.19 Falls stets a < a,, < a und a, % a, dann gilta<a<a.
Die Zahlen a,a nennt man untere bzw. obere Schranken.

Beweis: (Widerspruch) Angenommen, es wire a > a. Wihle € = %

Ug(a)
—

| |

| |

a a+a a
2

Dann folgt firn > N(g): a, > 942 >7a %

Analog argumentiert man fiir die untere Schranke und erhélt a > a.
O

Achtung: Es folgt allgemein keinesfalls, dass a < @, denn z.B. a,, = 1 — % <1l;a, — 1.

1.5 Das Vollstandigkeitsaxiom

Erinnern wir uns an das Beispiel /3 ist nicht rational, oder anders ausgedriickt, =3
hat keine rationale Losung, aber wir haben x durch Schachtelung ,,dargestellt®. Die unteren
und oberen Grenzen ,,erscheinen* als konvergente Folgen, auch wenn wir deren Grenzwert
(in Q) noch nicht angeben konnen.

Ziel: R erhalten wir aus Q, wenn wir die Grenzwerte von Folgen in Q hinzunehmen.

Dazu betrachten wir zunichst folgende
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Definition 1.20 Eine Folge reeller Zahlen (ay), <y heifit Cauchyfolge, wenn zu jedem € >
0 ein N(g) € NN existiert, so dass

lan —am| <€ fiiralle n,m > N(¢).

Bemerkung 1.21 Dies ist ein Begriff von Konvergenz, ohne etwas iiber den Grenzwert
selber zu sagen.

Die harmonische Reihe (Y., %)nG]N als Folge zeigt, dass a, 1 — a, = # — 0 fiir n — oo
nicht ausreicht, damit die Folge schon konvergiert.

Satz 1.22 Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis: a, —> a = Es gibt N(¢), so dass |a, —a| < S fiir alle n > N(g).
Dreiecksungl.
= lan—am| =lan—a+a—an| < |ag—al+|a—an| < §+5 = € fir alle n,m >
N(€) = (an),cq ist Cauchyfolge.
O

Auf @ gilt die Umkehrung nicht (Bsp.: Schachtelung fiir v/3); die Schachtelungsfolgen
sind sicherlich Cauchyfolgen in @, aber sie sind nicht konvergent in @, da v/3 ¢ Q. Wir
nehmen dies deshalb als Axiom um Q auf R zu erweitern. Zuniachst definieren wir

Definition 1.23 Ein angeordneter Korper K heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge
einen Grenzwert besitzt.

Basierend darauf fithren wir nun R axiomatisch ein.

Volistandigkeitsaxiom: In R hat jede Cauchyfolge einen Grenzwert.

R ist also ein vollstindiger angeordneter Korper. Konstruktiv wird der Korper R definiert
als Vervollstindigung von (. D.h. man nimmt alle Grenzwerte von Cauchy-Folgen hinzu.
Praktisch heif3t dies, wir nehmen alle Dezimalzahlentwicklungen hinzu:

(1,1.7,1.73,1.732,...,1.7320508, . ..)
ist eine Cauchyfolge, die so fortgeschrieben werden kann, dass sie v/3 repriisentiert.

Satz 1.24 (Bolzano-Weierstrass) Jede beschrinkte Folge in R hat eine konvergente Teil-
folge, d.h. falls (x,),cy gegeben mit |x,| < M, dann gibt es eine strikt monotone Folge
(nk)rew von Indizes aus N (nyy1 > ny), so dass (xy, ),y konvergiert.
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1.5 Das Vollstindigkeitsaxiom

Beispiel 1.25 Betrachte die Folge

(n)yeny = (0,0.5,-0.5,0.75,—0.75,0.875,—0.875,...)

1 1 1 1
= l—=,—14+-1—=—14+-,1-
(07 27 +27 47 +47
me=2kk=12,... : (2,4,6,...)
e =1-1{5 — 1
m=2k—1,k=12,... : (1,3,5,...)
Xp, = —1+ 3 — —1

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Ubung 1.3.

Notation 1.26 (Intervalle)

1 1

8 8

[a,b] = {x € Rla <x < b} abgeschlossenes Intervall

(a,b) ={x € Rla <x < b} offenes Intervall

)
)

la,b

(a,b) ={x € Rla<x < b} halboffenes Intervall

Beweis: (Bolzano-Weierstrass)
Wir konstruieren eine Schachtelung von Intervallen:
Im nullten Schritt setzen wir:

={xeRla<x<b} halboffenes Intervall

k=0,a0=—-M,bp=M = {Xn‘l’lEIN}C[a(),b()]

Ferner wihle nyp = 1. Nun konstruieren wir iterativ (Schritt fiir Schritt) eine Schachtelung

von Intervallen und die im Satz postulierte Teilfolge:

(*) Hierzu betrachten wir zunédchst die Teilintervalle:

. ai + by, ai + by,
ks ) ; D)

7bk:| - [aka bk]

Mindestens in einem Intervall liegen unendlich viele Folgenglieder; setze [ay 1,bx11]
gleich diesem Intervall (also in einem Fall a;, | = a; sowie by = ak—;b" oder im an-

deren Fall a; | = “"erbk

nur noch die Teilfolge, die ganz in [ay 1, by 1] liegt.

Wiihle n; gleich dem ersten Index dieser Teilfolge, der groBer als n;_; ist, erhohe k&

um 1 (k < k+ 1) und fahre fort mit (*).

sowie by = by) und betrachte (nach Umnummerierung)
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Offensichtlich gilt :
1 2M oo
(bk —ak) = 5 (bkfl —ak,1> = 7 i> 0
2M
= |xnl—xnm]§7 fiir alle [,m > k
= (n)ken ist Cauchyfolge

und konvergiert damit nach dem Vollstindigkeitsaxiom.

a

Definition 1.27 Eine Folge (a,)qc heisst monoton wachsend (fallend), falls fiir alle n € N
gilt ay+1 > ay (ay+1 < ay). Wir sprechen von einer monotonen Folge, falls diese entweder
monoton wdchst oder fllt.

Satz 1.28 Jede monotone und beschrinkte Folge in R hat einen Grenzwert.

Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) nehmen wir an, dass die Folge
(Xn) ey monoton wiichst. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass gibt es eine Teilfolge
(Xn, ) geny» die gegen ein x konvergiert. Damit ergibt sich die Ungleichungskette

X Sx S Sy SApgp] S Sy S

und wir nehmen nun an, dass |x,, —x| < &. Wegen der Monotonie der Folge gilt nun ei-
nerseits fiir jeden beliebigen Index /, den wir wihlen, dass x,, < x, 1;. Andererseits gibt
es ein k abhéingig von /, so dass x,, 1; < Xy - Wire nun x < x;,, 4, so wiirde x < Xy folgen,
was zu einem Widerspruch zur Konvergenz der Teilfolge fiihrt. Damit ist x > x,, fiir alle n.
Ferner liegt x,, ; zwischen x;, und x, d.h. |Xnk+l —x! < € und somit folgt die Konvergenz
der ganzen Folge.

1.6 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 1.1 Eine reelle Folge (a,),cn sei durch die Vorschrift

a = 1,
1

nyl = an‘i‘w

definiert. Berechnen Sie die ersten Folgenglieder und stellen Sie dann eine Hypothese fiir
eine nicht rekursive Formel zur Berechnung von a, auf.
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1.6 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 1.2 Es seien (a)nen, (bn)ne reelle konvergente Folgen mit
Grenzwerten a,b € R. Zeigen Sie:

a,+b, — a—+b.

Anwesenheitsaufgabe 1.3 Betrachten Sie die Folge

an = (—1)" (1 +%)

i) Zeigen Sie, dass (a,),en beschrénkt ist.

ii) Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass hat (a, ), also eine konvergente Teilfolge.
Geben Sie eine solche und ihren Grenzwert an.

Anwesenheitsaufgabe 1.4 Sei die Funktion f definiert durch

fx) =

I, x€[2n—1,2n)fireinneZ
—1; x€[2n,2n+1)fireinneZ.

Weiterhin sei die Funktion g definiert duch

1) Fertigen Sie Skizzen der Funktionen f und g an.

i1) Bestimmen Sie den Grenzwert von g an der Stelle O:

lim g(x)

x—0

Anwesenheitsaufgabe 1.5 Zeigen Sie mit Hilfe vollstindiger Induktion, dass

n

Z3(k—|—1):%(n+1)(n+2)
k=0
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Anwesenheitsaufgabe 1.6 Zeigen Sie, dass die Folge (ay),en mit
1 n
T — <1 4 —>
n

a, > 2.

monoton wéchst und dass gilt

Aufgabe 1.7 Beweisen Sie ausgehend von den Korperaxiomen:

a) Es gibt genau ein Nullelement.

b

a:

b) Fiir a # 0 hat die Gleichung ax = b genau eine Losung: x =

c) Bsgilt ¢ + & = “Et fiir g, b, c,d € Kmit b # 0 und d # 0.

Aufgabe 1.8

a) Skizzieren Sie zuerst den Graphen der folgenden Funktion und schreiben Sie die
Funktion ohne Betragsfunktion mit Fallunterscheidung:

f(x) = x+ x|

b) Skizzieren Sie nun den Graph der Funktion

0 : x<l1
g(x)::{ l(x_l) :

b} x>1

und schreiben Sie die Funktion unter Verwendung der Betragsfunktion ohne Fallun-
terscheidung.

c) Skizzieren Sie den Graphen der folgenden Funktion und schreiben Sie auch diese
unter Verwendung der Betragsfunktion ohne Fallunterscheidung:

0 : x<-1
h(x):=¢ 2x+2 : —1<x<0
2 : x>0
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1.6 Ubungen

Aufgabe 1.9 Zeigen Sie mit Hilfe vollstindiger Induktion:

a) Zk— n(n+1)

b) Zkz —n(n+1)(2n+1) ;

c) n2<2"firallen >4 .

d) n! >201,

Aufgabe 1.10 Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (a,)qeN:

—Tn%+3n—1 .

a) @ = =35775

o 34n—2 .
b) a, = (2’;_’_%)3 >

) ap:=(1+ ,,]_Z)n

Tipp: Wenden Sie die Bernoullische Ungleichung einmal auf a,, und einmal auf %
an und zeigen Sie damit, dass

und

gelten.

Berechnen Sie die Grenzwerte dieser beiden Folgen.

._ n
d) an = 2n+sin(%)'

Aufgabe 1.11 Zeigen Sie, dass die Folge s, =Y} )li—]: fiir alle 0 < x < 1 konvergiert.

Tipp: Vergleichen Sie mit der Folge g, = 1 + Y7, (%)k und verwenden Sie das Ergebnis
von Aufgabe 13d) sowie die Eigenschaft monotoner Folgen.

Bemerkung: Spiter werden Sie erkennen, dass die zugehorige Reihe fiir alle x € R kon-
vergiert und die Exponentialfunktion e* darstellt.
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Aufgabe 1.12 Welche Aussagen sind richtig?

44

a) Jede beschrinkte Folge ist konvergent. jaOgd
b) Jede konvergente Folge ist beschrinkt. jaOd
¢) Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt. jad

d) Aus der Konvergenz von (a,) folgt die Konvergenz von |a,| .
jaOd

e) Ist (a,) beschrinkt und gilt a,, > 0, dann ist (1/a,) beschrénkt.
jad

nein O
nein O

nein O

nein O

nein [

f) Die Folge (a,) sei monoton wachsend und (b, ) monoton fallend, und es gelte fiir alle

n € IN: a, < b, . Dann sind (a,) und (b,) konvergent. jamo

nein [

g) Die Folgen (ay,) und (b,) seien monoton wachsend. Dann ist (a, + b,) monoton

wachsend. jaOgd

nein O

h) Die Folgen (a,) und (b,) seien monoton wachsend. Dann ist (ay, - b, ) monoton wach-

send. jad

O

nein



1.6 Ubungen

Aufgabe 1.13 Betrachten Sie die nachstehende Abbildung mit den Punkten Py = (1,0)
und P, = (a,v/1—a?) wobeia € (0,1).

a) Unter der Annahme, dass die Punkte P, ..., Ps ein symmetrisches Hexagon (Sechs-
eck) bilden, d.h. symmetrisch bzgl. x- und y-Achse, geben Sie die Koordinaten der
Punkte P, ..., Ps an.

b) Unter Verwendung der Teilaufgabe a), bestimmen Sie nun den Flidcheninhalt des He-
xagons in Abhingigkeit des Parameters a € (0, 1), d.h. bestimmen Sie eine Funktion
F(a) mit der Sie den Flicheninhalt berechnen konnen. (Tipp: Nutzen Sie die Gaul3-
sche Flichenformel aus der Vorlesung.)

c) Bestimmen Sie nun das Hexagon mit dem groBten Flicheninhalt.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit
2.1 Reelle Funktionen

Definition 2.1 Sei D eine Teilmenge von R, dann versteht man unter einer reellen Funktion
auf D eine Abbildung f : D — R. D heifst Definitionsbereich von f. Man schreibt auch
f:x— f(x), dabei heifit x Urbild und f(x) Bild. Der Graph von f ist die Menge
Gr:={(x,y) e DxR|y= f(x)}, wobei
AxB:={(x,y)|x€A,yeB}

das sogenannte kartesische Produkt der beiden Mengen A und B, d.h. die Menge aller
geordneten Paare (x,y) von Elementen aus A und B ist.

Beispiele 2.2

e p:R—=Ryxr p(x) =a" +a, 1 X" +...4ap
(p ist ein Polynom vom Grad n, falls a,, # 0)

e |-|:R— R;x+—|x| (Betragsfunktion)

X4

* () R=Ryx— )%‘x' (Positiver Anteil)

Y

« fiR\{0} > Ryx— 1

flto,tn) = Ry x— f(x) mit f(x) =cj, c;i €R, . M
e falls x € [t;,ti11) mitty <t} < --- <t, (Treppenfunk-  «——
tion) .
1) N PO T

s f:R\N;, = R;x— % mit p,q Polynome und N, die Nullstellenmenge zu g, heif3t
rationale Funktion.

Polynomberechnung: p(x) =a, (X" ' +a, »x" 24 ...+ag

1. Ansatz: Direkte Berechung nach der Formel. Als Java-Programm sieht das Ganze wie
folgt aus:
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

public class polynom

{
static double evalPolynom (double[] a, double x)

{
int n = a.length - 1;
double y = a [0];
for(int 1 = 1; 1 <= n; 1++)

{
y =y + a [i] » Math.pow (x, 1i);

}

return y;

Nachteil: Durch die Multiplikation mit x’ miissen sehr viele oder sehr rechenintensive
Operationen ausgefiithrt werden.

Verbesserung: Hornerschema
Wir kdnnen das Polynom (durch teilweises Ausklammern) auch etwas anders schreiben:

p(x)=(((ap_1x+ay—2) - x+an3)-x---+ay) -x+ap.

Hier ergibt sich dann ein modifizierte Algorithmus:
Als Java-Programm sieht das Ganze nun wie folgt aus:

public class polynom

{

static double horner (double[] a, double x)
{
int n = a.length() - 1;
double vy = a [n];
for (int i = 1; 1 <= n; i++)
y =y * x +a [n- 1i];

return y;

Pro Schleifendurchlauf muss nur noch eine Multiplikation ausgefiihrt werden.

Wir konnen uns die im Programm ablaufende Rechnung durch das Horner-Schema zur
Auswertung eines Polynoms p mit

p(X) = anxn—l—an_lx"*l +... —|—a2x2—|—a]x—|—a0
= (("'(anx+an71)x+---+a2)x+a1)x+a0
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2.1 Reelle Funktionen

an einer Stelle xg in einem Diagram veranschaulichen:

ay ap—1 cen aj ap
bn,1X0 ce b1X0 boXo
bn,1 bn,2 ves bo ‘ C.

Hinter diesem Diagram verbirgt sich die ausfiihrlich geschriebene Rechenvorschriften:

bp1 = ay

bp—2 = ap-1+by_1x0
by = a;+bixy

c = ag-+boxg.

Gleichzeitig erhalten wir mit diesem Schema eine Faktorisierung des Polynoms mit Rest-
term:

X"+ ay X bag = (b1 X by X 4 bo) (x—x0) +c.

Dies folgt direkt durch Vergleich der Koeffizienten zu gleichen Potenzen von x und nach
Definition der Koeffizienten by:

an="by_1,a,1 = —by_1x0+by_2, - a;=—bixo+b;_1, -+ ag = —boxo+c.

Hierbei ergibt sich als Folgerung ¢ = p(xp). Mit dem Hornerschema erhalten wir also das
Ergebnis der Polynomdivision durch das lineare Polynom (x — x¢) mit Rest ¢ = p(xp) und
im Fall p(xg) = 0 eine Faktorisierung des Polynoms in ein Polynom vom Grad n — 1 und
in den Linearfaktor (x —xo). Ein Beispiel dafiir finden Sie in Aufgabe 2.1.

Beispiel 2.3 Wir werten das Polynom
p(x) =3x° — 126> +3x+ 18 (5)
an der Stelle xo = 3 mit dem Hornerschema aus:

3 -12 3 18
9 -9 18
3 3 6 | 0.

Wir erhalten somit

p(x) = (x—3)(3x> —3x—6).

Notation 2.4 Eine Funktion f : D — R hat die Nullstelle xo € D, falls gilt f(xo) = 0.

Beispiel 2.5 Das Polynom (5) hat eine Nullstelle x; = 3. Das Hornerschema zeigt, dass
dieses Polynom x — 3 als Faktor enthiilt.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Allgemein gilt: Ist x; eine Nullstelle eines Polynoms p,vom Grad n, so gilt

Pa(¥) = (x=x1)pp-1(x),

wobei p,_1 ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Hat das Polynom weitere Nullstellen, so kon-
nen wir das Verfahren fortsetzen.

Notation 2.6 (Komposition/Verkettung von Funktionen) Zu f : D — R, g : E —
R, f(D)CE
(hierbei sei (D) :={y € R|y = f(x) fiir ein x € D}) definieren wir

(gof):D—=R;(gof)(x) =g(f(x)).

Beispiel 2.7

f(x) =, g(z) =vz,D=R,E=Ry,f(D)=E
(gof): R—=R: (g0)(x) = V/]rl

2.2 Stetigkeit

Notation 2.8 (Grenzwert bei Funktionen) Wir schreiben lim,_,, f(x) = c, falls fiir jede
Folge (xp) e mit x, % gilt: lim, o f(x,) = c.

Definition 2.9 (Stetigkeit basierend auf Folgenbetrachtung) Eine Funktion f: D — R
heif3t stetig in a € D, genau dann wenn

lim £(x) = f(a).

X—a

(D.h. egal, mit welcher Folge von Urbildern man gegen das Urbild a lduft, die Folge der
Bilder geht immer gegen das Bild von a.)
Eine Funktion heifst stetig (auf D), wenn sie in allen a € D stetig ist.

Beispiele 2.10 Stetige und nicht stetige Funktionen
(i) f(x)=x, f(x) = c sind stetig auf R.

1; x>0

ist unstetig in 0.
0; sonst §

(ii) f(x) = {

(iii) Summen und Produkte stetiger Funktionen sind stetig (vgl. Satz 1.18).
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2.2 Stetigkeit

(iv) Aus (i) und (iii) folgt: Polynome sind stetig.

(v) Sei h(x) = £ i f,g stetig auf R, dann ist h stetig auf R\ N,, wobei N, die Null-

g(x)

stellenmenge von g ist (vgl. ebenfalls Satz 1.18).
konkrete Beispiele: — ist stetig auf R\ {1}, (;“;:31) ist stetig auf R\ {—1,1}.

Weitere Beispiele finden Sie in Ubung ??.

Bemerkung 2.11 Es sei f: D — R stetig, a ¢ D und lim,_,, f(x) = ¢, dann nennt man f
stetig ergdnzbar in a durch den Wert c.

Beispiele 2.12 (i) f(x) = 21 ot zundichst bei x = 1 nicht definiert, aber

lim f(x) = lim
x—1

x—1

(x—1)(x+1)

fi STl 1) =2

D.h. x — f(x) ist in 1 stetig ergcinzbar durch 2.

(ii) x— |x| ist stetig (da||x,| — |a|| < |x, —al).

(iii) x> sin (L) kann nicht stetig in 0 fortgesetzt werden. / \/\/WMW\/\/ \/

(iv) x> xsin (%) kann fiir x = 0 stetig durch den Wert O fortgesetzt werden, denn ‘x sin (l) | <

|x| — O fiir x — 0.

X

N\ VA

(v) x— +/|x| ist stetig auf R (siehe auch das Beispiel zu Definition 2.16).

a#0:

VI -Vl () [l —lall < [x—af xq
| i+ Vial| T Vil
(¥):  a*—b*=(a—b)(a+b)

Vi =20 =0,
denn, falls |x| < €2, dann gilt \/|x| < €
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Beispiele fiir stetige Ergiinzbarkeit finden Sie auch in Ubung 2.9 und 2.33.

Satz 2.13 (Stetigkeit der Komposition) Es seien f: D — R, g: E — R zwei stetige Funk-
tionen mit f(D) C E, dann ist (go f) stetig auf D.

Beweis: Seia € D und x, eine Folge mit x, "> a. Aus der Stetigkeit von f folgt f(x,) —>
n—yoo

f(a), dann folgt aber mit der Stetigkeit von g, dass g (f(x,)) — g(f(a)). Das heif3t aber,
dass go f in a stetig ist.

Eine alternative (und équivalente) Definition von Stetigkeit:

Eine Funktion f ist stetig in a, wenn es zu jeder noch so kleinen Umgebung im Bild von
f(a) eine Umgebung im Urbild um a gibt, so dass diese ganze Urbildumgebung in die
Bildumgebung abgebildet wird.

A A

;
A

Ue(f(a)

| ~— 1
|
)
—~
~—

\j

Definition 2.14 (Cauchy-Kriterium) Eine Funktion f ist stetig in a, genau dann wenn zu
Jjedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir alle |x —a| < 6 gilt | f(x) — f(a)| < &.
Eine Funktion f : D — R heif’t stetig, wenn fiir alle a € D gilt, dass f in a stetig ist.

Zur Aquivalenz der beiden Stetigkeitsbegriffe:

Cauchy-Kriterium (2.14) = Folgenstetigkeit (2.9):

Es gelte x, —> a, d.h. fiir n > N(8) gilt |x, —a| < 8. Nun wenden wir das Cauchy-
Kriterium an und erhalten fiir € > 0 ein §(€), so dass | f(x,) — f(a)| < € fallsn > N(5(¢))
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2.2 Stetigkeit

und damit |x, —a| < 8(&). Damit haben wir gezeigt, dass f(x,) — f(a).

Folgenstetigkeit (2.9) = Cauchy-Kriterium (2.14):

Dies kann man mit einem Widerspruchsbeweis zeigen, der hier aber nicht ausgefiihrt wer-
den soll.

Bemerkung 2.15 Das 6 hiingt in der Regel von € und vom Punkt a ab.

Definition 2.16 f heifit gleichmiBig stetig, wenn & in Definition 2.14 nur von € und nicht
von a abhdngt.

lfy)—fx)| <e€ fiir alle x,y mit |x —y| < 8(¢).

Man kann zeigen, dass stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen gleichmiBig
stetig sind.

Achtung: f(x) = 1 ist nicht gleichmi-

Big stetig auf (0,1), (siche rechts: Fiir

das gleiche € ist der notwendige Umge- e |
bungsparameter 8; bei x| viel kleiner als 1
der Umgebungsparameter &, bei x;)
aber: \/7\ ist gleichmiBig stetig.

,»a = 0% ist der ,,worst case®) e jjf S
Hierzu: Zunichst folgern wir aus der 3 3 3
Dreiecksungleichung: A
5 9,
1.8
VR=VD] < Vid+ VD Vi = VD
2 1.9
VR-VDI[ < k=D £ ke

NERNE < Vo

Sei nun & > 0 gegeben. Wihle § (&) = €2. Betrachten wir beliebige x,y mit |x —y| < §(¢),

so gilt
176 = 10} = |V = V/Dl| < VR3] < V3(e) = Vel =e.

Satz 2.17 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R, (a < b) eine stetige Funktion. Dann gibt
es zu jedem c zwischen f(a) und f(b) ein x zwischen a und b mit f(x) = c.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

f(b) 1

f(a) 4

a x b
Bemerkung 2.18 x ist nicht unbedingt eindeutig bestimmit.

Beweis: Ohne Einschrinkung sei f(a) < f(b). (Sonst betrachte —f.) Wir konstruieren
eine Intervallschachtelung um das Urbild von ¢ zu finden:
k=0,a0:a,bo =b

(*) setze m := %bk /\J
falls:

f(m)>c Qg1 = ag, by =m
flm)=c : fertig(x=m)
f(m) <c

setze k = k+ 1 und fahre mit (*) fort. t ‘

A1 =m, b1 = by

Die Folge (ak )y ist monoton wachsend und beschrinkt, also konvergiert ay e Xq und
da f stetig ist folgt f(ax) IH—°>°f(xa). Da f(ay) < ¢ folgt f(x,) <c.

Analog folgt (b ),y ist monoton fallend und beschrinkt, by iy Xp, [ (br) iy f(xp) und
da f(by) > c folgt f(xp) > c.

Weiterhin gilt:
—

2k 0

bk —dap =
Fiir beliebiges k gilt offenbar 0 < x;, —x, < by — a;. Da die rechte Seite gegen 0 konvergiert,
folgt x, = x; =: x. Damit gilt aber ¢ < f(x) <c= f(x) =c.

Aufgrund der Konstruktion der Intervallschachtelung gilt auerdem a < a; < x < b, < b,
also liegt x im Intervall [a, b].

Eine Anwendung des Zwischenwertsatzes finden Sie in Aufgabe 2.10.
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2.2 Stetigkeit

Nun wenden wir uns einer zentralen Aussage zu stetigen Funktionen zu. Dazu benétigen
wir zunéchst etwas Notation.

Notation 2.19 Sei A C R nicht leer, dann bezeichnen

Obere Schranke: s ist obere Schranke von A, falls
fiir alle a € A gilt a < s,

Untere Schranke: s ist untere Schranke von A, falls
fiir alle a € A gilt s < q,

Supremum: supA ist die kleinste obere Schranke von A
und oo, wenn es keine obere Schranke gibt,

Infimum: infA  ist die grofite untere Schranke von A
und —oo, wenn es keine untere Schranke gibt.

Satz 2.20 Jede Funktion, die auf einem abgeschlossenen Intervall stetig ist, nimmt dort ihr
Minimum und ihr Maximum an.

Das heifit also, falls f : [a,b] — R stetig ist, so gibt es Xmin,Xmax € [a,b)], so dass f(xmin) <
F(x) < f(xmax) fiir alle x € [a,b].

Beispiele 2.21

* f(x) = x nimmt auf |0, 1] sein Minimum an der Stelle 0, sein Maximum an der Stelle
1 an.

o f(x) = x* nimmt auf [—1,1] sein Minimum an der Stelle 0, sein Maximum an den
Stellen 1 und —1 an.

* f(x) = x nimmt auf (0,1) weder Maximum noch Minimum an, da 1 und 0 nicht als
Bilder f(x) fiir x € (0, 1) auftreten,
~» Abgeschlossenheit des Intervalls ist wichtig.

_f (x+1)5x<0
) f(x)—{ (x—1);x>0

nimmt Maximum nicht an auf [—1, 1|, denn fiir

Xn < 0,x, =0, gilt f(x,) — 1,
aber es gibt kein x € [—1,1] mit f(x) =1,
~> Stetigkeit ist wichtig.

Bemerkung 2.22 Jede nichtleere Menge reeller Zahlen hat ein Supremum und ein Infi-
mum.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Diese Aussage beweisen Sie in Aufgabe 2.7. Beispiele fiir Suprema und Infima finden Sie
in Aufgabe 2.11.

Der Satz 2.20 sagt also aus, dass es fiir das Intervall [a,b] und ein auf [a,b] stetiges f ein
Xmin € [a,D] gibt mit

f (min) = inf f([a,b]) = inf{ f(x)|x € [a,b]}

und ein xmax € [a,b] mit

S (xmax) = sup f([a,]) = sup {f (x)|x € [a, ]}

Man sagt auch: ,,Infimum und Supremum werden als Funktionswert angenommen.*
Beweis: Es gibt eine Folge (x)ren mit f(xy) e f = sup{f(x)|x € [a,b]}. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrass existiert eine konvergente Teilfolge (xx;);, d. h. x, 7% x fiir

ein x € [a,b]. Auch fiir die Teilfolge gilt f(x,) AN f. Aufgrund der Stetigkeit von f folgt

nun ()~ £(x) =7

Analog verfdhrt man fiir das Infimum.
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2.2 Stetigkeit

Betrachten wir nun sogenannte Umkehrfunktionen:

f(b) 1
f i |a,b] — R sei strikt monoton (d.h. falls x < y gilt

stets f(x) < f(v)) und stetig, dann gibt es mit dem Zwi-
schenwertsatz zu jedem ¢ mit f(a) < ¢ < f(b) ein x mit
f(x) = c; wegen der Monotonie von f ist x eindeutig be-
stimmt. Die Zuordnung von ¢ zu x bezeichnen wir als
Umkehrfunktion und schreiben

(F ) () =x.

f(a)

Offenbar gilt fiir alle solche x und ¢ mit f(x) = ¢, dass

(fof Ne)=Fff () =flx)=c,
(f tof)x)

[
=
=
=
[
=
e
o
[
=

Achtung: !+ %

Man kann zeigen, dass ( o 1) auch stetig ist. (Der Beweis folgt aus der Definition und dem
Cauchy-KTriterium der Stetigkeit).

Beispiel 2.23 \/x ist die Umkehrfunktion zu f(x) = x> auf R ; x'/" = /x ist Umkehrfunk-
tion zu f(x) = x" auf Ry.

Betrachten wir nun Funktionen von mehreren Variablen:

filab]x[e,d] = R; (%)= f(x,y)

Beispiel 2.24 h(a,d) = dtan (1@8‘)

Wir definieren ganz analog zum Fall nur einer Variablen:
f ist stetig in (x,y), falls fiir alle Folgen x,, — x und y, — y gilt:

f(xnvyn) YH_O;f(xay)

Wenn (x,y) nicht zum Definitionsbereich von f gehort, aber fiir alle Folgen x,, — x und
yn — y der Grenzwert lim,,_,o f(xp,y,) existiert und den gleichen Wert hat, so nennt man
f an der Stelle (x,y) stetig ergénzbar.

Beispiele 2.25

* h(o,d) ist stetig.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

e [ (RxR)\{(0,0)} = R;(x,y) — 2_}_ 5 ist auf seinem gesamten Definitionsbe-
x

reich stetig. Im Punkt (0,0) ist die Funktion nicht stetig ergéinzbar.

y
stetig, aber fiir y = 0 nicht stetig ergdnzbar. (Achtung: x — f(x,x) ist jedoch auf ganz
R stetig ergdnzbar.)

e f:Rx(R\{0}) = R;(x,y) > xsin (l> ist ebenfalls auf seinem Definitionsbereich

Ein Beispiel fiir die Veranschaulichung von Funktionen von mehreren Variablen finden Sie
in Aufgabe 2.3 und in Aufgabe 2.31.

2.3 Differenzierbarkeit
Betrachten wir nun den Begriff der Differenzierbarkeit:

Definition 2.26 Eine Funktion f : D — R heifjt differenzierbar in x € D, wenn

o SR~ £()

h—0 h

existiert. Wir schreiben

T fx+h)— f(x)
f (x) := lim .

h—0

oder fiir f : D — R, x — f(x) auch %, bzw. fiir f : D — Rt f(t) auch f.

Wir nennen die Funktion f : D — R differenzierbar, falls sie in allen x € D differenzierbar

ist. Mit f': D — R; x+— f'(x) bezeichnen wir die Ableitungsfunktion oder Ableitung von f
auf D.

Bemerkung 2.27 Es muss mindestens eine Folge (hy); geben mit hy — 0 und hy, # 0, so
dass x + hy € D fiir alle k gilt!

Beispiele 2.28

o fl)=c f(x)=0

o f@W=mitb, f(x) = ; =
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2.3 Diftferenzierbarkeit

o« fl)=x,
flath) = flx) _ (x+h)> —x? _ 2hx +h? e n ™00,
h h h
= f'(x) = 2x
¢ f¥)=vA
fO+h) —fx)  Vxth—yx  (x+h) —x 1 oo 1

I B R(VaThiyE) VathiyE VA

:f’(x):%\/)_c fiirx#0

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 2.2.

Satz 2.29 Eine Funktion f : D — R ist genau dann in einem Punkt x differenzierbar, wenn
eine Zahl a und eine Funktion o : R — R existieren mit

fx+h)=f(x)+ah+o(h) und #h—ﬂo.

D.h. f ist an der Stelle x durch eine affine Funktion (x+ & +— f(x) 4+ ah) bis auf einen

Term hoherer Ordung o(h) (bei glatten Funktionen gilt o(h) < Ch? ~ # < Ch — 0)

approximierbar:

f(x+h) —

f(x) —

X x+h

Nachweis der Aquivalenz der Ableitungsbegriffe aus Definition 2.26 und Satz 2.29:
Fiir irgendein a € R definiert man o(h) := f(x+h) — f(x) — ha. Also muss

o(h) _ flx+h) - fx)

h h

fir h — 0 gegen O konvergieren. Dies gilt genau dann, wenn f differenzierbar ist, denn
dann konvergiert der Differenzenquotient, und wenn auerdem a = f'(x).
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Ein Beispiel fiir diesen Zusammenhang findet sich in Beispiel 2.13.

Folgerung 2.30 Falls eine Funktion f : D — R differenzierbar in x € D ist, so ist f stetig
in x.
hi=y—x h—0
denn: | £(y) = f(x)] " =" [f(x+ 1) = f(x)| = lah+o(h)| == 0.
Ubung 2.26 enthilt weitere Betrachtungen zu Differenzierbarkeit und Stetigkeit.

Regeln fiir das Differenzieren: Scien f,g: D — R differenzierbar, dann folgt:
() f+g differenzierbarauf D : (f+g) (x) = f'(x) + ¢ (x)

(i) fg differenzierbarauf D : (fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)  (Produktregel)

(iii) Jgp differenzierbar auf D\N, : (%)/ (x) = f'(x)g (xézz_(x])c (x)g(x) (Quotientenregel)

(iv) f:D—R,g:E — Rdifferenzierbar und f(D) C E, dann folgt:

gof differenzierbarauf D : (gof) (x) =g (f(x)) f'(x) (Kettenregel)

Beweis:

@ SETR gt h) = (f@)+8()) _ flth)—fx) gth) —g)
h ; )

= f(x)+& ()

zu (if) (f(x+h)g(x+2))—(f(x)g(X)) _ f(x;h)g(x+h)+f(x)_g}l(x)

= [+ ()¢ (x)

Wir haben benutzt, dass g stetig ist, da g differenzierbar ist.

60



2.3 Diftferenzierbarkeit

zu (ii1) Betrachten wir zunichst <$)/ dh. f=1:
l( 11 ) _ gx)—glx+h) 1
h\g(x+h) gx) h 8(x+h)g(x)
— —g'(x) L]
o g%(x)
_8WX
- g°(x)
(£ nachGi) o1 a1y
Nantois (£1) 70 () 10 ()
_ ) e _ fx g(X)Z— J)‘(X)g’(X)

Gy SUEER)—g(f)
h

- g(fx))fx)

Da f differenzierbar folgt aus f’(x) # 0, dass fiir 4 klein genug f(x+h) — f(x) #0. In
diesem Fall ist die obige Argumentation zuléssig, da wir annehmen konnen, dass f(x +
h) — f(x) # 0 fir h — 0. Wenn f(x) = 0, dann gilt die obige Argumentation fiir # — 0 und
f(x+h)— f(x) #0. Fiir f(x+h) — f(x) =0 ist die Aussage offensichtlich, da dann bereits

g(f(x+h)) —g(f(x)) =0=g'(f(x))f (x).
m

Beispiele fiir die Anwendung der Differentiationsregeln finden Sie in Ubung 2.12 und 2.34,
eine Verallgemeinerung der Produktregel in Ubung 2.20.

Beispiele 2.31 (Anwendungen)

» Wie dndert sich das Volumen einer Kugel, deren Radius um 1% gecindert wird?

4 v 4
V(I’):§7U’3 5257131’2:475}’2
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

V(r+0.01r)=V(r) B (471'r2)0.01r—1—0(r)
V(r) B V(r)
B a3 o(r)
— %nr3 0.01 + V()
_ o(r)
= 0.03+ V(r)

D.h. die relative Volumendinderung liegt bei 3% bis auf Terme hoherer Ordnung. Im

Fall von r = 1 erhalten wir durch direktes Nachrechnen % =0.030301 =

3.0301%.
» Wie sensitiv hingt h bei festem ¢ vond ab? > h
h(d) = Vc*—d? i
h(d) = g(f(d)) mitg(y) =/, f(d) = —d?
H(d) = g(f(d))f(d)
B —2d  d
T We-a&  Je-a
h(d+0)—h(d) _ dd 1 0(5)__ dé 0(0)
W Ve Eve @ hd) & hd)
Extreme:

d = 0: keine Sensitivitdt
d = c: ,,o“Sensitivitdit

Beispiele 2.32 (nicht differenzierbare Funktionen, nicht stetige Ableitung)

e f: ]Ra' — R; x> +/x ist nicht differenzierbar in x = 0, denn

- Vh=0 . 1
hm = llm _— =
h—0  h h—0 \/h

oo

* Die Funktion f: R — R mit f(x) = |x| nicht differenzierbar in x = 0:

0+4]—[0] &
h>0: oo T o
>0 . ;
0+4]—[0] —h
h : —_—=—=-—1
<0 - ;

D.h. es existiert kein eindeutiger Grenzwert limy,_,( ‘OMA_'O' und damit ist f nicht

differenzierbar in x = 0.
Also: aus Stetigkeit folgt nicht die Differenzierbarkeit!
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» Es gibt Funktionen, die iiberall differenzierbar sind, deren Ableitungsfunktion aber
nicht stetig ist. Ein Beispiel ist die folgende Funktion:

10 = { in (). o

t2sin (1); sonst

benutze: (sin(x)) = cos(x)

fiirt #0gilt : f'(t) = 2tsin(

D.h. f ist zundichst auf R\{O} differenzierbar. Ist f in der Null differenzierbar?

/ _f(0+h>_f(0)_h2 . 1 h—0Q
f(0)= ’ —Esm(z>—0—>0

D.h. f'(0) = 0.
1 1
Achtung: f'(tr) = 2tsin (;) — cos (?) konvergiert nicht fiir t — 0. D.h. die Ab-

e
_ - =0 konv. nicht
leitungsfunktion ist nicht stetig.

Satz 2.33 Sei f : D — R differenzierbar in x, der Punkt x liege im Inneren von D und x
sei ein lokales Maximum (bzw. Minimum) der Funktion f, d.h. es gibt eine €-Umgebung
Ue(x), so dass f(x) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fiir alle y € Ug(x) N D, dann gilt:

flx)=0
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Beweis: Betrachte den Fall eines lokalen Maximums. Dann gilt f(x+4) < f(x) fiir kleines

h, also
fx+h >0, falls h <0,
<0, falls h > 0;
fx+h) - f(x)

1 '(x) = 1i >0
also  f(x) lim I >
sowie f'(x) = lim flrth) = f(x) <0,

h—0 h

(denn da x im Inneren von D liegt konnen wir 4 sowohl positiv als auch negativ wihlen)
damit gilt aber f’(x) = 0. Den Fall des lokalen Minimums beweist man analog.

Beachten Sie, dass f an der Maximal- bzw. Minimalstelle differenzierbar sein muss und
diese im Inneren des betrachteten Bereichs liegen muss, damit der Satz anwendbar ist.
Extrema am Rand des Definitionsbereichs und in Punkten, in denen f nicht differenzierbar
ist, miissen Sie durch andere Betrachtungen finden. Beispiele dafiir finden Sie in Aufgabe
2.14 sowie 2.16.

Satz 2.34 (Rolle) f: [a, b] — R sei differenzierbar und es gelte f(a) = f(b), dann existiert
ein & € (a,b) mit f'(&) =

Beweis: Als stetige Funktion auf einem beschriankten Intervall nimmt f ihr Maximum
und Minimum an. Falls beide am Rand (also in einem der Punkte a oder b) angenommen
werden, so sind Maximum und Minimum gleich, die Funktion also konstant. Dann gilt
f/(&) =0firalle & € (a,b). Andernfalls wird das Maximum oder das Minimum im Innern,
also fiir ein & € (a,b) angenommen (§ # a und & # b). Dann folgt mit dem vorangehenden

Satz f'(£) =0

Ein Anwendung des Satzes von Rolle ist Aufgabe 2.21 sowie Aufgabe 2.16.

Satz 2.35 (Mittelwertsatz) Sei f : [a,b] — R differenzierbar, dann gibt es & € (a,b), so

dass
£6) ~ fla)

re=r2=1
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2.3 Diftferenzierbarkeit

i
|
a & b
Beweis:
Definiere h(x) := f(a)+f(b2:£(a)(x—a)
und g(x) = f(x)—h(x),
= gl@) =g(b)=0.

Nach dem Satz von Rolle 2.34 gibt es dann ein & € (a,b) mit

(b) — f(a)
b—a

0=g'(&)=f(&)-HE) =&)L
O

Eine Anwendung des Mittelwertsatzes finden Sie in Aufgabe 2.15 sowie in Aufgabe 2.16.
Ubung 2.35 enthiilt weitere Eigenschaften stetiger und differenzierbarer Funktionen.

Differentiationsregel fiir die Umkehrfunktion f: [a,b] — R sei differenzierbar
und es gelte /' > 0 (insbesondere ist also f strikt monoton, was man zum Beispiel mit dem
Mittelwertsatz einsehen kann), dann gilt:

—1\/ . 1 mi _ X
(f ) (y)_f’(x) ty f( )
Beweis:
gy PO -( ) Fex | Fex gy |
o= y=y Ty @0 @)

wobei ¥ = f(%). Die beiden Grenziibergiinge y — y und ¥ — x sind dquivalent (d.h. ¥ — x
gilt genau dann, wenn j — y), da f und f~! stetig sind.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

-
! ! x= (0
O
Beispiele 2.36
(i) Betrachte auf R* die Funktion:
f=x=y = x=yy=r"'0)
U= F = n = 1

(Vgl. Herleitung zur Ableitung der Wurzelfunktion weiter oben in Beispiel 2.28.)

(ii) Betrachte auf R\{0} die Funktion:

PR T

Betrachte nun Funktionen von mehreren Variablen:

(x,3,2) = f(x,y,2)

Definition 2.37 f heif3t richtungsdifferenzierbar, wenn f beziiglich jeder Variablen (x,y,z)
differenzierbar ist. Diese Ableitungen heifen Richtungsableitungen oder partielle Ableitun-
gen . Wir schreiben:

ﬂ — i f(x+h,y,2)_f(X,y,Z)
ox  h=0 h
ﬂ = lim f( ,y+h,z)—f(x,y,z)
dy h—0 h
ﬂ — W f( ,y,z+h)—f(x,y,z)
9z h—0 h
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2.3 Diftferenzierbarkeit

Erinnern wir uns an das Motivationskapitel (Beispiel 0.1):

f(x+6)ﬁy+8y7z+62)_f(-xayaz) - f(x+5x7y+6Y7Z+52)_f(x7y+6y7z+62)
+f(x,y+5y,z+5z)—f(x,y,z—}—(SZ)

+f(x,y7z—|— 6Z) —f(x,y,z)

d
[Def] a_f:(x’w 8,2+ 8.) 8+ 0x(8,)

+%<x,y,z+6z>®+oy<@>

d
+2L (3,2)8.+ 04(8)
_ 9 of of
- ax(xvyaz)Sx—i_ 8)1 (x7y7z>6y+ aZ (X,y,Z)SZ
+0<6X76y752)

af 9
falls —f, —f stetige Funktionen

dx’ dy

0(6x,0y,6;)  6:.8,,6.—0

mit 0.
|8c| + |8y| + |5

Erinnern wir uns: f(x+h) = f(x)+ah +o(h) (s.2.29)
—
affine Funktion

Hier spielt nun

d d d
fna)+ oo F s+ S wnoe

die Rolle einer affinen Abbildung (vgl. Kapitel iiber lineare Abbildungen).
Wir schreiben auch

0 0 0
Vi(x,y,z2) = (a—f(x,y,z),a—]ye(x,y,z),&—];(x,y,z))

fiir den Zeilenvektor der Richtungsableitungen, das Symbol V wird ,,Nabla* gesprochen.

Beispiele 2.38
(i) Volumen eines Quaders:
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

v(t,b,h) = tbh,

| O
| dt’ db’ dh
R = (bh,th,tb).
h 7 . Falls man also t um 6; erhoht, so erhoht sich das Vo-
e lumen um (bh) & (dies gibt hier sogar exakt und nicht
¢ nur bis auf Terme hoherer Ordnung).
b

Wie dndert sich nun das Volumen des Quaders, wenn man alle drei Richtungen um 1%
vergrofiert?

v(t+0.01¢,b+0.01b,h+0.01h) — v(t,b, h)
v(t,b,h)
9 (t,b,h)0.01¢ + 32(t,b,1)0.01b + 94 (2,b,h)0.01h +0(0.01¢,0.015,0.01h)
v(t,b,h)
_ bh-0.017+1h-0.01b +1b-0.01h +0(0.017,0.015,0.01h)

tbh
0(0.01¢,0.015,0.01h)

tbh

=0.03 4+

Bis auf Terme hoherer Ordnung vergrofiert sich das Volumen also um 3%, wenn man alle
drei Seiten um 1% verldngert. Das Verhalten ist also das selbe wie bei der Kugel aus
Beispiel 2.31.

(ii) Oberfldche des Quaders:

flt,b,h) =2(hb+1tb+1h),

Vf=Q2(b+h),2(h+1),2(b+1)),
d.h. f(t,b+ 8,h) = f(t,b,h) +2(h+1)d + 0p(0p)-

Falls man also b um 8, erhéht, so erhoht sich die Oberfliche um 2(h+t) 8p. (auch hier gilt
dies sogar exakt und nicht nur bis auf Terme hoherer Ordnung).

Wie dndert sich die Oberfliche des Quaders, wenn man alle drei Richtungen um 1% ver-
grofert?
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2.4 Potenzreihen

F(t+0.012,b+0.01b,h+0.01h) — £(t,b,h)
f(t,b,h)
9 (1,b,h)0.017 + %L (1,b,1)0.016 + % (1,5, 1)0.01h + 0(0.017,0.015,0.011)
f(t,b,h)
2(b+h)-0.01t +2(h+1)-0.016+2(b+1)-0.01h+0(0.01¢,0.015,0.014)
2(hb+tb +th)
bt +ht + hb+tb + bh+th 0(0.01¢,0.015,0.01h)
(b +1b + 1h) T T b itk

0(0.01¢,0.015,0.01h)

2(hb +tb+th)

=0.01

=0.02+

Im Gegensatz zum Volumen dndert sich die Oberfliche also nur um 2%.

Weitere Beispiele fiir das Arbeiten mit partiellen Ableitungen finden Sie in den Ubungen
2.24,2.17,2.5 und 2.31.

2.4 Potenzreihen

Im Folgenden wollen wir uns mit speziellen Funktionen beschéftigen, die iiber Reihen
(sogenannte Potenzreihen) dargestellt werden konnen:

exp(x) RPN AR AU A 6)
X = —_— —_— S TEEEE—
P Ty T 323 2.3.. .k
> xk
— a (7)
k=0""
Hierbei verwenden wir die Fakultdt:
k|01 23 4 5 6
| -— | -— |
0!':=1, (k+1)!:= (k") (k+1), k!‘l 5 ¢ 34 120 720

Fragen:

* Ist diese Reihe wohldefiniert, d.h. gibt es den Grenzwert fiir alle x € R?
(Bzw. fiir welche x existiert der Grenzwert?)

* Ist die so definierte Funktion stetig?

* Ist die Funktion differenzierbar und was ist ihre Ableitung?
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Weitere Potenzreihen:

¥© o X X

sin(x) = x=3 5771ty ,;)( T ®)
2 4 6 .8 0 2%k
S DRI AT A Y
cos(x) = 1 o + 1 6l + T —k;)( 1) 201 )
Erinnerung:  Geometrische Reihe: E g- = ﬁ fir0 <g <1,
- k=0

n
Grundsitzlich bezeichnen wir jede Folge (ay),en der Form a, = Y ¢ (eine Folge von
k=0
Partialsummen) als Reihe, die Summanden c; bezeichnet man als Glieder der Reihe.

m oo
Nach dieser Definition gilt: (a,)nen Cauchyfolge < [am —an_1| = | ¥ cx| "= 0.

k=n
Betrachten wir zunéchst einige Konvergenzaussagen zu Reihen, die wir fiir Potenzreihen

dann verwenden wollen.

Lemma 2.39 Eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern konvergiert genau dann, wenn die
Folge der Partialsummen beschrdnkt ist.

Beweis: Beweis erfolgt mit dem Satz iiber konvergente monotone Folgen.

|

n
Definition 2.40 Eine Reihe (ay),eN,an = Y, cx heifit absolut konvergent, wenn die Reihe

k=0
n
Y ekl konvergiert.
k=0 nelN

Lemma 2.41 Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis:

m

D c
k=n

Dreiecksungl. I N0
< Z lck] = 0 aufgrund absoluter Konvergenz,
k=n

n N
= (Z ck> ist Cauchyfolge VollsLgxiom 4;o Reihe konvergiert.
=0/,

n
Satz 2.42 (Majorantenkriterium) ( h ck> sei konvergent, es sei N € Ny und es gelte
k=0

n

n
|bi| < ¢y fiir alle k > N, dann ist die Reihe ( )y bk) absolut konvergent.
k=0

n
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2.4 Potenzreihen

Beweis:

m

Y |6k

k=n

n
< —0 = (Z bk> konvergiert absolut.
=0 /,

m
2 <
k=n

Beispiele 2.43 (konvergente und divergente Reihen)

n
. (Z k%) konvergiert, denn
=1/,
LS| 1 1 1 1
an::,;lk_z = 1+§+¥+47+...+$
< 1+ ! + ! + +...+ !
1-2 3 3.4 (n—1)-n

. 1 1 . 1 1 T 1 1
2 3 3 4 n—1 n
1
= 2——<2. (Teleskopsumme)
n

Also ist a, beschrdnkt und monoton = a, konvergiert.

n
. < Y kia) konvergiert absolut fiir o« > 2, denn
k:1 n
o1 . d &l k :
1@ S @ =i Crun Y Z onvergiert.
k:1 n

Dy

i

>~

IT[*’Js

—_

%) (die harmonische Reihe) konvergiert nicht, wie bereits gezeigt, denn
n

noq 1
api=Y ¢ = lhgtgtgtstototgt+-
k=1 n

Die Reihenglieder von Index k = 2/ 41 bis k = 2% addieren sich also fiir jedes
Jj € N zu einer Zahl grofier als % damit ist die Reihe unbeschrdnkt und konvergiert
daher nicht.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

n
» Insgesamt kann man zeigen, dass ( Y k%) genau dann konvergiert, wenn o > 1.
n

(Den Fall 1 < o < 2 haben wir hier nicht betrachtet.)

Weitere Beispiele finden Sie in Ubung 2.18.

n
Satz 2.44 (Quotientenkriterium) < ) ak) sei eine Reihe und N € Ny, so dass a; # 0
k=0

n

fiir alle k > N und % < q fiir ein g < 1 und alle k > N, dann konvergiert die Reihe

absolut.

Beweis: (i) Wir betrachten zunichst den Fall N = O:

x| < qlax—1|
|arg1] < glag] < Cla-1| € @lago| < ... < ¢ a)
n n
1
= |ak|§|€lo|261k—>|ao|1 -
k=0 k=0 —4q

Damit konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch die betrachtete Reihe absolut.
(i1) Im allgemeinen Fall gilt:

n N—-1 n—N
Z lag| = Z lag| | + Z \br| mithy = agyy.
k=0 k=0 k=0

Dann argumentieren wir weiter wie unter (i).

|

=) n
Zur Erinnerung: Wir schreiben Y ¢ :=lim, < ) ck) , falls der Grenzwert existiert.
k=0 k=0

Zur Vereinfachung schreiben wir auch Y c¢; anstelle der urspriinglichen Notation fiir die
k=0
n

Folge ( Yy ck) zu dieser Reihe.
n

Betrachten wir nun Reihen Y c; deren Glieder ¢, in einer bestimmten Weise von einer
k=0
reellen Variable x abhdngen: ¢; = aix*, wobei die ay fiir k =0, - - - feste Zahlen sind.

(o)

Definition 2.45 (Potenzreihen) Y. a;x* heifit Potenzreihe.
k=0

Beispiel 2.46 ﬁ = Y xKist eine konvergente Potenzreihe fiir |x| < 1 (geometrische Rei-

k=0
he, siehe S. 24). Hier sind die Koeffizienten a; = 1.
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2.4 Potenzreihen

Lemma 2.47 Konvergiert eine Potenzreihe fiir eine Zahl xy # 0, dann konvergiert sie fiir
alle x mit |x| < |xo| absolut.

Beweis:

L

a| = |axg| || < Md*
—_—— | X

n
daa,x; 20 (einfachste Partialsumme Z akxg) .
k=n

Damit ist das Majorantenkriterium anwendbar:

n n
Z x| <M Z i i) = Beh.

k=m k=m
O

Definieren wir nun Funktionen iiber Potenzreihen, die wir zu Beginn dieses Abschnitts
schon kurz diskutiert haben.

Definition 2.48 (Exponentialfunktion, trigonometrische Funktionen)

ok
x
exp(x) := o
k=0 K
3 5 7 9 o0 2%k+1
¥ X x x x
i = fe—t===F==.= —1
A TR TR TR ,;0( eTES
2 4 6 8 o0 2k
TS A TS S A
cos(x) = 1 TR R ..._kza( 1) 201
definiert auf ganz R.

Zu zeigen: Die Potenzreihen konvergieren fiir alle x € R. Hierzu untersuchen wir das Quo-
tientenkriterium fiir die Exponentialreihe:

xn+l

(n+1)!

xn

P fasas N [mw 1,
o n+1 q

d.h. es gibt fiir jedes x ein solches N. Der Nachweis fiir die Reihen sin und cos erfolgt mit
dem Majorantenkriterium und der Konvergenz der Exponentialreihe. Einen alternativen
Beweis fithren Sie in Aufgabe 2.23.

Definition 2.49 (Konvergenzradius)

r= sup{|x|

n=0

Z a,x" konvergiert (absolut) }
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Aufgrund von Lemma 2.47 ist dann klar, dass die Reihe auf dem Intervall (—r,r) absolut
konvergiert. Fiir |x| > r konvergiert sie keinesfalls (denn sonst wire der Konvergenzradius

grofer), fiir x = £r kann man keine allgemeine Aussage treffen.

Satz 2.50 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Sei f(x) := E‘, a,x" eine Potenzreihe

n=0

mit Konvergenzradius r. Dann ist die Funktion f : (—r,r) — R stetig und differenzierbar,

und es gilt

fl(x) = Z na !,
n=1

d.h. Potenzreihen werden gliedweise differenziert. Die abgeleitete Reihe hat den gleichen

Konvergenzradius.
Beispiele 2.51
oo / ) / oo —1 —1 oo
p x" X" x" x" ken—1 o XK
o exp(x)= — | = <_) = n — o il
= exp(x)
o B8 ’_ 2 46 B
[ ] SlIl(.)C)— X—y-f-y—?-k . = —5 47 6'+ —COS(.X)
e  flo=Yd =r@=Yk"""="Y n+1)q"
k=0 k=1 n=0
1 , 1
Wegen f(q) = T—g = f(q) = =7
folgt: =) (n+1)4"
(1 Q)z n—0

Beweis: Betrachte zunichst

(x+h)"=x"+ paxX"'h +h*R,(x,h),

n Kombinationen
wobei R, (x,h) aus Summanden ogx*1*~2 mit k > 2 besteht. Damit folgt:
fx+h) = ag+ai(x+h)+ax(x+h)*+az(x+h)>+ ...
= ap+ (ajx+ayh) + (czzx2 +2ayxh + arh*R, (x,h))
+(a3x® + 3azx*h + ash*R3(x,h)) + ...
umstellen
—|—(a2R2(x, h) +asR3 (x, h) + ...)h2
= Reihe| + hReihey + W Reihes
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2.4 Potenzreihen

Solange nun |x| + |k| < r (Konvergenzradius) gilt, konvergiert die Reihe f(|x|+ |/|) absolut.
Nach dem Majorantenkriterium konvergieren dann aber auch die Reihen Reihe; absolut fiir
i=1,2,3, was wir wie folgt einsehen:

- Fiir die Reihe Reihe; ist dies klar nach Lemma 2.47 da es sich um die Ursprungsreihe
handelt.

- Im Falle von Reihe Reihe; argumentieren wir dhnlich wie in Lemma 2.47 und be-
trachten fiir |xg| > O die Abschitzung

ka1 < (akxléxal)(qu_l)
fir g = %. Da die Ursprungsreihe fiir x = xo konvergiert ist der erste Faktor auf
der rechten Seite beschrinkt. Das heisst zu zeigen bleibt kg" ! < Mg*~! fiir g < 1.
Hierzu betrachte r = 1_7;@, womit insbesonders r > —1. Es gilt
k—1 k—1 k—1 1! k—1
R e I

k _
< m(\/@k !

unter Benutzung der Bernoulli-Ungleichung (1 +7)¥~! > 14 (k— 1)r. Nun konver-

T==Dr +(,ff 7y gegen % und somit gilt £ (%ﬂ)k_] < M fiir eine Konstante M.

Dann folgt aber schliesslich, dass k¢g~! < Mgc=! fiir G := Va<l.

giert aber

- Fiir die dritte Reihe gilt Reihes = hlz( f(x+ h) — Reihe; — hReihe;). Da wir schon
wissen, dass Reihe| und Reihe, absolut konvergieren, konvergiert also auch Reihes
absolut fiir fein kleines und festgehaltenes /4 # 0.

Offensichtlich gilt Reihe; = f(x). Definiere nun g(x) := Reihe, und R(x, h) := Reihes, dann
haben wir gezeigt, dass f(x+h) = f(x) 4+ g(x)h+h*R(x,h).

———
:0(x,h)
Falls nun |R(x,h)| < M unabhingig von h, folgt ol h’h) "9 0. Damit gilt dann aber wie
behauptet

f(x)=gkx)=a +2a0x + 3a3x> + ... = Z na, .
n=1

Wir miissen also noch zeigen, dass R(x,h) fiir 1 — 0 beschrinkt ist:

Wiihle dazu g > 0, so dass |x| + &g < r; dann gilt fiir |k < hg stets |[R(x,h)| < R(|x|, o),
wobei R(.,.) aus R(.,.) hervorgeht, in dem man alle a; durch |a;| ersetzt. Wir haben schon
oben gesehen, dass Reihes fiir |x| 4 |h| < r absolut konvergiert, also konvergiert R(|x/|, k).
Definiere daher M := R(|x|, ho). Dann gilt also |R(x,h)| < M fiir geniigend kleines h, was
ausreicht, da wir nur am Fall & — O interessiert sind.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Nun wenden wir uns einer genaueren Betrachtung der Exponentialfunktion zu:

Satz 2.52 (Eigenschaften der Exponentialfunktion)

(i) Die Exponentialfunktion ist eindeutig bestimmt als differenzierbare Funktion
f:R—R, fiir die
f1(x) = f(x) und (0) = 1 (10)

gilt. Ferner gelten die folgenden Regeln:
(ii) exp(x+y) = exp(x)exp(y)
(iii) exp(—x) = exp(x)~!
(iv) exp(x) >0 fiirallexe R

Beweis:
(i11) Definiere
8(x) := exp(x) exp(—x)
= g/ (x) = exp(x)exp(—x) —exp(x) exp(—x) =0
= g(x)=K,g(0)=1=K=1=exp(x)! =exp(—x).

(iv) Aus der Reihendefinition folgt exp(x) > 0 fiir x > 0.
Fiir x < 0 folgt: exp(x) = exp(\—/)_c/)_1 > 0.
>0
(1) Wir miissen zwei Aussagen nachweisen:
a) exp(x) ist eine Losung von (10).
b) Es gibt nur eine Losung.
ad a) exp’(x) =exp(x) (s.0.)
exp(0) =1 v
ad b) Sei f auch eine Losung, dann gilt

( % ) =" () exp(x) —exp () f(x) _ flx)explx) —exp)f(x) _

exp?(x) exp?(x)

falls exp(x) # 0 (s. (iv)),

= ef: ];())(C))C) = K (konstant). Setzen wir O ein, erhalten wir K = % =1,
also gilt ef: I())(C))C) = 1 und damit f(x) = exp(x) fiir alle x € R.
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2.4 Potenzreihen

(i1)) Wihle y fest und definiere

g(x) = exp(x+y)—exp(x)exp(y)
=¢'(x) = exp(x+y)—exp(x)exp(y) = g(x)

Nach dem Beweis zu (i) folgt % =K, aber g(0) = exp(y) —exp(y) =0= K =0.

Daraus folgt g(x) = 0 und damit die Behauptung.

O

Ahnliche Aussagen fiir Sinus und Kosinus betrachten Sie in Ubung 2.25, fiir die hyperbo-
lischen Winkelfunktionen in Ubung 2.32.

Definition 2.53 (Eulersche Zahl) ¢ = exp(1) =2.718281828...

Es stellt sich nun die Frage: Gilt exp(x) = €*?

(i) Zunichst: exp(n) =exp(1)-...-exp(1) = €" firn € IN.

n Faktoren

(ii) exp(—n) =exp(n)~' = (")~ ="
Damit gilt exp(m) = €™ fiir alle m € Z.

(iii) e? qzieQ (e”)% = el dh. em ist Losung der Gleichung x™ = ¢" (Existenz mit
Zwischenwertsatz).

1 1 1 n
(iv) e:exp(l):exp<——|——+---+—) =exp (1) , also en =exp (1).
noon n

J/

TV
n Summanden

1 1 1 ™ m
(v) exp(%):exp(ﬁ—i—;—km—ki):exp(%)m:(en> —en.
mSUI;Iganden

(vi) Fiir beliebige x € R definieren wir (konsistent zu (i) - (v)):
e' 1= exp(x)

Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion Es gilt exp’(x) = exp(x) > 0. Ferner
sehen wir ein, dass exp(x) > oo da exp(x) > 1 4 x fiir x > 0. Schliesslich gilt noch

exp(—x) = exp(x) " =3 0.

Aus diesen Eigenschaften folgt direkt:
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Es gibt eine Umkehrfunktion In : R* — R (natiirlicher Logarithmus) mit
In(exp(x)) =x  firallexe R
In(y) = (exp™') (y) firalleye R"
Mit der Differentiationsregel fiir die Umkehrfunktion folgt:
I x=myl

In'(y) = ——
VZm
Ferner gelten die folgenden Regeln fiir die Logarithmus-Funktion:
In1=0, Ine=1
Inab =Ina+Inb

In(a") =nlna

1
In (—) = —Ina
a

Hierzu: Es gibt zu a,b € R" Zahlen x,y € R mit a = exp(x), b = exp(y). Damit folgt:

Ina+Inb=x+y=Inexp(x+y) = In(exp(x)exp(y)) = Inab
In(a") = In(exp(x)") = Inexp(nx) = nx = nln (exp(x)) = nln(a)

In (é) =1In (exp(x)’l) =In(exp(—x)) = —x = —In(exp(x)) = —Ina.

|

Betrachten wir nun, wie man allgemeine Potenzen und den Logarithmus zu einer allgemei-
nen Basis:

Definition 2.54
a = exp((lna)x) fiira>0
Iny
log,(y) = Ina

Dies ist konsistent zu folgenden schon bekannten Regeln fiir Potenzen:

» exp((Ina)n) = (exp(lna))" =a"

. a% ist definiert als die Zahl b mit b = a
< In(b") =In(a)
< nln(b) =In(a)

< In(b) = (In at)’l1

& an = b =exp(In(b)) = exp ((lna)%)
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2.5 Das Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung

Und fiir den allgemeinen Logarithmus rechnen wir direkt nach:

In(a”) (Ina)y

log,(a”) = Ina _ Ina =Y

Damit ist nachgewiesen, dass der allgemeine Logarithmus log,(-) zur Basis a die Umkehr-
funktion der allgemeinen Potenz ) mit Basis a ist.

Weiterhin gelten fiir Potenzen die Regeln:

aa =a™
(@) =a”
a‘'b* = (ab)*

Und schliesslich erhalten wir auch fiir f(x) = a* die Differentiationsregel f'(x) = In(a)a".

2.5 Das Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung

Ziel: Nullstellenbestimmung von Funktionen:

Finde x* € R, so dass f(x*) = 0.

Ansatz: Fiir festes xq ist: [(x) = f(x0) + f'(x0)(x — xo) eine affine Approximation an die
Funktion f. Hierzu:

Statt eine Nullstelle x* von f(+) zu suchen, fragen wir nun nach einer Nullstelle x von [(+):

1(x) = f(x0) + f'(x0) (x —x0) = 0
= f(x0)(x—x0) = —f(x0) = x=x0— f'(x0) " f(x0)

Dieses Vorgehen konnen wir wiederholen und daraus ein numerisches Verfahren herleiten:
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Schema 2.55 (Newton-Verfahren)

X0 Startwert

Xn+1 = xn_f/(xn)_lf(xﬂ)

Beispiel 2.56
fx) = =1, f(x)=2

X = 2,
Xy = 2-—

X2 =

. 271 _2 1
Iteration: x, 1 = x, — x—ﬁx = xg
n n

Wir beobachten x, — 1, wobei f(1) = 0.

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe 2.4.

Eine algorithmische Umsetzung fiir die Funktion f mit f(x) = 2(x* — 1)?> — 1 kann wie
folgt aussehen:

function xNew = Newton( x0 )
% Sucht Nullstelle mit dem Newton-Verfahren mit Startwert x0

function £ = evaluateF( x )
f = 2% (x*x-1)*(x*x-1) - 1;
end
function £ = evaluateDF ( x )
f = 8x(xxx-1)*x;
end
precision = le-3 % Genauigkeit der Nullstelle
xNew = x0
while abs( evaluateF (xNew) ) > precision

xNew = xNew — evaluateF( xNew ) / evaluateDF ( xNew )
end

end
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2.6 Ubungen

Dabei wird die Iteration beendet, wenn f(x,) geniigend nahe bei Null ist.

Achtung: Das Newton-Verfahren konvergiert keinesfalls fiir alle Startwerte x(, wie folgen-
de Beispiele zeigen:

Beispiel 2.57
/ Betrachte f(x) = (x> — 1)x.
o | | X0 /. Fiir den Startwert xy = Ls
//1 —0 ! gilt x; = —x0,X2 = X0,X3 = —X0, ...

Fiir f(x) = (x? —2)x+ 2 beobachtet man ein ihnliches Verhalten fiir alle Startwerte
zwischen 0,99 und 1,1.

Betrachte f(x) =

_x
(x+1)*
. k—ro0
—_— Dann gilt x; — oo falls xo > 1.
X0 X1 (Man zeigt induktiv xj1 > 2xy.)

/
Bemerkung 2.58 Aber man kann zeigen, dass falls xy nahe genug an der gesuchten Null-

stelle x* liegt, f'(x*) # 0 und f’ als Funktion wieder differenzierbar ist, dann konvergiert
X gegen x*.

Beispiele fiir das Newton-Verfahren finden Sie auch in den Aufgaben 2.27 und 2.29 sowie
in Aufgabe 2.30.

2.6 Ubungen
Anwesenheitsaufgabe 2.1 Fiihren Sie die folgende Polynomdivision mit Rest durch,
d.h. bestimmen Sie ein Polynom ¢(x) mit

p(x)=x* =3 +2x—1=qx)(x+1)+c.

1\ .2
(R (x) x°auf R\{O} differenzierbar in

Anwesenheitsaufgabe 2.2 Ist f(x) = { 0 firx — 0

0?
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Anwesenheitsaufgabe 2.3 Skizzieren Sie die Menge

GG}

r

sowie den Graphen der Funktion

1
x2+yr

f(xay) =

Anwesenheitsaufgabe 2.4 Enwerfen Sie ein Newton-Verfahren zur Berechnung von
\/5 fiir « € R, das ohne Auswertung der Wurzelfunktion auskommt.

Anwesenheitsaufgabe 2.5 Das Volumen eines Kegels mit kreisformiger Grundfidche
ist gegeben durch

V(rh) = grzh.

Dabei ist r der Radius der Grundfldche und % die Hohe des Kegels.
Um wieviel Prozent dndert sich das Volumen V (bis auf Terme hoherer Ordnung), wenn r
und /4 um je ein Prozent vergrofert werden?

Anwesenheitsaufgabe 2.6 Betrachten Sie die folgende gewohnliche Differentialglei-
chung:
Y'(x) +4y'(x) + 5y(x) = cos(3x)

Zeigen Sie, dass

y(x) = e [¢ cos(x) + cxsin(x)] + % (B — % cos(3x)

eine Losung dieser Differentialgleichung ist. Hierbei sind c¢; und ¢, zwei beliebige Kon-
stanten aus R.

Aufgabe 2.7 Zeigen Sie, da eine nichtleere, beschrinkte Menge M C R ein Infimum
hat, indem Sie wie folgt vorgehen:

a) Definieren Sie eine Intervallschachtelung ([k;,x;]);en mit [k 1,xi11] C [k;,x;] fir das
Infimum.

b) Zeigen Sie, dass die Folgen (k;);c, (Xi)icn konvergieren.
c) Zeigen Sie, dass beide gegen denselben Grenzwert konvergieren.

d) Zeigen Sie, dass dieser Grenzwert das Infimum von M ist.
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2.6 Ubungen

Aufgabe 2.8 Sind die folgenden Funktionen stetig auf ihrem Definitionsgebiet?

1\.2
o = { P

b) f(x) = %+ 1 auf R\{0,1}
¢) f(x)=|x—1]+|x+1|auf R
d) f(x) = ¢/|x] auf R

2

-1 x<2
e X) = 2 = auf R
) S {—%3—#3 , x> 2

Aufgabe 2.9 Welche der folgenden Funktionen lassen sich an der Stelle x = 1 stetig
ergidnzen, welcher Funktionswert ergibt sich:

2 _3x+2 — ]
0 f0) =22y g =L

x* =5 2x—2
c) h(x) = G2’ d) k(x) = =2

Aufgabe 2.10 Zeigen Sie, da} jedes Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle hat.
Tipp: Benutzen Sie den Zwischenwertsatz!

Aufgabe 2.11 Bestimmen Sie Supremum und Infimum der folgenden Mengen:
a) A={x| -2<x<5},
b) B={x|x* <5},
c) C={x|3<2x+5<8}.
Welche Mengen haben ein Maximum bzw. ein Minimum? Schreiben Sie die Mengen je-

weils als Intervall.

Aufgabe 2.12 Berechnen Sie die ersten Ableitungen:

a) p(x) =x* —9x? +4x+12, b) g(u) = (u> —5)8,
c)r(z) = \/% ) d) en(x) = (1+2)".
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Aufgabe 2.13 Wie muss a gewihlt werden, damit gilt:

2+4+h)? =2 +ah+o(h) mit # 12907

Aufgabe 2.14 a) Bestimmen Sie die drei lokalen Maxima und die zwei lokalen Minima
der Funktion
W(x) = (x*— 1)

auf dem Intervall [—2,2].
b) Welche lokalen Extrema ergeben sich fiir die Funktion

Flo) = =24 7

Skizzieren Sie jeweils den Graphen der Funktion!

Aufgabe 2.15 Die Funktion f : R — R sei differenzierbar und ihre Ableitung f’ sei
stetig.

1) Zeigen Sie, dass gilt:
@)= =)
im

h—0 h

= f(x).
1) Zeigen Sie mit Hilfe des Ergebisses aus 1), dass auch

. flx+h)—f(x—nh)
jim 2

= f'(x)

gilt.
Tipp: Addieren Sie im Zihler 0 = — f(x) + f(x).

Bemerkung: Der Differenzenquotient aus 1) wird als Riickwirtsdifferenzenquotient be-

zeichnet, der aus ii) (A f)(x) := W als zentraler oder symmetrischer Differen-
zenquotient von f. Fiir stetig differenzierbare Funktionen gilt also, dass die Ableitung auch
durch den Riickwirts- und den zentralen Differenzenquotienten approximiert wird.
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2.6 Ubungen

Aufgabe 2.16 Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion, d.h. die Funktion f
selber ist differenzierbar und ihre erste Ableitung f” stetig. Welche Aussagen sind richtig?

a) Gilt f/(x) > 0 fiir alle x, dann hat f an der Stelle x = a ein Minimum.

b) Ist f streng monoton wachsend, dann gilt fiir alle x die Ungleichung f/(x) > 0.
c¢) Hat f ein Minimum an der Stelle xo mit a < xo < b, dann gilt f'(xo) = 0.

d) Hat f ein Minimum an der Stelle xo € [a,b], dann gilt f/(xo) = 0.

e) Wenn f(a) = f(b) gilt, dann existiert ein & € (a,b) mit f/ (&) = 0.

f) Wenn f(a) = f(b) gilt, so ist f entweder konstant oder es gibt ein & € (a,b), so dass
f an der Stelle & ein Maximum oder ein Minimum hat.

Aufgabe 2.17 Berechnen Sie Vu(x,y,z) = (gx (x,,2), %(x,y,z), %Z(x,y,z)) fiir die

Funktion u(x,y,z) = /X2 +y? +z% . Welche Flichen ergeben sich fiir R > 0 als Niveau-
mengen {(x,y,z) | u(x,y,2) = R} ?

Aufgabe 2.18 Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz

10

) Lo L

a) c)

Tipp: Zeigen Sie n! <2 (g)n fiir alle n > 1

138
S
N—

s
==t

s

1 1

Aufgabe 2.19 (f,), sei rekursiv definiert durch fi = a, f,,1 = a+ f2 mita = %. Wir
wollen nun den Grenzwert bestimmen. Dazu gehen wir wie folgt vor.

a) Man berechne die ersten fiinf Folgenglieder.
b) Man zeige mittels vollstdndiger Induktion, dass sie durch }1 nach oben beschrénkt ist.

¢) Man zeige, dass diese Folge monoton wachsend ist.
Tipp: Zeigen Sie f,+1 — f, > 0.

d) Man zeige, dass f, einen Grenzwert besitzt und berechne diesen.
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Aufgabe 2.20 Die Funktionen f1, f2, f3,..., fu seien stetig differenzierbar. Zeigen Sie
durch vollstandige Induktion die Formel (Produktregel fiir n - Faktoren):

(fi-fo-faee-- ' = A fr fn
+fi o f3ee ot
S=jfi e e dReeees fuot [y

Tipp: Wie lautet die Formel fiir » = 3 und wie kann sie auf den Fall n = 2 zuriickfiihren?
Der Induktionsschritt im allgemeinen Fall 146t sich dann entsprechend durchfiihren.

Aufgabe 2.21 Sei [ : [a,b] — R differenzierbar mit f(a) =0, f(b) =1 und f'(a) = —1.
Zeichnen Sie eine Skizze und zeigen Sie folgendes:

a) Es existiert ein 2 > 0 so dass f(a+h) < 0.
Tipp: Verwenden Sie den Satz von Rolle aus der Vorlesung.

b) Es existiert ein xo € (a,b) mit f(xg) = 0.

¢) Es existiert ein x| € (a,xo) mit f'(x;) = 0.

Aufgabe 2.22 a) Man zeige mittels Zwischenwertsatz, dass die Funktion f: R — R
gegeben durch x — f(x) = x> — 7x? 4 3x +4 drei Nullstellen besitzt.

Man gebe jeweils Intervalle der Lénge 1 an, in denen sich die Nullstellen befinden.

Des Weiteren berechnen Sie fiir das Intervall / = [1,2] 7 Schritte des Bisektionsverfahren
zur Nédherungsbestimmung einer Nullstelle von f.

b) Man zeige ohne Verwendung eines Taschenrechners, dass die Funktion g: R — R gege-
ben durch x — g(x) = x> — 7x* + 3x+ 4 + £ cos(x) mindestens drei Nullstellen besitzt. Man
gebe jeweils Intervalle der Linge 1 an, in denen sich die Nullstellen befinden.

Hinweis: Man schitze cos(x) durch —1 < cos(x) < 1 ab.

Aufgabe 2.23 Die Sinus-Funktion ist gegeben durch die Reihe

. oo ; x2n+l1
sin(x) :,;)(_l) nri)

Beweisen Sie, dass diese Reihe fiir alle x € R konvergiert. Benutzen Sie fiir den Beweis
das Quotientenkriterium.
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2.6 Ubungen

Aufgabe 2.24 Sei f: R?> — R, (x,y) — f(x,y) richtungsdifferenzierbar und die partiellen

Ableitungen % und ‘3—§ seien bekannt und stetig. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

g(x) = f(x,x) .
Tipp: Betrachten Sie den Differenzenquotienten von g:

gxth) —glx)  fxt+hx+h)—flxx)

h h

Aufgabe 2.25 Zeigen Sie, dass gilt:

sin (x+y) = sin (x) cos (y) +cos (x)sin (y) fiir allex,y € R,
und  cos(x+y) =cos(x)cos(y) —sin(x)sin(y) firallex,y € R.

Tipp: Vergleichen Sie hierzu die Herleitung der Formel ¢*™ = ¢* - ¢’ aus der Vorlesung
und definieren Sie

g(x) =sin(x+y) — (sin (x) cos (y) 4+ cos (x) sin (y))
h(x) = cos(x+y) — (cos (x)cos (y) —sin(x)sin(y).)

Betrachten Sie beide Gleichungen gemeinsam und verwenden Sie: Gilt fiir zwei Funktio-
nen g(x) und A(x): g(x)? + h(x)?> = 0, dann folgt g(x) = 0 und i(x) = 0.

Aufgabe 2.26 Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

a) Wenn f differenzierbar ist in xg, so ist auch |f| differenzierbar in x.
jad nein O

b) Wenn f und g stetig in x¢ sind, so sind auch max{ f, g} und min{ f, g} stetig in xp. ja
O nein O

c) Wenn fg stetig in xy ist, so sind auch f und g stetig in xy. jaOd nein O

d) Ist f an der Stelle x( differenzierbar, so ist f an dieser Stelle auch stetig.
jad nein O

e) Ist f an der Stelle xj stetig, so ist f an dieser Stelle auch differenzierbar.
jagd nein O
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Aufgabe 2.27 Berechnen Sie die ersten beiden Nédherungen der folgenden Funktionen

nach dem Newton-Verfahren x,, | := x, — f,((’;’;)), (neNN).

a) Fiir die affin-lineare Funktion f(x) = 2x+ 6 im Intervall [—4,0] mit xo = —1 als Start-
wert.

b) Fiir die quadratische Funktion g(x) = x*> — 4 im Intervall [0, 3] mit xy = 1 als Startwert.
¢) Fiir die kubische Funktion k(x) = x* — 5x? — 2x + 24 im Intervall [—3,4] mit xo = 1 als

Startwert.

Aufgabe 2.28 Seien zwei Geraden definiert duch

Gy == {(x,y)ly="T7x}
Gy == {(x,y)|y = 5x+3}

1) Zeichnen Sie die beiden Geraden.
1) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der beiden Geraden.
iii) Geben Sie zwei Punkte (x1,y;), (x2,y2) € G, an, so dass gilt (x| +x2,y1 +y2) ¢ G».

iv) Zeigen Sie, dass fiir alle (x1,y;), (x2,y2) € G gilt

(x1+x2,y1 +y2) € G (11)
(axy,ayr) € G firalle o € R. (12)

Aufgabe 2.29

a) Testen Sie das in der Vorlesung vorgestellte Newton-Verfahren fiir die Funktion
f(x) = 2(x*> —1)? — 1. Finden Sie geeignete Startwerte xo um alle vier Nullstellen
von f zu finden. Erweitern Sie das Programm, so dass es am Ende die Anzahl der
bendtigten Iterationsschritte ausgibt. Probieren Sie aus, wie sich die Anzahl an Ite-
rationsschritten verhilt, wenn man die Genauigkeit von 10~ auf 107, 10~ bzw.
10~!2 erhoht.

b) Verdndern Sie das Newton-Verfahren, so dass es die Nullstellen der Funktion f(x) =
x> — 2x+ 2 sucht. Experimentieren Sie mit unterschiedlichen Startwerten (z.B. nahe
bei Null) und stellen Sie fest, ob das in der Vorlesung beschriebene Problem auftritt.

c) Erginzen Sie das Verfahren, so dass es mit einer Fehlermeldung abbricht, wenn die
Ableitung von f betragsmaBig kleiner als € ist. Wihlen Sie € in derselben GroBen-
ordnung wie die Genauigkeit. Testen Sie das Verfahren anhand von f(x) = m +1
mit verschiedenen Startwerten.

Tipp: In Matlab konnen Sie wie folgt Text ausgeben:

disp(’Hallo!’);
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Aufgabe 2.30

a) Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion f. Geben Sie das Newton-
Verfahren an, mit dem man Nullstellen der Funktion f approximieren kann.

b) Geben Sie zwei Moglichkeiten an, die dazu fiihren, dass die Bestimmung von Null-
stellen iiber das Newton-Verfahren nicht funktioniert.

Aufgabe 2.31 Berechnen Sie den Gradienten

d d d
Vfi(u,v,w)= (a—i(u,v,w), a—{(u,v,w), W{(u,v,w))

der Funktion

fu,v,w) = \/(u— 12+ (v—3)2+(w—5)2.

Welche Flichen ergeben sich fiir R > 0 als Niveaumengen

{(u,v,w) | f(u,v,w) =R} ?

Aufgabe 2.32 Zeigen Sie, daB fiir die Funktionen
1 X —X : 1 X —x
coshx = 5(6 +e) und sinhx= E(e —e )
gilt:

a) (coshx) =sinhx, b) (sinhx) = coshx,
c) cosh’x —sinh®’x=1 fiirallex € R.

Tipp(zu ¢)): Erinnern Sie sich hierzu an die Herleitung der Formel cos®x + sin®x = 1!

Aufgabe 2.33 Welche der folgenden Funktionen lassen sich an der Stelle x = 2 stetig
ergianzen, welcher Funktionswert ergibt sich:

x—2 Vx—2 P
x3_4x7b)g(x)_ X—2 ,C)]’l()C)—

a) f(x) =
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Aufgabe 2.34 Berechnen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen:

a) f(x) = Ptanx = Xt )
COSX
b) g(x)= (" +e™),
¢) h(x)=In(x++v1+x2) firxeR".

Aufgabe 2.35 Sei f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion mit stetiger Ableitung.
Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

a) Jede Cauchy-Folge in R ist beschrinkt. jad nein O

b) Die Folge (a,) in R sei monoton wachsend und (b,) in R monoton fallend, und es
gelte a, < b, fiir alle n € IN. Dann sind (a,) und (b,) konvergent. jaO
nein O

¢) Hat f ein Minimum an der Stelle xo mit a < xo < b, dann gilt f'(xg) = 0.
jad nein O

d) Ist f an der Stelle x( differenzierbar, so ist f an dieser Stelle auch stetig.
jad nein O

e) Ist f an der Stelle xy stetig, so ist f an dieser Stelle auch differenzierbar.
jaOgd nein O
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3 Vektorraume

Motivation: Vektoren in der Ebene
A

vV+w
7 1 2v v =(2,1)oder auch ( % ) geschrieben
1 + W . 2\/:(22721)7
—V= (_27_1>
3T T w=a,

1 v+w=(2,1)+(1,1) = (3,2)

—Vy

3.1 Vektorraume und Untervektorraume

Betrachten wir nun zunéchst die Vektorrechnung im R" und dann anschliessend wesentlich
allgemeiner und axiomatisch aufgebaut das Konzept von Vektorraumen:

Definition 3.1
o Ein Vektor im R" ist eine Anordnung von n reellen Zahlen xy,x3, ..., X, : (X1,X2,...,Xy)

» Wir definieren eine Addition fiir zwei Vektoren im R":
(1,22, -, %) + (V1,325 -, Yn) = (X1 +Y1,X2 + Y2, -+, Xn + Yn)

* und die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar o € R:
OL(X], X0, -ees X)) = (0L, 0D, ..., OLX).

Notation 3.2
X1
. . X2
o x = (X1,X2,...,X,) Schreiben wir auch als
Xn

* Die x; fiir i = 1,...,n nennen wir Komponenten oder Koordinaten.

* Wir schreiben auch x = (x;)i—1,..., oder einfach (x;);.
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3 Vektorrdume

Regeln: Fiir x,y,z € R", o, B € R gilt:

(A1) (x+y)+z=x+(y+2)

(A2)  x+y=y+x

(A3)  x+(0,...,0) =x; wir schreiben0 = (0, ...,0)

(A4)  x+(—x1,—x2,...,—x,) =0; wir schreiben —x = (—x1, —x2,..., —X,)
(S1)  a(Bx) = (aB)x

(S2) Ix=x

(D1)  afx+y) = (ox) + (ay)

(D2)  (o+P)x = (ax) + (Bx)

Die Beziehungen Ox = 0 und —1x = —x kann man aus den obigen Regeln folgern.
Achtung: Wir verwenden sowohl fiir die Addition von Skalaren als auch fiir die Addition
von Vektoren das Zeichen +, aulerdem wird die Multiplikation zweier Skalare genauso
wie die eines Skalars mit einem Vektor geschrieben. In den obigen Regeln miissen Sie sich
stets klar machen, welchen ,,plus und welches ,,mal* gemeint ist. Beispielsweise werden
in (D2) auf der linken Seite die beiden Skalare & und 3 addiert, auf der rechten Seite die
beiden Vektoren ox und fBx.

Beachte: Der R ist nicht der einzige Raum von Vektoren!

Betrachten wir nun beispielsweise alle Funktionen von R nach R:
fR=R, x— f(x),

dann konnen wir definieren, was die Summe (g + f) zweier Funktionen g, f ist:

(6+f) R—R, x g(x)+/(x) R =

\e

Ferner definieren wir die Funktion (o f) fiir o € R und eine Funktion f

(af):R—=R, x— oaf(x)

_lr
7.

Achtung: Wir sprechen hier von der ganzen Funktion und nicht von ihrer Auswertung an
einer bestimmten Stelle. Offensichtlich gelten die gleichen Regeln wie im R”. Hierbei wird
vereinbart, dass 0: R — R; x— 0; (—f) : R = R; x — —f(x).
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3.1 Vektorrdume und Untervektorrdume

Definition 3.3 (Axiome eines Vektorraums) Sei K ein Korper, dann ist ein K-
Vektorraum eine Menge V mit zwei Verkniipfungen +:V xV —V; (x,y) — x+y und
x: KxV —=V; (a,x)— ox, fiir die die folgenden Axiome erfiillt sind:

(A1) (x+y)+z=x+(y+2z) fiirallex,y,z€V

(A2)  x+y=y+x fiirallex,ycV

(A3)  Es gibt ein Element0 € V, so dassx+0 = x

(A4)  Zujedem x €V gibt es ein (—x) € V, so dassx+ (—x) =0
(S1)  a(Bx)=(aB)x firallea,B € Kundx eV

(S2) lx=x fiirdiel € KundallexecV

(D1)  a(x+y) = (ox)+ (ey) fiiralle oo € K und allex,y € V
(D2)  (o+B)x=(ax)+ (Bx) fiiralle o, € Kundallex €V

Fiir jede natiirliche Zahl n ist R” ein R-Vektorraum, ebenso wie die Menge aller Funktionen
von R nach R. Wenn der zugrundeliegende Korper klar ist (oder keine Rolle spielt), sagt
man auch einfach ,,Vektorraum‘. Weitere Vektorraume finden Sie in Ubung 3.8.

Ein weiteres Beispiel:

V = {x € R?|2x; +3x, =0}, +,* seien wie im Vektorraum R? definiert.

Frage: Ist V ein Vektorraum?
Dazu ist zu zeigen, dass firx,y € V,a € Rgil: x+y eV, oax €V

Hierzu: x+y=(x1+y1,%+y2)
2(x1 +y1) +3(x2+y2) = (2x1 +3x2) + (2y1 +3y2) =0

=0 =0

ox = (oxy, axy)
2(axy)+3(ox) = a(2x143x) = 0.
=0
Die Rechenregeln (A1), (A2), (S1), (S2), (D1) und (D2) gelten automatisch, da die Ver-
kniipfungen +, * diejenigen aus R? sind. (A3) 0 € V und (A4) —x € V folgen (da 0 = Ox
und —x = —1x) daraus, dass fiir alle & € R (also insbesondere & = 0 und o = —1) gilt,
dass ax € V.

O
Die geometrische Interpretation dieses Vektorraums ist die folgende:
(2.3)
Essind z.B. (3,-2), (—3,2), 0 V. (=3,2)

V ist eine Gerade im R2, die durch 0 lduft. ON -
(37 72)
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3 Vektorrdume

Frage: Sind alle Geraden G im R? Vektorriume?

Betrachte die links abgebildete Gerade G, die
nicht durch 0 lduft. Hier gilt: x,y € G, aber x +

y¢G.

Definition 3.4 Sei V ein Vektorraum, dann heifit eine Untermenge U C V (linearer) Un-
terraum (oder Untervektorraum) von V, falls U mit denselben Verkniipfungen wie V auch
wieder ein Vektorraum ist.

Fiir einen Unterraum U von V und x € V bildet

G=x+U:={x+y|lycU}

einen affinen Unterraum. Achtung: Ein affiner Unterraum ist im Allgemeinen kein linearer
Unterraum.

Zuriick zu unserem Beispiel:

Geraden G C R? sind affine Unterriume.
\

G
0 v G={x+y|lyeU}={x+1tr|t € R},

X

/ wobei r € U und r # 0.
Y - r heilit Richtungsvektor.

Diejenigen Geraden, die durch den Ursprung verlaufen, sind zusitzlich auch Untervektor-
riume. Sie haben eine Darstellung der Form U = {tr|t € R} fiir ein r € R?, r # 0. Weitere
Beispiele fiir Untervektorrdume und affine Unterrdume finden Sie in Ubung 3.10, 3.11 und
3.15.

Lemma 3.5 Jede Gerade im R? kann in der Form
{y € R?|miy1 +mayr =d}

geschrieben werden, wobei n% +n% =1ist.
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3.1 Vektorrdume und Untervektorrdume

Beweis: Essei G = {x+tr|t € R}, r=(r,r2), x = (x1,x2). Firr ein beliebiges y € G gilt:

*r
Y1 =Xx1+tr; = rny1r = nxy+ttrir
*(—}’1)
N=x2+tr = —ryy2 = —rpxx—irn
addieren ergibt: Y1 —riy2 = Inxjp—rx
it _ X —rnx,

\/ +r2 \/r1+r2 \/r%JFV%
::n1 —=:d

Da der Richtungsvektor r nicht Null ist, kann man durch r% + % dividieren. Offensicht-
lich gilt dann n1 + n2 =1.

Beispiel 3.6

(@}
Il

(o) or(5)lreny

= {yeR*|2y+3y =2}

2 3 2
= {yeR?| y1+ y2 =
—— —— T

(vgl. obiges Beispiel G = ( (l) + G)

Wenden wir uns nun Ebenen im R3 zu:

Eine Ebene im RR? ist gegeben durch

E ={x+tr+sq|t,s € R},

wobei r,q € R?, r,q # 0 und g # ar fiir alle o € R.
Lemma 3.7 Eine Ebene im R kann geschrieben werden in der Form
{y € R’ |niy1 +nays +nays =d},

wobei n% 4= n% + n% =1 ist.
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3 Vektorrdume

Beweis: (vgl. Beweis zu Lemma 3.5) Wihle y € E beliebig, dann gilt:

Y1 =x1+tr; +sq
Yo =Xp +1tr+5q2
V3 = X3 +1r3+5q3

p1 243 —qar3 (%)
Betrachte p=| pr» | = —(ngz—qir3) | #0, dar# aq firalleo.
p3 rq2 —qinr

Offensichtlich sieht man durch direktes Nachrechnen:

rip1+rapr+r3p3 =0
qip1+qap2+q3p3 =0

[rir2q3 — riqars — rariqs + raqirs + r3riga — r3ragp = 0] (analog fiir die 2. Gleichung)

Wir multiplizieren nun die Gleichung fiir y; mit p; und addieren auf:

yip1+y2p2+y3p3 =x1p1 +x2p2 +x3p3+0+0

Definiere n; = pi = Y1y +yana +y3n3 = xiny +xon +x3n3

VP33 7

Zu (*): Zu zeigen ist p # 0. Wir zeigen dies durch einen Widerspruchsbeweis und nehmen
demzufolge an, es sei p = 0.

Nun verwenden wir Eigenschaften der Ebenendarstellung, namlich r, g # 0 und g # ar fiir
alle o € R. Nehmen wir an r; # 0, die anderen Fille r, # 0 oder r3 # 0 verlaufen analog.
Seien also r| # 0, g1 # 0, wegen p = 0 ist dann ¢ = %”27 q3 = 3—113 und offensichtlich
g1 =Lr. Mit o = % ist dann also ¢ = orr im Widerspruch zur zweiten Eigenschaft der

Ebenendarstellung.

|

Beispiele fiir die verschiedenen Arten, Geraden und Ebenen darzustellen, finden Sie in
Aufgabe 3.1 und 3.17.

Definition 3.8 Wir nennen x,y € V linear abhingig, genau dann wenn es o, 3 € R mit
o # 0 oder B # 0 gibt, so dass
ox+By=0.

Andernfalls (wenn also ax+ By = 0 nur die triviale Losung a = B = 0 besitzt), heifsen sie
linear unabhéngig.

Bemerkung 3.9
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3.1 Vektorrdume und Untervektorrdume

o Es gilt: x,y sind linear abhdngig, wenn x = 0 oder y = 0 oder x = yy mit y = —g.
* Im Beweis von Lemma 3.7 gilt p = 0 gdw. r,q linear abhdingig sind.

» Zum Aufspannen einer Ebene mit zwei Vektoren miissen diese linear unabhdngig
sein!

Wenden wir uns nun der Schnittbestimmung von Geraden und Ebenen zu:
Seien G, G zwei Geraden im R2, definiert iiber

G = {x+rwr|reR}) G = {i+sF|seR}
= {yE]RZ\ylnl—i-yznz:d} = {y6R2!y1ﬁ1+yzﬁz=d}

Gesucht ist ihr Schnittpunkt y € R? mity € GUG U:g ) gesuchtz,s € R mitx+tr = X4-s7.

Dies fiihrt fiir beide Darstellungsformen auf ein lineares Gleichungssystem:

nyr+nyy, =d rit—ris =X —x
~ - = bzw. - -
fiyr +izy, =d Pt —s =% —x
Im ersten Gleichungssystem sind die Unbekannten yy,y;, im zweiten 7, s.
Offensichtlich gibt es drei geometrische Fille:
* Es gibt eine eindeutige Losung, d.h. einen Schnittpunkt.
* Es gibt gar keine Losung, d.h. die Geraden sind parallel.

* Es gibt unendlich viele Losungen, d.h. die Geraden sind gleich.

Ahnliches beobachtet man beim Schneiden von drei Ebenen E, E ,ﬁ? . Man erhilt als Glei-
chungssystem:
niy1+ny2+nzy3 =d
fy1 gy +13y3 =
A1yt +fgy2 4+ n3y3 =

d
d
Hier gibt es im Wesentlichen vier geometrische Fille:

* Die Ebenen schneiden sich in einem Punkt.

* Die Ebenen schneiden sich in einer Geraden.

* Die Ebenen sind gleich.

» Die Ebenen schneiden sich gar nicht, sondern sind parallel, oder zwei Ebenen sind
parallel und die dritte Ebene schneide die beiden anderen.
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3 Vektorrdume

P

>

Wir werden uns also mit dem Losen von Gleichungssystemen beschéftigen miissen, um
diese geometrischen Probleme zu behandeln.
Die Aufgaben 3.6 und 3.7 enthalten weitere Beispiele zur Schnittbestimmung.

3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Langenmessung

Bisher haben wir noch nicht iiber Winkel und Langen von Vektoren gesprochen. Hierzu
fiihren wir eine Abbildung

g:VxV =R, xy—gxy)

auf R-Vektorrdumen V ein. Wir werden g(.,.) spiter Skalarprodukt nennen.
Das wichtigste Skalarprodukt wird fiir uns das euklidische Skalarprodukt auf dem R” sein:

n
gx,y) =xiy1 +xy0+ .. Xpyn = Z XiYi
k=1
Wir schreiben hierfiir auch:

x-y=g(x,y) bzw. (x,y) = g(x,y)

Bemerkung 3.10 Wir sind diesem Skalarprodukt schon bei der Geraden- und Ebenen-
darstellung begegnet. Die Darstellung von Geraden n\y| + nyy, = d oder Ebenen niy| +
nyy2 +n3y3 = d kann man mit dem Euklischen Skalarprodukt auch schreiben als n-y =d,
wobei n die Komponenten n; und die y die Komponenten y; hat.

Allgemein definieren wir axiomatisch:
Definition 3.11 Auf einem R-Vektorraum 'V ist eine Abbildung
g:VxV =R, xy— gy

ein Skalarprodukt, genau dann, wenn fiir x,y,z € V, a € R gilt:

(Gl)  g(x,x)>0, glxx)=0x=0
(G2)  g(x,y) =g(,x)

(G3)  glx+y2) =g(x2)+g(2)

(G4)  glox,y) = ag(x,y)
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3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Lingenmessung

Bemerkung 3.12
(G2)+(G3) = glx,y+z)=g(x,y)+g(x,2)
(G2)+(G4) = gx,ay) = ag(x,y)

D.h. g ist symmetrisch (G2) und linear in beiden Argumenten (bilinear). Die Eigenschaft
(G1) bezeichnet man als positiv definit.

Definition 3.13 (Norm)
x|l (= |lx|lg) :== v/ &(x,x) heifst Norm oder Linge von x.

Im R” bezeichnet man die Norm ||x|| = y/x? +---x2, die aus dem Euklischen Skalarpro-
dukt hervorgeht, als euklidische Norm.

Die Anwendung des Satzes von Pythagoras fiihrt auf folgende Interpretation der eu-
klidischen Norm und des euklidischen Skalarprodukts im R? bzw. im R3:

Zunichst zur Definition der Norm im Kontext des Satzes von Pythagoras, hier sehen wir
direkt

X2

Nun wenden wir uns dem euklidische Skalarprodukt zu und rechnen nach

ly=x* = (—x)-(y—x)=y-y—y-x—x-y+xx
= |y[I* —2x-y+ x|

Lo 2 2
=x-y = S (IHF+ 1" = lly—=xI7)

Setze nun: x| = a+b
b2 = @
y (y—x) Hy_xHZ = B24R?
x Vv
b = xlP+ P =y ==

/ =a* +2ab+b* +a* +h* —b* — h?
a

= 2(a* +ab) = 2a(a+b) = 2al|x||
= xy=alx|
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3 Vektorrdume

Also erhalten wir die geometrische Interpretation des euklidischen Skalarprodukts:

Merkregel 3.14

‘y\/;
x-y=allx|| x

a>0 a<0

Diese Beziehung ist symmetrisch:

x-y=alx|| = clyl
a = Linge der senkrechten Projektion von y auf x
¢ = Linge der senkrechten Projektion von x auf y

»
o

X

Als Nichstes betrachten wir den Zusammenhang mit der Winkelmessung. Aus der geome-
trischen Definition des Kosinus leiten wir fiir den Winkel o« zwischen Vektoren x und y
ab

a
cos(0t) = —.
Iyl
Aus obigen Uberlegungen wissen wir, dass a = ﬁ Somit folgt
cosaq =
[yl
Merkregel 3.15
. T
cosa = ) Esgilt: || == (bzw. 90°) g x-y=0
allndl 2

Hieraus ergibt sich nun unter Verwendung von x-y = 3 (||x||>+ ||y||* — [ly—x||?) der Kosinus-
Satz auf allgemeinen Dreiecken:

Xy

cosa = m [yl =& ly—x[|=¢
y y—Xx
[l 4 [y 11> = lly — x>
2| {1y "
B2b?—? ||x|| = a
N 2ab
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3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Lingenmessung

Merkregel 3.16

2abcos o = a* + b* — ¢?

Neben dem Cosinus-Satz steht der Sinussatz, der aussagt, dass in einem Dreieck mit Win-
keln a, B und y mit den gegeniiberliegenden Seiten a, b, beziehungsweise ¢ gilt:

Merkregel 3.17

sin(ar) __ sin(B) _ sin(y)

a b c

Dies folgt direkt aus der Definition des Sinus eines Winkels als dem Quotienten aus Ge-
genkathede und Hypotenuse, denn wenn £ die Hohe iiber der Seite ¢ bezeichnet, so gilt
. ) h
sin(la) = —, sin(f)=- =

sin( ) _ sin(f3)
a b

Ganz analog zeigt man die zweite behauptete Gleichheit. Fiir den Sinus des Winkels der
aufgespannt wird von zwei Vektoren x, y mit x -y > 0 erhalten wir aus

in(ot) = —cos? (o) = —M
sin(@) = /1= cosi (@) =4 [1= e

schliesslich die folgende Darstellung unter Verwendung des Skalarprodukts:

bsin(a) = asin(B)

Merkregel 3.18

VIXPIYIE = (- y)?

sinQ =
[l [l

fiirx-y >0

Notation 3.19 x,y € V heifien orthogonal oder senkrecht, falls g(x,y) = 0.

Aus obigen Betrachtungen im R?, R? fiir das euklidische Skalarprodukt ergibt sich insbe-
sondere:
pe-yl = lal [lx[l < {lx[l Iy]
~~

<yl

Dies gilt auch allgemein:

Satz 3.20 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) V sei ein R-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt g(.,.), dann gilt:

lg(x, )| < |[xllglIvllg, . ="“gilt dann, wenn x,y linear abhiingig sind.
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3 Vektorrdume

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:

y=0: Vv
YA0: f(t) = glx+iyx+1y) = |x[2+2tg(x,y) + 22|yl
(G1)
> 0, und,=" fallsx+ty =0 < x,ylinear abhingig.
Wihlen wir nun t = — g”(;ﬁyz) , dann
8
g(x,y)?
Ix]1 — >0 = g(x,y)” < [x[3][ll; = Beh.

Iylz

a

Im R” kann man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auch durch direktes Nachrechnen
beweisen, vgl. Ubung 3.3. Weitere Eigenschaften von Skalarprodukt und Norm finden Sie
in den Aufgaben 3.2 und 3.5, eine weitere geometrische Veranschaulichung in Aufgabe
3.16 und 3.19.

Satz 3.21 (Eigenschaften der Norm) Die durch ein Skalarprodukt induzierte Norm hat
folgende Eigenschaften fiir x,y € V und o € R:

(N1) x| =0, x=0=x=0

(V2) o] = fex] ]
(N3) (el < el + (1]

Beweis:
(N1) <« (G1)
(N2) lox|| = \/g(ox, ox) = \/a2g(x,x) = ||| x|
(N3) lx+ylI> = g(xjy,x+y)=\IXI|2—2%2g(x,y)+HyH§
< =+ 20 Iy [T+ lvll= = el + 111D
= Beh.
O
Bemerkung 3.22

* Die Norm ist iiber das Skalarprodukt definiert. Umgekehrt erhalten wir das Skalar-
produkt aus der Norm:

g(x,y) = 5 (x> + 911> = [lx = yII?) (13)

| —
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3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Lingenmessung

* Es gibt andere Normen, z.B. ||(x1,%x2,...,Xy) || = max;—1 _, |xi| oder
|(x1,%2, ey xn) |[1 = |x1| + 22| + ... + |xn|, die auch (N1) - (N3) erfiillen.
Die Abbildung g(x,y) definiert iiber (13) ist dann aber kein Skalarprodukt.

Es gibt natiirlich auch andere Skalarprodukte im R?. Nun wollen wir uns einer geometri-
schen Interpretation dieser Skalarprodukte zuwenden.

Betrachten wir das folgende Szenario: Wir haben ein Kamerabild mit Seitenldngen in ei-
nem Verhiltnis von 3:2.

vew=(-2,3)-(3,2)=0
vl = [lwll = v13

Nach der Transformation gilt fiir den Winkel o zwischen w und ¥, dass o # 90°. Ferner
rechnen wir nach, dass ||7|| # ||v]|, ||W|| # ||w|| bezogen auf das euklidische Skalarprodukt.
Wenn wir aber als Skalarprodukt in der 1:1 Konfiguration wihlen

g(fi, W) = 901w + 4V Wy,

Vv-w mity = (3171,2\72), w= (3W1,2W2))

(Hintergrund: (v, w)
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3 Vektorrdume

3\ 3 22
[9ll; = VO+4=VI3=|pll, [W]g=VI3=]w].

D.h. allgemeine Skalarprodukte ermdoglichen es uns, auch in transformierten Koor-
dinatensystem noch die urspriingliche Lingen und Winkelmessung durchzufiihren.
Wir werden spiter sehen, dass wir iiber diesen Ansatz aus Transformationen bereits alle
moglichen Skalarprodukte erhalten.

2 2
dann gilt:  g(v,w) = 9E <——)—|—4 5 0

Betrachten wir nun den Abstand eines Punktes von einer Geraden im R? bzw. einer
Ebene im R3:

Gegeben sei eine Gerade
G={x+tr|teR}, (x,reR?
und ein Punkt y € R?. Die Funktion f(¢) := ||y — (x +¢r)|*> wird dort minimal, wo (x +¢r)

der néichste Punkt zu y auf G ist (siehe Skizze unten). D.h. es muss gelten:

%f(f)zo = 02% ((yl—(xl+fr1))2+((y2—(X2+””2))2]
=2(y1 — (x1 +1tr1))(=r1) +2(v2 — (2 +1r2) ) (—12)
& t(rri+rnrn) =1 —x)ri+ (2 —x2)r

y=x)-r r
& ==L = (y—x)—
rer 1[I

D.h. der Abstand d von y zu G ist:

d= Hy— (X+(y_x>'mﬁ) H

i

Betrachten wir nun eine Ebene gegeben durch

~

~
~

~o-0-0-2-rs

E={x+tr4+sqlt,scR}, (x,r,q€R?

und einen Punkt y € R3. Die Funktion f(¢,s) := ||y — (x +¢r +sq)||> wird dort minimal, wo
(x+1tr+ sq) der nichste Punkt zu y auf E ist. Spiter werden wir sehen, dass dann fiir die
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3.2 Skalarprodukte, Winkel- und Lingenmessung

partiellen Ableitungen gelten muss:

) d
Ef(t,s)zo und af(t,s):0 (& Vf(t,s)=0)

=0 = 2001 — (1 +1r1+5q1))(=r1) +202 — (2 +1r2+562)) (—12)
+2(y3 — (x3 + 173+ 593) ) (—713)
und 0 = 2(y1 = (x1+1r1+591))(—q1) +2(v2 — (2 + 172 +592) ) (—q2)
+2(y3 — (x3+1r3+ 593)) (—q3)
& t(rr)+s(gor)=(—x)-r
t(q-r)+s(qg-q)=(—x)-q
Dies ist ein lineares Gleichungssystem. Sei (¢,s) eine Losung dieses Systems, dann ist

=|ly— (x+tr+sq)|| der Abstand vony zu E.
Im Fall r- g = 0 (d.h. r und g sind orthogonal) folgt fiir den Abstand

A

d
r r q q

:H)’—<x+(Y—x)-wm+(y—x).mm> I, 1

~ Vv 7/ /

Z
dar=(y—x)- ~unds=(y—x) 2. (y—x)-
Il lal
q

X r (y_x)"_:”

Betrachten wir nun die alternative Darstellung:
H={xeR|n-x=d}, neR" ||n|=1,deR
Fiir m = 2 ist H = G eine Gerade, fiir m = 3 ist H = E eine Ebene.

Dann ist die geometrisch Konfiguration wie folgt:

n
H
D.h. |d| ist der Abstand der O von H.

Falls d > 0, so zeigt n vom Ursprung weg
(wie hier in der Skizze), andernfalls zum

/ Ursprung hin.
0
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3 Vektorrdume

AuBerdem gilt: [n-y—n-x| = |n-y—d|ist
der Abstand von y zu H.

Der zu y néchste Punktistz=y— (n-y—d)n.
Falls 0 € H,soistd =0, alsoz=y— (n-y)n.

3.3 Vektorprodukt im R?

Das Skalarprodukt ordnet zwei Vektoren eine Zahl aus R zu. Im R? gibt es auch ein Pro-
dukt, dass zwei Vektoren einen Vektor zuordnet:

Definition 3.23 (Vektorprodukt bzw. Kreuzprodukt) Sei x = (x1,x2,x3),y = (y1,2,¥3),
dann definieren wir

X2y3 — X3Y2
xAy(=xxy)=| x3y1 —x1)3
X1y2 —X2)1

Bemerkung 3.24 Fiir die Herleitung der Ebenendarstellung (nyx| +nyxp +n3x3 = d) ha-
ben wir bereits das Vektorprodukt eingesetzt.

Regeln fiir das Vektorprodukt:

1 0 0
(i) Firey=| 0 |,e2=| 1 Jundes=| 0 | gilt
0 0 1

eiNey=e3, exNez=e;, ezNel=e;

(i1) Das Vektorprodukt ist linear in jedem Faktor:
(ox+Bz) Ay =a(xAy)+B(zAY)

(i) xAy=—yAx, xAx=0

(iv) x,y sind orthogonal zu x Ay: x-(xAYy)

0
(vgl. Ebenendarstellung) y-(xAy)=0
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) [l Ayl = lx][[Iyl]* = (x- )2

hierzu: Linke Seite (LS) = (xay3 —x3y2)® + (x3y1 —x1y3)> + (x12 — x21)?
X3y +X3Y3 +5)1 +X1Y3 + X103+ 001
—2(x2y2%3y3 + X3Y3X1y1 +X1y1X2)2)
Rechte Seite (RS) = (x +x3 +x3) (v + 33 +33) — (x1y1 +x2y2 +x3y3)°
= (LS)=(RS)

Geometrische Interpretation:

e Ayl = [l Py = (x-y)?
geom. Interpretation des SKP 2 2 2 2 2
= [T = T [Py [7 cos™ 6

[x][[[][? sin® 8
= |lxAYll = h x|

lfcoi:sin2

D.h. x Ay steht senkrecht auf x und auf y und die Linge von x Ay entspricht dem Flachen-
inhalt des aufgespannten Parallelogramms.

Dieser ist Null genau dann, wenn das x oder y Null sind oder in die selbe Richtung zeigen,
wenn sie also linear abhédngig sind.

Eine Anwendung dieses Zusammenhangs finden Sie in Aufgabe 3.14.

3.4 Linearkombination und Basis

Im Folgenden betrachten wir, wie man Vektoren in Vektorrdumen darstellen kann:
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3 Vektorrdume

Beispiele 3.25

(—11) ((1))

4 O

3 1 0 5 (-1 1 /-1
— — 2 __- _ -
= ()=20)20) -2 ()
D.h. beziiglich verschiedener Systeme von Vektoren {(é) , (?)} oder {(j) , _11>}
} bzw.

haben Vektoren unterschiedliche Darstellungen iiber die skalaren Faktoren {3,2
{_%7 _%}

Es stellen sich nun folgende Fragen:

» Kann man jeden Vektor so darstellen?

» Welche Eigenschaften miissen die Vektoren vi,vs,...,v; haben, damit man jeden
Vektor durch sie darstellen kann?

* Ist die Zahl der benotigten Vektoren fest fiir einen gewihlten Vektorraum?

Definition 3.26 SeiV ein IK-Vektorraum, dann heifien k Elemente aus V
V1,V2,...,Vk

linear abhiingig, genau dann wenn es 0,0, ..., 04 € K gibt, mit mindestens einem
Oy 7 0 fiir 1 <m < k und

v+ opvy+...+ o =0.

(d.h. ein Vektor ist durch die anderen Vektoren darstellbar:

—_u,, %, Om _ %1 %
Vm = =g V1= g V2= o Vm—1 a, Vmtl = amvk)

Andernfalls heifsen die Vektoren linear unabhingig.

Eine solche Summe von Vektoren mit skalaren Koeffizienten heifst Linearkombination.
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Beispiel 3.27
. (j) : (‘11) , (;) sind linear abhiingig, denn:

SIGECIGEROR

(vgl. Eingangsbeispiel oben)

e Im R" sind die Einheitsvektoren

1 0
0 1 :
er = e=| . |,e= |
! : 0
0 0 1
linear unabhdngig.
1 2
e | =1 |, —2 | sind linear abhdngig, denn
2 4
1 2 (04} —+ Z(XZ =0
gl -1]l+w| 2]1=0 <« - —20=0 & o +20p=0
2 4 200 +40p=0

Wiihle z.B. o = 2,00 = —1.
* Betrachten wir den Vektorraum der Polynome
p(t) = ag+ait+art* + ...+ apt*
fiir k € IN. Dies ist ein Unterraum des Vektorraums aller Funktionen. Die Monome
voi=(t—= 1), vii=(t—1), =12, ..., ve=(E—15)
sind linear unabhdngig, d.h. nach der Definition

aovo+ovi+...+ o =0 < pt) =g+ o+ o> +...+o* =0
S o= =...=0;=0

denn: p(0)=0=0p=0, p'(0)=0=0;,=0, p"(0)=0= =0,
p"(0)=0= a3 =0, pPR0)=0= =0
dabei bezeichnet p(’”) das Polynom, welches man erhdlt, wenn man m-mal hinterein-
ander p ableitet.
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3 Vektorrdume

Weitere Beispiele finden Sie in Ubung 3.4, 3.9, 3.18 und 3.19. Ubung 3.20 enthiilt Betrach-
tungen zum Zusammenhang zwischen linearer Unabhingigkeit und dem Skalarprodukt.

Definition 3.28 (Span) Ist A C V eine Menge von Vektoren im IK-Vektorraum V, dann
heifit die Menge aller Linearkombinationen

span(A) :{a1v1+...+akvk]kelN,vl,...,vk GA,Otl,...,OCkEIK}

lineare Hiille von A oder der von A aufgespannte Raum oder der Span von A.

Beispiel 3.29
* span{ey,...,ep} =R”"

o span{t > 1, 1,0+ 12t 12, ... t > t*} = Polynome vom Grad < k

* Ebene durch den Ursprung E = {tr+sq|t,s € R,r,q linear unabh.} = span{r,q}

Lemma 3.30 Fiir jede Menge A C 'V ist span(A) ein linearer Unterraum.

Beweis: Durch Ausrechnen folgt, dass die Summe von zwei Elementen aus span(A) und
die Multiplikation mit einem Skalar wieder in span(A) liegen.

|

Definition 3.31 (Basis) Sind vy, ...,v, linear unabhdingig und ist span ({vy,...,v,}) =V,
so nennt man {vi,...,v,} Basis von V.

Satz 3.32 (Darstellung in einer Basis) Ist {vi,...,v,} Basis vonV, dann gibt es fiir jeden
Vektor x € V eine eindeutige Darstellung

n
xX=0qvi+...+0,v, = Z(kak.
k=1

Die o, ..., 04 heiffen Koordinaten des Vektors x bzgl. der Basis {vy,...,v,}.

Beweis: Nach Def. hat jeder Vektor x € V eine Darstellung als Linearkombination tiber
der Basis. Zu zeigen ist also nur noch die Eindeutigkeit der Darstellung:

n n
X = Z oy = Zﬁivi
i=1 i=1
= O:i(ai_ﬁi)vi

I
—_

1

11n.u:r§abh. ai—ﬁi:() fﬁraueizl,...,l’l
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= die Darstellungen sind gleich.

Beispiele 3.33
e {e1,...,ey} ist Basis des R".

* V = Raum der Polynome p vom Grad < 2k mit p(x) = p(—x):
{t I A A Y tzk} ist Basis von V.

. { (j) , (711> } ist Basis des R>.
hierzu: lineare Unabhdngigkeit:
_1 _1 o —061—062:0 Oh=0 - o
o (_1) +oc2( | > =0= i+ =0 = 20 =0=a,=0.

Darstellung fiir einen beliebigen Vektor x = (2 ) :

—1 -1 =
1) Z g + o BTREE oy — () =1
X2 —1 1

X1 +x2 Xy — X1
— o = .
2 b

= o) =

D.h. jeder Vektor ( ? ) ist darstellbar als Linearkombination von ( _} ) und
5 _

1
Weitere Beispiele finden Sie in Aufgabe 3.12 und 3.21.

( -1 ) = Basis des R?

Bemerkung 3.34 Die lineare Unabhdingigkeit ergibt sich aus der eindeutigen Darstellung

der 0!
Lemma 3.35 Sei V ein Vektorraum, {vy,...,v,} eine Basis, wy,...,wy, Elemente aus V
mit m > n, dann sind wy, ..., wy, linear abhdngig.

Beweis: Betrachte yuyw; + ... + Ww,w, = 0. Z.z. ist: es gibt eine nichttriviale Losung
Ui, - -, Wy (mindestens ein uy # 0).

n
Basiseigenschaft = wy = Z oy;v;i fir Koeffizienten oy;,i = 1,...,n,k=1,....m
i=1

m m n m
= Z MWy = Z (Z Hk%i\h’) = Z ( Mkaki) v =0.
k=1 j =1 \k=1

k=1 \i=1 i=1

B
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3 Vektorrdume

Da vy, ..., v, linear unabhingig sind folgt 8; = O fiir alle i = 1,...,n. Wir erhalten also das
lineare Gleichungssystem

o + ol + ...+ Oy =0
Oply + Oopty + ... + Oyl =0
bestehend aus n Gleichungen mit m > n Unbekannten und rechter Seite 0. Auflosen dieses
Gleichungssystems ergibt, dass es eine nichttriviale Losung ..., W, gibt.
O
Satz 3.36 Die Anzahl von Basisvektoren eines Vektorraumes ist eine feste Zahl.
(Sind {vi,...,vp} und {wy,...,wn} Basen desselben Vektorraums so gilt n = m).
Beweis: Im Fall m > n wire wy,...,w,, linear abhingig, im Fall n > m wére vy,...,v,
linear abhiingig; also muss n = m sein.
O
Definition 3.37 Sei V ein Vektorraum mit Basis {v,...,vn}, dann nennen wir n die Di-

mension von V.

Bemerkung 3.38

* Die Dimension ist wohldefiniert nach vorangehendem Satz.
* Der R" hat die Dimension n.

* Der Raum der Polynome p vom Grad < 2k mit p(t) = p(—t) (die sog. geraden Poly-
nome) hat die Dimension k + 1.

e Fine Gerade durch O ist ein eindimensionaler Vektorraum.

o Eine Ebene im R3 durch 0 ist ein zweidimensionaler Vektorraum.

Betrachten wir nun einige Folgerungen, die aus der Definition einer Basis hervorgehen:

Lemma 3.39 Seien vy,...,v; linear unabhdngig, aber u,vy,...,vy linear abhdngig, dann
ist u als Linearkombination von vy, ..., vy darstellbar:

k
u—= Z o;Vv;
i=1
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3.4 Linearkombination und Basis

Beweis: u,vy,...,v; linear abhéngig = Es gibt Zahlen a, &y, ..., 04, so dass ou+ vy +
...+ v = 0. Wiire a = 0 so wiirde gelten o; = O fur alle i = 1,...,k, da die {v;}i=1, &
linear unabhéngig.

k
. o;
Alsoistaa A0 =>u=—Y) —v;.
# Zi ol

Satz 3.40 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, vy,...,v, linear unabhdngig, dann ist
{vi,...,vn} eine Basis.

Lemma 3.35 Lemma 3.39 u bel.
= =

Beweis: ucV U=0vi+...+0,v, =

span(vy,...,v,) =V.

u,vi,...,v, linear abh.

Satz 3.41 (Basiserginzungssatz) Sei dimV = n und vy,...,v, linear unabhdngig mit r <
n. Dann gibt es vy, 1,...,vy,, So dass

{vi,...,v} eine Basis vonV ist.
Beweis: Wire fiir alle ve V v,vy,...,v, linear abhéngig, dann wire nach Lemma 3.39

jedes Element aus V Linearkombination der vy,...,v, = {vy,...,v,} Basis und dimV =r.

Das heiflt es gibt ein v € V, so dass v, vy, ..., v, linear unabhéngig sind; wir wihlen v, :=
v. Dies wiederholen wir fiir v,;2,Vv,3 bis zu v,,.

Bemerkung 3.42 Sei U Untervektorraum von 'V, dann gilt dimU < dimV.

Beweis: Wihle eine Basis zu U und erginze diese zu einer Basis von V =- Beh.
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3 Vektorrdume

Beispiel 3.43 Betrachte das Gleichungssystem

(x1):  x1 +5xv% +7x3= 0
(*2)2 —x1  +xp —25x3= O

sowie U= {x€R3xliost () und (x2)}

(*1): X1 4+5x% +7x3= 0

(*1)—|—(*2) : 6x, —18x3= 0
also Xy = 3x3
in(x1): x1= —508x3) —Txz = —22x3
—22
daher U= a 3 acR ), GeradedurchO.
1

Satz 3.44 Sei U = span{u,uy,...,ux}, dann folgt dimU < k und aus uy, ... ,u; kann eine
Basis fiir U ausgewdihlt werden.

Beweis: Sei m die maximale Zahl linear unabhingiger Vektoren aus {uy,...,u;}, nach
Umnummerierung nehmen wir an, uy, ..., U, sind linear unabhingig. Also sind die anderen
Vektoren u;, 1, ...,u; als Linearkombinationen der u bis u,, darstellbar = damit sind dann
aber alle u € U als Linearkombinationen aus uy,...,u,, darstellbar = {uy,...,u,} Basis
und dimU =m <k.

Aus Untervektorraumen kann man ,,groere” Untervektorraume aufbauen:

Zu zwei Geraden gehoren zwei Richtungsvektoren; beide Richtungsvektoren zusammen
spannen eine Ebene auf, falls sie linear unabhéngig sind.

Definition 3.45 (Direkte Summe von Untervektorridumen) U,W seien Untervektorrdu-
me von V mit Basen {uy,...,u;} bzw. {wi,...,wy} und UNW = {0}, dann definieren
wir
UsW = {u+wueclU,weW}
= span{up,... U, Wi,..., Wy}

Beobachtung: dim U &W =k+m
Hierzu: Zu zeigen ist, dass {uy,...,ur,wy,...,wy} eine Basis bildet, dazu fehlt nur noch
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3.4 Linearkombination und Basis

der Nachweis, dass uy,...,ux,wy,...,wy, linear unabhédngig sind. Dazu betrachtet man

glu1+...+akuk::ﬁ1w1—...—ﬁmwm.

eU ew

Da UNW = {0}, miissen beide Seiten der Gleichung Null sein. Aus der linearen Unab-
angigkeit der {u;} folgt dann, dass alle o; = 0, ebenso folgt ff; = 0, da die {w;} linear
unabhiingig sind.

Beispiel 3.46 r,q € R linear unabhiingig

E ={tr+sqlt,s € R} Ebene

n=rAgq (E R3) Normale
N = {tn|t € R} Gerade, senkrecht zu E
R*=E&N

115



3 Vektorrdume

3.5 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 3.1

a) Gegeben ist eine Gerade durch

G:{yE]RZ -y1+ = 2:12}.

E

Berechnen Sie Vektoren x,r € R2, so dass sich die Gerade als
G={x+tr|t e R}
schreiben 14Bt.

b) Gegeben sei eine Ebene durch

0 0 1
E=SyeR} | O |+s| 1 |+s| ©
2 2 —1

finden Sie ny,n2,n3,d € R mit n} +n3 +nf = 1, so dass sich die Ebene schreiben
14Bt als
E={y € R’ |my1 +noys +nays = d}.

¢) Ermitteln Sie den Abstand des Punktes (5, 1,4) zur Ebene E durch Minimierung der
Funktion

ft,8) = ly = (x+1r+s9)|.
Betrachten Sie dazu die Gleichungen

Jdf
ot

of

—(t,5) =0 und as(

5)=0.

Anwesenheitsaufgabe 3.2 Zeigen Sie, dass mit dem Euklidischen Skalarprodukt und
der Euklidischen Norm fiir alle x,y € R" gilt

a) (x+yx—y) =[x = [y?

b) [P+ yI17 + [lx = ylI* = 2|lxl|* +2ly]I?
(Parallelogramm-Gleichung)
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3.5 Ubungen

Anwesenheitsaufgabe 3.3 Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist gegeben durch

[Ce ) < el ]-

a) Formulieren Sie fiir Vektoren x = (;Cl) Ly = (i 1) € R? die Cauchy-Schwarzsche
0 2

Ungleichung.

b) Beweisen Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung durch direktes Nachrechnen im
R2.

Anwesenheitsaufgabe 3.4 Sind die folgenden Polynome linear abhéngig?

t— 1+t
t— 2+t
t— 2t

Anwesenheitsaufgabe 3.5 Zeigen Sie, dass x,y € R” genau dann orthogonal sind,
wenn gilt
Ix+yll =I[lx=yll-

Interpretieren Sie die Aussage fiir n = 2,3 geometrisch.

Aufgabe 3.6

a) Bestimmen Sie den Schnittpunkt S der beiden Geraden G| und G, zeichnerisch durch
Anfertigen einer geeigneten Skizze und rechnerisch durch Losen des zugehdrigen
linearen Gleichungssystems.

o {(3)ew] -G
o - {(3) el -5

2
Gerade sowohl in der Form G = {x+ ar|a € R}, als auch in der Form G = {y €
R?2 |n1y1 +nays = d} angeben und berechnen Sie die Schnittpunkte dieser Geraden
mit den Koordinatenachsen.

b) Bestimmen Sie eine Gerade durch die Punkte a = ( ! ), b = ( ? ) wobeli sie die
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3 Vektorrdume

Aufgabe 3.7 Eine Gerade in R? ist (analog zum RR?) gegeben durch einen Punkt x € R?
und einen Richtungsvektor r € R3, r # 0 mittels

G={x+oar|acR}.
a) Stellen Sie ein Gleichungssystem auf, um den Schnitt von G mit einer Ebene

E={y+Bp+vq|B,y <R}

fiir y, p,g € R?, p und ¢ linear unabhingig, zu berechnen.
b) Welche Fille konnen hierbei auftreten?

¢) Berechnen Sie den Schnitt von

1 1
G = 3 +oa| 4 ‘aeR
3 3
1 —1 0
E= 2 |+B8| 2 |+v| 3 ’B,ye]R
3 1 2

Welcher Fall aus b) ist das?

Aufgabe 3.8 Seien V und W R— Vektorrdume.
Das Kartesische Produkt V x W ist definiert als die Menge aller geordneten Paare

VxW={(vw)|lveV,weW}.
Zeigen Sie, dass V x W mit der Addition
(v,w)+ (F,W) = (v+T,w+W)

und der Skalarmultiplikation
o(v,w) = (av,ow)

ebenfalls ein R — Vektorraum ist.
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3.5 Ubungen

Aufgabe 3.9 a) Gegeben seien die Vektoren

1 —1 —2
V] = 1 , Vo = 2 , V3 = 13 , V4 = 11
1 —1 =7

Zeigen Sie, daB diese vier Vektoren des R? linear abhingig sind.
b) Bilden die drei Vektoren

W = 1 , W = —1 , W3 =
1 =1

eine Basis des R3? Falls nicht, so geben Sie bitte einen Vektor x € R3 an, der sich nicht als
Linearkombination dieser drei Vektoren darstellen 1463t.

Tipp: Beriicksichtigen Sie die Eigenschaften des Kreuzproduktes a A b zweier Vektoren
a,be R

¢) Sind die drei Vektoren

1 3
uy=1|2 | ,m=1|2|,u=
3 1 2

linear unabhiingig? Bilden Sie eine Basis des R*? Wie lauten die Koordinaten des Vektors

beziiglich dieser Basis?

Aufgabe 3.10 Welche der folgenden Teilmengen des R sind Untervektorriaume?

a) {(L,x,y)|x,y € R} jaO nein O
b) {(x,x,x)|x € R} jaO nein O
¢) {(x,2x,3x)|x € R} jaO nein 0
d) {(x1,x2,x3) | 2x1 +x2 = 5x3} jaO nein O
e) {(x1,x2,x3)|x1+2x =7} jaO nein O
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3 Vektorrdume

Aufgabe 3.11 Es sei &% = span{1,t,1,---,t*} der Vektorraum der Polynome, deren
Grad hochstens k(€ IN) sei. Zeigen Sie, daBl

U:={peP*|p(5)=0, p(7) =0}

ein Unterraum von Z2* ist.

Aufgabe 3.12 Gegeben seien folgende drei quadratische Polynome

pi(x) = X+2x+3,
p(x) = 3x%+2x+1,
p3(x) = F©4+x+2.

Zeigen Sie, dass diese Polynome linear unabhiéngig sind und eine Basis des Vektorraumes
der quadratischen Polynome bilden. Wie lautet die Darstellung der Polynome

p(x) =5x*+5x+6 und ¢q(x)=3x+7

beziiglich dieser Basis?

Aufgabe 3.13 Uberpriifen Sie, ob die folgenden Abbildungen R? x R? — R Skalarpro-
dukte sind.

a) j(x,y) :=x1y1 —x2)2

b) k(x,y) :=2x1y1 +2x2y2 — X1y2 — X2)1

Aufgabe 3.14 Ein Tetraeder T C R? werde durch die Vektoren

1 1 —1
) 1 9 -1
0 0 2

aufgespannt. Berechnen Sie das Volumen dieses Tetraeders unter Verwendung des Skalar-
produkts und des Kreuzprodukts. Hierfiir diirfen Sie die Formel
1
V(T)= §A -h

verwenden, wobei A die Grundflache und /4 die Hohe des Tetraeders sind.
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3.5 Ubungen

Aufgabe 3.15

a) Geben Sie je ein Beispiel fiir einen eindimensionalen und einen zweidimensionalen
Untervektorraum des R? an.

b) Zeigen Sie, dass der Schnitt U = U; NU, zweier Untervektorrdume Uy, U; eines Vek-
torraums V wieder ein Untervektorraum ist.

¢) Beschreiben Sie, welche unterschiedlichen Fille beim Schneiden eines eindimensio-
nalen Untervektorraums des R3 mit einem zweidimensionalen Untervektorraum des
R3 auftreten konnen.

Aufgabe 3.16

a) Sei g(-,-) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V und || - ||, die davon induzierte
Norm. Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € V gilt:

lx=yllz = lIxll2 + llyll; — 28 (x, ).
b) Was bedeutet dies geometrisch, wenn man fiir g(-,-) das euklidische Skalarprodukt
wihlt?

Tipp: Erinnern Sie sich an die geometrische Deutung des euklidischen Skalarpro-
duktes.

Aufgabe 3.17

a) Gegeben seien die folgenden drei Punkte im R?:

-2 —2 6
= -2, pn=| -1 |, = 5
0 —1 —7

Geben Sie die Ebene E, welche durch diese drei Punkte geht, in Parameterform, d.h.
in der Form
E={x+Ar+uq|i,uecR},

mit x,7,qg € R an.

b) Berechnen Sie mit Hilfe des Kreuzproduktes eine Darstellung der Ebene der Form
E={xcR?| nix; +noxs +n3xz =d}.
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3 Vektorrdume

Aufgabe 3.18 Weisen Sie nach, daB die folgenden drei Vektoren des R?

—1 1 2
V] = —1 , Vo = 0 , V3 = -3
0 —4 —20
linear abhingig sind.
1
Aufgabe 3.19 Seiv= [ 2 | e R’
3

a) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren w € R fiir die v und
w linear abhéngig sind.

b) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren w € R? fiir die v und
w linear abhingig sind und ||w|| = 1.

c) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren w € R> fiir die gilt
v-w=07?

d) Welches geometrische Objekt bildet die Menge aller Vektoren w € R fiir die gilt
v-w=0und |w| =1?
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3.5 Ubungen

Aufgabe 3.20 Welche Aussagen sind richtig?

a) Sind x und y orthogonal (beziiglich des euklidischen Skalarproduktes) zu z # 0 in
R?, dann sind x und y linear abhingig.
jad nein O

b) Ist x orthogonal (beziiglich des euklidischen Skalarproduktes) zu y und z in R3, dann
sind y und z linear abhéngig.
jad nein O

c) Istx orthogonal (beziiglich des euklidischen Skalarproduktes) zu y und z in R>, dann
ist x orthogonal (beziiglich des euklidischen Skalarproduktes) zu jeder Linearkom-

bination ay + bz. jaOd nein
O
d) V sei ein reeller Vektorraum. Wenn die Vektoren vy,...,v; € V linear unabhingig
sind und dimV = k gilt, dann bilden vy, ..., v, eine Basis.
jano nein O
e) V sei ein reeller Vektorraum. Die Vektoren wy,...,w, € V seien linear abhédngig.
Dann laBt sich w; = Y , a;w; als Linearkombination der Vektoren w»,...,w, dar-
stellen. jad nein
O

Aufgabe 3.21 Sei V ein Vektorraum.

a) Jede Teilmenge einer Menge linear unabhiingiger Vektoren ist linear unabhéngig.
jano nein O

b) Jede Teilmenge einer Menge linear abhingiger Vektoren ist linear abhidngig.
jamd nein O

¢) Wenn eine Basis von V endlich ist, sind alle Basen von V endlich.

jad nein O
d) Es gibt eine Basis des R? aus Vektoren der Form (&, o, ).  ja O nein O
e) Jede Basis des R? besteht aus Vektoren der Form (x,x,x). jaOo nein O

f) Jeder Vektor der Form (a, &, o) kann zu einer Basis des R? ergiinzt werden.
jagd nein O

g) Jeder Vektor der Form (&, &, o) mit @ # 0 kann zu einer Basis des R3 ergiinzt wer-
den.
jagd nein O
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3 Vektorrdume

Aufgabe 3.22

a) Kann man die in i) und ii) angegebenen Mengen zu einer Basis des R> ergiinzen?
Falls ja, fithren Sie diese Ergénzung durch.

1 2
i) o |.,[ 3
2 0
1 2
ii) o |.[ o
) 4

b) Kann man aus den Mengen in 1) und ii) durch Wegstreichen von Vektoren eine Basis
des R? bilden? Falls ja, wie?

A ()
(52
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.1 Lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen und ihre
Darstellung

So wie wir Abbildungen (Funktionen) von R nach R betrachtet haben, so betrachten wir
nun Abbildungen von Vektorrdumen in Vektorrdaume.

Definition 4.1 Eine Abbildung f :V — W zwischen zwei K-Vektorrdumen V.W heifit

linear, falls
flav)=af(v) fiiralle v eV und alle a € K

flu+v)=f(u)+f(v) fiiralleu,veV
Beispiele 4.2

e V.W =R, f:R — R, [ ist lineare Funktion genau dann, wenn f(x) = Ax fiir ein
ALeR

¢ V=R2W =R, f(x) = Ax; + ux

« V=RZW=R2? f(x) =x (Jl> X G)

Die Interpretation im Kontext einer Basis ist hierbei wie folgt: Wenn f(x) = (i;),

dann sind yy,y, die Koordinaten des Bildvektors beziiglich der Standardbasis ey, e
und x1,x> die Koordinaten desselben Bildvektors in der Basis { (_11) , (}) }

c V={p:t—ap+at+...+ot*|a; € R,k € N} (Polynomraum)
f:V = Vip—p, wobei p' =t o +200t +300t> + ... + koytk—!
Diese Abbildung f ist linear, denn
f(ap) = (ap) = ap'=af(p),
f(p1+Dp2) = (p1+p2) =p)+p5=f(p1) + f(p2)

Satz 4.3 Seien V und W Vektorriume, {vy,...,v,} Basis von V, sowie wi,...,w, € W
beliebig, dann gibt es genau eine lineare Abbildung f :V — W mit f(v;) = w; fiir alle
i=1,...,n.

Beweis: Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung

I
V=0V +...+ 0y Hgarf(v) =1 f(vi)+...+f(vy) = 1w +...+ Wy
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

D.h. f ist durch die Bilder w; der Vektoren v; eindeutig bestimmt. Z.z. ist noch f ist insge-
samt linear:

v = ogvi+...+0,v,
u = PBivi+...4+Buvn

fAv) = f((Aog)vi+...+(Aoy)vn)
= Aagf(vi)+...A0,.f(v)
= )L«(alf(vl)+---+anf(vn>):lf(v>

fv+u) = flou+PBi)vi+...+ (0 +Pu)vn)
= (al+ﬁ1)f(v1)+"'+(an+ﬁn>f(vn)
= (af(v)+...+anf(va) + (Bif(vi) +... 4 Buf (v) = fF(v) + f(u)

Seien V,W endlich-dimensionale Vektorraume, dimV = n,dimW = m,{vy,v,,...,v,} Ba-
sis von V,{wy,...,w,} Basis von W. Da f : V — W linear, ist f nach Satz 4.3 eindeutig
bestimmt durch die Bildvektoren ( flv J)) - Diese sind in der Basis von W eindeutig

j=1,.,
darstellbar
m
f(Vj) = Zaijwi fir j=1,...,n. (14)
i=1
Die Zahlen g;; miti=1,...,m, j=1,...,n ordnen wir in einem Schema an:
a ap ... d
al axp ... axp
Af = : : . : - (aij)iZI,...,m,j:l,...,n
aml Am2 --.- Admn

Dieses Schema mit m Zeilen und n Spalten bezeichnet man als m X n—Matrix Ay, die
Menge aller m x n—Matrizen mit Eintrdgen in R nennen wir R"".
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4.1 Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen und ihre Darstellung

Folgerung 4.4 Sei V ein Vektorraum mit Basis {vy,...,v,} und W ein Vektorraum mit
Basis {wi,...,wp} sowie f : V — W linear.

(i) Die Matrix Ay charakterisiert eindeutig die lineare Abbildung f :V — W beziiglich
gegebener Basen beider Vektorriume.
Achtung: Wihlt man andere Basen, so ergibt sich in der Regel eine andere Matrix.

(ii) In den Spalten der Matrix Ay stehen die Koeffizienten der Bilder f(v;) der Basisvek-
torenvj,j=1,...,n ausV beziiglich der Basis {w;}i—1, . m, siehe Gleichung (14).

(iii) Sei x € V mit der Basisdarstellung x =Yi_, x;v;, dann folgt fiir f(x):

=1
ORI WIDYEDY <Zaijwi> xj=) (Z a,,-x,-) Wi
=1 =1 \i=1 =1 \Uy=1
xi
—
Xn

Dabei bezeichnet a; = (a;j) j—1.... n die i-te Zeile von Ay. Ist also (x1, .. ., X,) Basisdar-
stellung von x € V, dann ist der Vektor a;- (xy, . ..,x,) bestehend aus den euklidischen
Skalarprodukten der Zeilen a; von A y mit den Koeffizienten (x1,-..,X,) der Basisdar-
stellung von x in der Basis von V die Basisdarstellung von f(x) in der Basis von W.
Merkregel: Matrix mal Koeffizienten von x ergibt Koeffizienten von f(x)

—a|— X1 al-(xl,...,xn)
. . —aj)— . az«(xl,...,xn)
Wir schreiben: . : —
: X,
—ap,— am - (X1, Xn)
Achtung: Man muss stets den Vektor x € V von seinen Koeffizienten (xy,...,x,) be-

ziiglich der Basis von V unterscheiden.

(iv) einfacher Fall: V =R",W = R" {ey,...,e,} BasisvonV {ey,... ,en} Basis von W.
In diesem Fall stimmen Vektor x und seine Koeffizienten beziiglich der Basis iiberein.

a-ej aij

(i) a-éej apj
flej) = : =

=a

a’ bezeichnet dabei die j-te Spalte der Matrix A r- Die Bilder der Einheitsvektoren
stehen also in den Spalten von Ay (vgl. (ii)).
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Beispiele 4.5 (Matrixdarstellungen von linearen Abbildungen)

(i)

(ii)

Projektion auf eine Gerade im R>:

Darstellung als Abbildung Darstellung von f :
Rz — Rz.' of(x)

1 X1

Die Linearitdt von f iiberpriift man leicht.

Matrixdarstellung von f:
Beziiglich der Basis {ey,e,} in Urbildraum und Bildraum ergibt sich:

fler) = er—(er-n)n=e;—mnn,
flea) = er—mon,
| | _ _
=Ar = ej—nin ey —non :(1 o 2 >€R2’2
—niny 1 —mny

Im Beispiel ist damit Ay =

DO =1 =
D=1 —

) . Beziiglich der Basis {r,n} in Urbildraum und

Bildraum ergibt sich:

f(r)y = r = 1r+0n ~ 1. Spalte (10 22
f(n) = 0 = 0r+0n ~ 2. Spalte = Ar= 0 0 cR

Drehung:

Elementargeometrisch ist klar, dass eine Drehung um den Ursprung eine lineare Ab-
bildung von R?> — R? ist.

(d.h. statt den verlingerten Vektor zu drehen, kann man auch den Vektor nach der
Drehung verldngern; statt den Ergebnisvektor einer Addition zu drehen, kann man
auch die gedrehten Teilvektoren addieren.)

€2

| 6 | cos@
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4.1 Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen und ihre Darstellung

Matrixdarstellung in der Einheitsbasis {e1,e}:

_ (cos6 ([ —sin6 _( cos@ —sin6 22
f(el)_<sin9)7f(62)_( cos 6 ) = Af_( sin@ cos@ >€R

(iii) Skalarprodukt mit einem konstanten Vektor:

f:R" — R, f(x) =a-x fiir festes a € R"; offensichtlich ist f linear.

Matrixdarstellung bzgl. {e,...,e,} als Basis des R" und {1} als Basis des Vektor-
raums R (dimR = 1):

Ap=(a-er,....a-ex) = (a1,az,....a,) € R'"

(iv) Multiplikation eines Skalars mit einem konstanten Vektor:

f:R —R" f(A) = Aa fiir festes a € R"; offensichtlich ist f linear.

Matrixdarstellung bzgl. {1} als Basis von R und {ey,...,e,} als Basis des R":

ai
Af = e R™!
an
N\ Bild des Basisvektors 1 ist la = a

oxq X1
(v) Streckung: f:R?> —R3, f (x)=1| Bxa | fiirx=1| xo |; Linearitit v

¥x3 X3

X3 X2
X1
Matrixdarstellung bzgl. {ei,... e,}:

| | | N a 0 0
Ap=| fle1) flea) fle3) | =| aer Bex yes |=( 0 B O
| | | I 0 0 vy
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

(vi) V,W = 2% Raum der Polynome vom Grad <k,f:V — W;p+— p’
(Linearitdt haben wir bereits nachgewiesen, siehe Bsp. 4.2)

Darstellung bzgl. der Basis {t — 1,t —t,t — 2t —13,... t > tF}:

ft—=1) = (t+—0) = 1. Spalte von Ay = (0,...,0)"
fltst) = (1) = 2. Spalte von Ay = (1,0,...,0)"
flt=1?) = 2(t—1) = 3. Spalte von Ay = (0,2,0,...,0)"
ft=t) = (=i Y =it
01 0 ... ... ... 0
: 3
=>Af =
: k—1 0
0 . 0
Darstellungbzgl.derBasis{tf—>l,tr—>t,tr—>%,tr—>g—i,...,tr—>%}:
ti ti—l z‘i—l
t — = t ] = |7
(i) = () = (i)
o1 0 - --- 0
:>Af =
0
1
0 .0

(vii) VW = 22, f:V — W, f(p) = q, wobei q(t) = p(t —s) fiir festes s € R.

f(t—ag+ait+ay®) = (t—ao+ai(t—s)+a(t—s)?)
= (t = (ap—ays+axs®) + (a) — 2aps)t + axt?)

Die Linearitdt von f ist wieder leicht nachzurechnen.
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4.1 Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen und ihre Darstellung

Matrixdarstellung in der Basis {t — 1,t v t,t > t*}:

fit=1) = t—=1)=1(—1)

fit=t) = (t—t—s)=—st—1)+1(t—1)
ft—=1?) = (t—=12=2st+5%) =52t 1)=2s(t 1)+ 1(t %)
1 —s s?
=A;r = [0 1 —2s
0 O 1

(viii) Identische Abbildung f:V —V, f(x) = x:
Beziiglich gleicher Basen im Urbild- und im Bildraum ergibt sich stets die sogenannte
Einheitsmatrix

(ix) Drehung in der Ebene {te;+se;|t,s € R} im R":

Erinnerung: n=72: ( €S 6 —sind )
_— sin@ cos@

Gedreht wird nur in der e;,e; — Ebene. Alle anderen Richtungen bleiben unberiihrt.
Es soll gelten:

flex) = ey fiirk £ iund k # j, d.h. in der k-ten Spalte steht eine 1 an der k-ten Zeile,
in den anderen Zeilen nur Eintrdge 0, denn in diese Richtung wird nichts ,, hineinge-
dreht“. Auch in der k-ten Zeile steht neben der 1 in der k-ten Spalte ansonsten nur

0.

1 c=cos0
s=sin0

Weitere Beispiele finden Sie in den Ubungen ?? und ??.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Bemerkung 4.6 SeiV ein Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v, }. Dann ldsst sich ein Vek-
tor x € V beziiglich der Basis B durch Koordinaten X = (x? )i=1,...n darstellen.
WennV =R" und E = {ey,...,e,} die Standardbasis ist, so ist

x=(x1)ictn = (F )izt,n = X,

der Vektor ist also gleich seiner Koordinatendarstellung beziiglich der Standardbasis.
Wenn f: R" — R"™ linear und Ay die Matrix zu f beziiglich der Standardbasen in'V und
W ist, dann gilt also, dass

flx)=Afx.

Nur in diesem Fall kann man lineare Abbildungen und Matrizen ohne weiteres identifizie-
ren. In allen anderen Fdllen muss man stets dazu sagen, beziiglich welcher Basen in V und
W die Matrix gemeint ist.

4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das
Matrizenprodukt

Beispiel 4.7 Wir drehen im R? erst um einen Winkel o, dann um den Winkel B (vgl. obiges
Beispiel (ii)):
x| a- Drehung cosa —sina x1\ [ (coso)x;—(sina)xa \ [ »n
X sina  cosQ x2 )\ (sin@)x;+(cosa)x, )\ »
i B- Drehung cosf —sinf Y1
N sinB cosp »
[ cosp —sinf (cosot)x; — (sinot)x
~ \sin cosp (sinot)xy + (cos o )x

[ (cosacosP —sinasinB)x; — (cos Bsina +cos asin fB)xy
~\ (cosBsina+cosasinf)x; + (cosocos B —sinasin ff)x;

Additionstheoreme ( cS:ions((Oczc : 1[33)) — sézggig; ) ( 2 )

Das Hintereinanderausfiihren zweier Drehungen ergibt also wieder eine Drehung.
Allgemein kann man fiir lineare Abbildungen zeigen:

Lemma 4.8 Seien VW, U Vektorrdume, und g : U — W sowie f : W — V lineare Abbil-
dungen. Dann ist fog:U — V ebenfalls eine lineare Abbildung.
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4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das Matrizenprodukt

Beweis:

(foR)Ax) = flglhxn) =" f(Ag(x)" =" Af(2(x)) = A(fog)(x)

cU cw

(Foo)x+y) = Flale+y) =" f(e(x)+2() =" f(e(x)) + f(2(y))
(fog)(x)+(fog)y)

O

Zu Basen D = {v;};—1__, von V, E = {w;}j=1__mn von W und F = {u;};—;__ von U
seien y”, zf und xf Koordinatenvektoren von y € V, z € W und x € U sowie B € R™*
die Matrixdarstellung von g und A € R™" Matrixdarstellung von f. Wie sieht nun die
Matrixdarstellung von f o g aus?

z=g(x), y=f(2) = f(sx))
£ =Bxf, yP = AZF = A(Bx)

m k

k m
F
zj =Y B, ZAuZJ Y Y ABuxl = ( Aiijl) X
I=1 j=1i=1 =1 \j=1

~——
=i

M»

Die Matrix "
Ce Rn’k mit C;; = Z Aiijl

ist also die Darstellung der Abbildung f o g beziiglich der Basen D = {vy,...,v,} und F =
{uy,...,u }. Wir schreiben C = AB (Matrizenprodukt), und kénnen damit die Koordinaten
von y = (f og)(x) berechnen:

yP =A(Bx") = (AB)x" = Cx"

Merkregel 4.9 (Matrizenprodukt) Sei A € R™™ und B € R™*. Dann ist das Matrizen-
produkt AB € R folgendermafen definiert:

pt ... b Spalten von B
| |
. — a] — al-bl al-bk
AB= (ZAiijl) = : : :
o A e A R

Zeilen von A
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Bemerkung 4.10

(i) Wenn die Matrix B nur aus einer Spalte besteht, entspricht das Matrizenprodukt dem
Matrix-Vektor-Produkt.

(ii) Da (fog)oh= fo(goh) fiir Abbildungen f, g und h, gilt auch (AB)C = A(BC), fiir
Matrizen A, B und C. Das Matrizenprodukt ist also assoziativ.

Beispiele 4.11

(i) In Beispiel 4.7 ergibt sich die Drehmatrix fiir den Winkel o + B als Matrizenprodukt
der einzelnen Drehmatrizen fiir den Winkel o und f3.

(ii)
V=R>W=R>U=R>AecR*? BecR*?mir

10
0),3: 0 1

(iii) V=W=U=R" f(x)=x—2(x-n)n
Spiegelung an einer Ebene durch den Ursprung mit Normalenvektor n(||n|| = 1) (vgl.
Beispiel 4.5, (i))

Interpretation: x minus 2 mal die Linge der Projektion von x auf n in Richtung n

X

Matrixdarstellung: f(x) = (1 —2nn" )x

wobeil = , n = n | Spaltenvektor € R™!
0 1 |

n' = (—n—) Zeilenvektor € R'".
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4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das Matrizenprodukt

Hierzu:  f(x) = _1x —2n( nlx )=x—2n(n-x) (vgl. Beispiel 4.5 (iii))
n>
(—n—) n-x

Nun betrachten wir:

(fof)x) = flx—2(n-x)n)
x=2(n-x)n—2[n-(x—2(n-x)n)|n

= x—2(n-x)n—2(n-x)n+4(n-x) n-n n=x

=[nl=1

Interpretation: Spiegelung verkettet mit Spiegelung ist die ldentitdit.

Dasselbe in Matrixformulierung:

(1 —2nn")(1 —2nn") = 11 — 200" 1 — 12nn" + 4nn" nn”
=1—4nn’ +4nn’ =1

|
denn nn'nn' = n | (—n—)| n | (—=n—)=[ n | (—n—)=nn
|

(iv) V=W = U = 2* mit Basis
{t—= 1 t—1tt— ;—z!,t — ’3—3!, N ;{—k,} und der linearen Abbildung f(p) = p’ (vgl.

Beispiel 4.5 (vi)). Es gilt:

0 1 0 0 1 0 0 1 0
A: ’AA:

1 1 1
0 0 0 0 0

0 0 1 0

= 1

..0

0 0

Dies ist die Matrixdarstellung zu (f o f)(p) = p”.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

(v) (vgl. Beispiel 4.5 (vii)) Es seien V =W = U = 2?2 mit Basis {t — 1,t —t,t — t*}.
Betrachte die Abbildungen

1 —s s
fip)@t)=pt—s), dh A=|0 1 =25 |,
0 O 1
1 —r r
gp)(®)=pt—r), dh. B=|0 1 =2r |,
0 O 1
1 —s—r r*42sr+s’ 1 —(s+r) (s+7)?
= AB=| 0 1 —2r—2s = 0 1 —2(s+7r)
0 0 1 0 0 1

= (fog)(p)(t) = plt = (s+7)).

(vi) Es seien V.=W = U = R? mit der Basis {e},e,}. Betrachte die Abbildungen

f = Drehung um Winkel 6, A = ( z _CS ) ,

g = Drehung um Winkel — 0 = (f)~! (Umkehrabbildung),
B — cos(—0) —sin(—0) \ [ ¢ s
N sin(—0) cos(—0) ) \ —s ¢ )’

2+ —cs+sc ) cos?0+sin*6=1 ( I o0

s = (S0 0§ )=t renm=x

Definition 4.12 Sei f : V — W linear, dann heif3t

Ker(f)={veV|f(v)=0} derKernvon f
und Bild(f)={f(v)|veV} dasBildvon f.

Bei gegebenen Basen fiir V und W und einer Matrixdarstellung A zu f : V. — W, schreiben
wir auch Ker (A) bzw. Bild (A).

Beispiele 4.13

(i) EsseienV =W = 22, der Raum aller Polynome (nicht endlich dimensionaler Raum)
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4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das Matrizenprodukt

und f(p) = p'. Dann sind

Ker(f) = {pe2Z|p =0y={t—a|acR} (konstante Funktionen),

Bild(f) = £, dazum Polynomp(t) = o+ oyt + ...+ ot*

oo 023 Ok k+1
das Pol ) = opt + —t —t e —1
as Polynomq(t) = ot + 5 + 3 + +k—|—1

die Eigenschaft ¢ = p hat.
(D.h. jedes Polynom kann durch Ableitung aus

einem anderen hervorgegangen sein.)

(ii) Es seien V=W = 2% und f(p) = p'. Dann sind

Ker(f) = konstante Funktionen = °,
Bild(f) = P21 da Polynome mit Term oyt sich
nicht durch Ableitung iiber % ergeben.

(iii) Betrachtet man die Projektion auf eine Gerade im R? (vgl. Beispiel 4.5 (i)): flx)=
x— (x-n)n wobei n senkrecht auf der Geraden steht und ||n|| = 1. Offenbar ist Bild (f)
genau die Gerade auf die projiziert wird. Ker (f) enthdilt alle Vektoren die auf den
Nullvektor projiziert werden, das sind genau diejenigen die senkrecht auf der Gera-
den stehen (und die ebenfalls eine Gerade durch den Ursprung bilden).

N O
O = =

1
(iv) Betrachten wir die lineare Abbildung zur Matrix A = | 1
0

X1 + 2x + x3 =0
Ker(A):{xE]R3|Ax=0} & X + x3 =0
X2 =0
X = —X3
< {xz = 0
—1
< Ker(A)=<¢r| O teR
1

137



4 Lineare Abbildungen und Matrizen

D.h. der Kern ist geometrisch eine Gerade.

Bild(A) ={b e R? | es gibt x € R3 mit Ax = b}

X1 + 2x + x3 = b
= X1 + x3 = b
2x> = b3

xX1+x3 = by—b;3

& | ntx = b
Xy = %b3
xX1+x3 = by —Db;
54 Xy = %b3

0 = by—by—by
= Bild(A)={beR’ b —b3—by =0}

D.h. das Bild ist geometrisch eine Ebene.

Allgemein gilt, falls {vi,...v,} eine Basis von'V ist:

Bild (f) = {f(v)|veV}
= {f(v) |ve Span{Vla---Vn}}
=span{f(v1),...f(vu)}

Also gilt fiir eine Matrix A
Bild (A) = span{Aey,...Ae,} = span{a',...d"},

wobei d' (wie oben) die Spalten von A sind. Das Bild einer Matrix ist also der von
den Spalten aufgespannte Raum.

Also kann man alternativ auch folgendermafien vorgehen: Addition und Multiplika-
tion von Spalten dndert offensichtlich das Bild (d.h. die Menge aller als Linearkom-
bination darstellbaren Vektoren) nicht. Man bringt die Matrix also durch Spaltenum-
formungen auf eine einfachere Form:

121 1 0 0 1 0
101 |~(1 —20]|, BidA=span{ | 1 |,[ -2
020 0 2 0 2

Beide Darstellungen beschreiben die selbe Ebene.

Weitere Beispiele finden Sie in Aufgabe ?7?.
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4.2 Verkettung von linearen Abbildungen und das Matrizenprodukt

Satz 4.14 Ker (f) ist ein Untervektorraum von'V. Bild (f) ist ein Untervektorraum von W.

Beweis: Ker(f) und Bild (f) sind beide nicht leer, denn sie enthalten stets den Nullvektor.
Weiterhin:

flinear

(i) v, eKer(f)= f(v1)=0, f(v2) =0 fi4+v2) =0 = vi+wv cKer(f).
veKer(f) = f() =0, flav)” ™= af(v)=0 = ave Ker(f)
(i@)  fi=fn1), o= f(v2), dh fi, > €Bild(f),

z.z.ayf1 + o fr € Bild(f).

f linear

Hierzu: f(aqvi+opva)” = aif(vi)+aaf(v2) = oufi+onf
= Beh.

Bemerkung 4.15

o Wenn (x8); Komponenten von x bzgl. Basis B von V und (b$); Komponenten von b
bzgl. Basis C von W, so ist Ker (f) die Losungsmenge des homogenen Gleichungssy-
stems AxB = 0.

Ker(f) = {xeV]Ax®=0}
Bild(f) = {beW|Esgibteinx€VmitAxB:bC}

* Sei xg eine Losung von f(x) = b, dann ist {xo+x | x € Ker (f)} die gesamte Lisungs-
menge.

Hierzu: (i) f(xo+x)= f(x0) +f(x)=b+0=0
= xo + xist auch Losung.
(ii) Seiy eine beliebige Lisung, d.h. f(y) = b;
definiere x ==y — xo, f(x) = f(y) — f(xo) =b—b=0
=y =xo+xmitx € Ker(f).

Diese Losungsmengen sind affine Unterrdume.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Betrachte: A € R™"

\
A1l cvv vev  cee .. QAlp
0
A = : 0 ay ... ag m Zeilen
0 0 0
o ... ... 0 ... O )
nSI;;Iten

(wobei gelte ajq,...ax # 0)

n
Ker(A) = {xER”]Zaijszofiirallei:1,...,k}
=i
n

= {xGR”|x,~: Z —a—l:]:xjfijralleizl,...,k}

j=i+1 i

Bei der Bestimmung des Kerns sind also die x, 1, ...,x, frei wihlbar. AnschlieBend kann

aj i .
man x; = Y"_ . —-“x;: aus diesen Werten berechnen. Sobald man x; kennt, kann man
j—k+1 Apk J

analog x;_ berechnen etc. Fiir das Bild erhalten wir

Bild(A)={beR" | byr1 =...= b, =0}.
Zu beliebig wihlbaren by, ...b; kann man ndmlich wie oben ein Urbild berechnen, indem
man Xy, {,...,x, frei wihlt und dann mittels x; = % — Z?:i 1 %x j die weiteren Kompo-

nenten X, ...x| berechnet.

Beobachtung:
Bei x € Ker (A) konnnen wir also n — k Komponenten frei wihlen, die anderen ergeben sich
dann automatisch. Zu b € Bild (A) kénnen wir k Komponenten frei wihlen, die restlichen
miissen Null sein.

dimBild(A) = &k

dimKer(A) = n—k

Ingesamt sehen wir, dass
dimBild (A) +dimKer (A) = n = dim Urbildraum.
Uberlegungen zum Kern einer Abbildung und dessen Dimension finden Sie auch in Ubung

22,
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4.3 Lineare Gleichungssysteme

4.3 Lineare Gleichungssysteme

Wenden wir uns nun dem Ldosen linearer Gleichungssysteme zu:

ajlxy + apxy + + ayx, = b
a)1xy + anxy + + ayx, = b
. . & A X = b
= e R"™" eR" e R"
am1X1 + appxy + + amnXn = bp
Beispiel 4.16 Betrachte
1 1 2 1
A=AD=1[ 2 0 1 b=bM=| 2
1 01 3
1 1 2 1 1
A =10 -2 -3 PP =10 1121
0 -1 -1 2 111 -1
1 1 2 1 1
A = 0 -2 -3 b3 =1 0 11
1 1
o o | 2 ur—1n
Nun setzen wir riickwdirts ein:
X1
AB) X — pB
X3
1
EX3 = 2=>)C3:4
—2x—3-4 = 0=x=-06
Xx1—6+8 = 1=x31=-1

Man kann die hier verwendeten Zeilenoperationen auch als Matrizenmultiplikation auffas-

sen. Dazu definiert man
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Ubung ??. Aufgabe ?? diskutiert, welche Arten von
linearen Zeilenoperationen bei der LR-Zerlegung nicht erlaubt sind.

Allgemein erhilt man das GauBsche Eliminationsverfahren
1. Schritt: Angenommen, a;; # 0.

Multipliziere die erste Zeile mit — %, addiere dazu die i—te Zeile und lege das Ergebnis in

a
der i—ten Zeile ab:

arpxy + apnx; + ...+ Aa1pXn = by
azy a a a
<—a6111+a21)x1 + (—ﬁalz-i—azz)xz + .+ (—ﬁaln-i—azn Xn = —gibith
1
=0
Am] a a a
(_a all+am1>x1 + (—ﬁ'a]ﬂ-amz)xz + ...+ (—ﬁ'alﬁ-amn Xno o= —bi+by
1

=0

Dies kann man als neues Gleichungssystem schreiben:
AR — p2)

Dabei ist A = LIAM) ein Matrizenprodukt und @ = L(Np(D) ein Produkt aus Matrix
mal Vektor mit den Matrizen L(!) € R™™ sowie A1) = A, p(Y) = b und

all a(ln)
2) 2
A 0 ay, ... a,
0 a,(nzz) aﬁ,%,z
1 O ... ... ... 0 1 0 0
- : (1)
—% 1 . : —1 1
0 0 0 0
(n _ _
N T o A O R
aL . .o P :
: : . : : .00
m (1)
—‘;—“1 0O ... ... 0 1 -L; 0 ... ... 0 1

wobei ll.(ll) = % Hierbei fiihrt die Multiplikation mit der Matrix L) von links dazu, dass

die neue i-te Zeile von A(?) gleich der i-ten Zeile von A minus % mal die erste Zeile von A
ist. Damit ergibt sich:
Ax=D> & APy =p?

Um einzusehen, dass diese Operation die Losungsmenge tatsdchlich nicht verdndert, tiber-
legt man sich zunichst, dass

Ax=b = APy = 1WAy =1Wp = p?),
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4.3 Lineare Gleichungssysteme

Wenn man in L) alle Vorzeichen unter der Diagonalen umkehrt, so erhdlt man die um-
gekehrten Zeilenoperationen (Addition statt Subtraktion). Damit kann man also aus A(?)
wieder A machen, und daher erhilt man analog die umgekehrte Folgerung

APy = b2 = Ax = b,

Zusammen ergibt sich, dass beide Gleichungssysteme dquivalent sind.

2. Schritt: Angenommen, aézz) #£0.
(2)
Multipliziere die zweite Zeile mit — %, addiere dazu die i—te Zeile und lege das Ergebnis
a
wieder in der i—ten Zeile ab. ”

Es ergibt sich ein neues Gleichungssystem:
AP x =pB) mit AC) = L@AQR) p0) = L2)p(2) wobei

1 0 0
0 1() : o 2
2) 2 . Y
12 — I, 1 : mit [;;” = a(z)
: 0 . 0 22

0 -1% 0 o0 1

k—ter Schritt: A®+Dx = pED mig AKH) = LOA® pE+1) — 1EBE) wobei

Y

0 0
0 . :
T : (k)
R™™ s LW =1 (k) mit li(lf) = al(lli)
0 L, T ay
: : 0o - 0
k
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Schema 4.17 (Algorithmus der GauB-Elimination)
FM%knEﬂhnzwumdagx#Oﬁhaﬂek:lp.wn—l:

function A = gauss( A, b )

Gauss method

argument "A" is a matrix with A(i, J) = A_i]
and "b" is the right hand side.

o° o

o\

% get the length of the wvector
[

m,n] = size( b );
for k = 1:(n-1) % eliminiere Spalte
for i =(k+1):n % bearbeite Zeile
1 =A(i,k)/A(k,k);

for j = k+1l:n

A(1,J) = A(1,]) - 1xA(k,]J);
end
b(i) = b(i) - 1xb(k);
A(i,k) = 0; % nicht unbedingt notwendig
end

end

Was macht man, wenn a,((],? =0 gilt?

» Zeilen vertauschen (Gleichungen umnummerieren)
* Spalten vertauschen (Variablen umnummerieren)

Wenn beides nicht geht, dann sind bereits alle Zeilen ab Zeile k nur mit Nullen gefiillt:

1
0 :
. k—1 (k—1)
AH) 0 “1&1,1271 S AT bk_kl
0 ... 0 0 b
0 0 0 bg,lf)
Fall 1: b,(ck) == bg,f )20 & Das Gleichungssystem ist 16sbar und xg, ...x, sind (nach

eventueller Umnummerierung) frei wihlbar < dimKer(A) =n— (k—1).

Fall 2: bl(k) # 0 fiir ein i € [k,m] < Das Gleichungssystem ist nicht 19sbar.
Ein Beispiel fiir diese Fille finden Sie in Ubung ??.
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4.3 Lineare Gleichungssysteme

Wenn das Verfahren in dieser Form bis zum Ende durchfiihrbar ist, erhalten wir ein Glei-
chungssystem der Form

rit ri2 ... n

0 " by
Re=b mit R=| = ' | o=

: Tl b

0O ... 0 rn "

Dies kann man von unten nach oben durch Einsetzen 19sen.
Schema 4.18 (Riickwiirtseinsetzen)

function x = bw_insert( R, b )

insert backwards

argument "R" is the upper right triangular matrix
and "b" is the right hand side.

o° o

o\

% get the length of the vector
[m,n] = size( b );

for k = n:-1:1
s = b(k);
for j = k+1:n
S s — R(k,J)*x(J);
end
x(k) = s/R(k,k);
end

Folgerung 4.19 (Dimensionsformel) Sei ' : V — W linear und dimV endlich, dann gilt:
dimV = dimKer (f) + dimBild (f)

Beweis: Betrachte die Matrixdarstellung A von f zu irgendwelchen Basen in V und W.
Man kann diese Matrix unter Zuhilfenahme von linearen Zeilenoperationen, Zeilen- und
Spaltenvertauschungen immer auf die Gestalt

all *

Akk
0

(wobei a;; # 0 fiir alle i < k) bringen, wie wir uns anhand des GauB3-Verfahrens tiberlegt
haben. Wir haben uns ebenfalls iiberlegt, dass sich die Losungsmenge des Gleichungssy-
stems dadurch nicht veridndert, wenn man die selben Operationen auch auf die rechte Seite
anwendet.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Um nun dimKer (f) = dimKer (A7) zu berechnen, suchen wir Lésungen von A sx = 0. Da
die rechte Seite der Nullvektor ist, veridndert sie sich durch Zeilenoperationen nicht. Wir
konnen also stattdessen das Gleichungssystem AX = O betrachten, wobei X aus x durch Um-
nummerieren der Eintrige entsprechend der durchgefiihrten Spaltenvertauschungen ent-
steht. Wie wir uns bereits oben iiberlegt haben, kann man dann X ,--- , X, frei wihlen,
entsprechend sind also in x auch n — k Komponenten frei wihlbar.

Analog kann man sich iiberlegen, dass sich die Dimension des Bildes durch linearen Zei-
lenoperationen, und Zeilenvertauschungen nicht @ndert (denn die Operationen, die auf
der rechten Seite durch Multiplikation mit den Matrizen L* durchgefiihrt werden, #indern
die Bilddimension nicht — vielmehr sind diese sind invertierbar). Spaltenvertauschungen
haben offenbar gar keinen Einfluss auf das Bild. Oben haben wir bereits gesehen, dass
dimBild (A) = k. Insgesamt gilt also

dimV =n=n—k+k = dimKer (Af) + dim Bild (Af) .
O
Folgerung 4.20 (Spaltenrang = Zeilenrang) Fiir den Spaltenrang definiert als die Di-

mension des von den Matrixspalten aufgespannten Raums (=dimBild (A)), und den Zei-
lenrang, definiert als die Dimension des von den Matrixzeilen aufgespannten Raums, gilt:

Spaltenrang = Zeilenrang

Beweis: Wie oben bringt man die Matrix durch lineare Zeilenoperationen, Zeilen- und
Spaltenvertauschungen auf die Gestalt

all *

Akk
0

Die ersten k Zeilen dieser Matrix sind offensichtlich linear unabhéngig, da a;; # 0. Al-
so ist auch ihr Zeilenrang gleich k. Durch lineare Zeilenoperationen verindert sich die
Dimension des von den Zeilen aufgespannten Raumes aber nicht, denn die neuen Zeilen
sind ja Linearkombinationen der alten Zeilen und umgekehrt. Vertauschungen (d.h. Um-
nummerierungen) dndern die Dimension ebenfalls nicht. Also ist auch der Zeilenrang der
Ursprungsmatrix k.

Dass der Spaltenrang k ist, haben wir uns ja bereits oben iiberlegt.

Notation 4.21 Wir sagen fiir Spalten- bzw. Zeilenrang

Rang von A (Rang(A))
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Den Rang einer Matrix berechnen Sie in Ubung ??.

Folgerung 4.22 Sei A € R™" Rang (A) = n (maximaler bzw. voller Rang). Daraus folgt

(i) Die Zeilen- und Spaltenvektoren bilden jeweils eine Basis des R".
(ii) Ker(A) ={0} (dimKer(A)=0)

(iii) Das Gleichungssystem Ax = b ist fiir jede rechte Seite b € R" eindeutig losbar.

4.4 Inverse Matrizen

Wenn eine quadratische Matrix A vollen Rang hat, dann gibt es zu jedem b genau ein x
mit Ax = b. Es gibt also eine Abbildung (die Umkehrabbildung zu x — Ax), die die rechte
Seite b auf die Losung x des zugehorigen Gleichungssystems abbildet. Wenn diese Abbil-
dung linear ist (was man zeigen kann), so muss sie durch eine Matrix darstellbar sein. Die
Matrix konnen wir bestimmen, indem wir die Umkehrabbildung fiir alle Einheitsvektoren
auswerten.

Dazu betrachten wir zunéchst eine sogenannte Rechtsinverse Matrix ¢ und eine Linksin-
verse 2 :

* Lose die n Gleichungssysteme: A | y; | =e;
|
| |
Definiere die Matrix % = [ y; --- y, |, dann gilt
| |
. | 1 0
A@ = ey ey -+ €y =
o | 0 1
1 0
Wie bisher bezeichnen mit 1 = . die Einheitsmatrix, die die identische
0 1

Abbildung (bei fester Basis) f : V — V, x — x darstellt.

* Lose die n Gleichungssysteme: (—x; —)A = (—¢; —).
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

. . . — X2 — .
Definiere die Matrix 2" = , dann gilt
—_— xn —_—
ZA= =1

* Nunzeigenwir ' =% : X =Z1=FAY =1% =%
Zusammengefasst gelangen wir zu folgender Definition:
Definition 4.23 Eine Matrix A € R™" heif}t invertierbar , falls es eine Matrix B gibt mit:
BA=AB=1

Wir schreiben A~ := B.

Falls Rang (A) = n ist, so ist A invertierbar und man berechnet A~! wie oben beschrieben,

A l=2 =w.

Beispiele 4.24

sin®

«A— cos® —sin® A-l cos®
~\ sin® cos® /’ ~ \ —sin® cos® /°

o A=1—2nn" mit||n|| = 1 (Spiegelung), dann ist A~" = A

A U T A
0 1 ~\0 1 )
Weitere Beispiele fiir inverse Matrizen finden Sie in Ubung ?? und ??.

Betrachten wir die Struktur des Raumes der Matrizen:

A= (Clij) i=1,..m » B= (blj) i=1,..m
j=1,...n j=1,..,n
QA = (aa;jj) ;—y..n (skalare Multiplikation)
j=1,.. n
A+B= (a,'j—l-bij) i—1...m (Addition)
j=1,..,n
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Wir iiberpriifen leicht die Vektorraumaxiome fiir den Raum der Matrizen. Wenn man die
Spalten einer m x n Matrix untereinander in einem Spaltenvektor mit mn Eintrigen anord-
net, so werden Matrizen zu Vektoren im R"". Die skalare Multiplikation iibertrdgt sich
genauso wie die komponentenweise Addition. Damit sind die Vektorraumeigenschaften
dann auch offensichtlich erfiillt.

Folgerung 4.25 Der Raum der m x n Matrizen ist ein Vektorraum der Dimension mn.

Eine Basis des Raums R""" ist gegeben durch die folgenden Matrizen:

1 00 ... 0 010 ... 0 00 0 ... 1
000 ... 0 000 ... 0 000 ... 0
0 00 0 000 ... 0 0 00 0

0 00 0 00 0 . 0 0 0 0 0
1 00 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 00 0 0 0 0 1

Konkret auf dem R?? erhilt man die kanonische Basis

10 01 0 0 00
0 0)’ 0 0 )’ 1 0)’ 0 1)
Betrachten wir n x n-Matrizen und die Matrizenmultiplikation. Es gilt
A,B,CcR": A(BC)=(AB)C.

Das heisst fiir die Matrizenmultiplikation gilt ein Assoziativgesetz. Ebenso gilt ein Distri-
butivgesetz, namlich
A,B,CeR": (A+B)C=AC+BC.

Aber Achtung: Im Allgemeinen gilt AB # BA, d.h. die Matrizenmultiplikation ist nicht
kommutativ. Ferner gibt es Matrizen A # 0, B # 0 mit AB = 0, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 4.26
0 1 11 00 0 2
(1) o=(o0) m=(00) m=(05)
Notation 4.27 Mit GL(n) bezeichnen wir die Menge der invertierbaren Matrizen.

Achtung: Fiir n > 1 ist GL(n) kein Korper.

Den Zusammenhang zwischen dem Matrizenprodukt und der Matrix-Inversen betrachten
Sie in Ubung 2?.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.5 Die GauB-Elimination als LR-Zerlegung

Kehren wir zur GauB3-Elimination zuriick (m = n, a,(cll? #0):

(n)

ay, *
R:= :A(n) — L(n—l)A(n—l)
0 a)
Wir beobachten zunéchst:
1 1
1 1
—lk+1,k 1 lk-l—l,k 1
_ln,k 1 ln,k 1

L‘(;) (L(;),)fl

D.h. die Matrizen L sind invertierbar und die Inversen konnen leicht angeben werden.

Wir folgern weiter:

=:L
Nun gilt es die Matrix L explizit zu bestimmen.

1 1 1

Ferner:

Damit ergibt mittels Iteration L =

Zusammenfassend sehen wir, dass A zerlegt werden kann in eine linke untere Dreiecksma-

150




4.5 Die GauB-Elimination als LR-Zerlegung

trix L und eine rechte obere Dreiecksmatrix R:
A=ILR
Bemerkung 4.28 Im Fall verschiedener rechter Seiten b und gleicher Matrix A:

Losenvon Ax=">b: 1. ZerlegeA = LR nur einmal
Vorwdrtseinsetzen  — 2. Lose Ly=»b LRx=b<Ax=D>
Riickwdrtseinsetzen — 3. Lose Rx =y

Beispiel 4.29 Fiir die Matrix aus Beispiel 4.16 erhalten wir die folgenden Matrizen L und
R. Man sieht, dass in L genau dort Eintrdge (die weder Null noch Eins sind) stehen, wo in
R Nullen stehen, man kann diese Eintrdiige also igemeinsam in einer Matrix speichern.

I 1 2 1 0

2
1], R=4A0= -2 -3 |, L= 1
1 ! |

speichern

1
2
1

S O =

Schema 4.30 (LR-Zerlegung) Im Fall m = n unter der impliziten Annahme a]((],? = 0 fiir
k=1,...,n—1(d.h. ohne Zeilenvertauschung ) speichert man die L-Matrix direkt im unte-
ren Dreieck der Ausgangsmatrix (die 1-Eintrdge auf der Diagonalen muf3 man nicht spei-
chern):

function A = LRdecomposition( A )

LR — decomposition

argument "A" is a matrix with A(i, J) = A_ij
L and R are stored in A

o° o

o\

% get the size of the matrix
[

m,n] = size( A );
for k = 1:(n-1)
for 1 =(k+1) n
1 =2A(i,k)/A((k,k);
A(i,k) = 1;
for 7 = k+1:
A(i,J) = A(i,j> - 1xA(k,3);
end
end
end

151



4 Lineare Abbildungen und Matrizen

In Aufgabe ?? sehen Sie, wie man diese Funktion zusammen mit Vorwirts- und Riickwirts-
Einsetzen zu einem Programm zum Losen von linearen Gleichungssystemen zusammen-
setzt.

4.6 Determinanten

Bisher haben wir lineare Abbildungen kennengelernt, die mittels Matrizen kodiert werden.
Ferner haben wir gesehen, dass Matrizen selber wieder einen Vektorraum bilden. Jetzt wol-
len wir eine wichtige spezielle Abbildung auf n x n-Matrizen betrachten, die Determinante.

Wir suchen eine Abbildung
det: R"" — R

mit den Eigenschaften

(D1) detist linear in jeder Zeile, d.h.

— ai — — a — — a —
— a4 — — aj-1 — — aj-1 —
det| — Ocaj+[3aj — | =adet| — a; — +Bdet| — aj —
— dj+1 — — 4j+1 — — dj+1
— an — — ap — — an —

(D2) IstRang(A) < n, dann ist detA =0
(D3) detl =1

Beispiel 4.31 Betrachten wir den Fall n =2, d.h. 2 x 2 Matrizen:

ap apn
det =ajax —apnaz)
a axn

Nachweis von (D1):

oap+pa xapp+ pa - -
det( u+pan 12+p 12> = (aay +Ban)ax — (oan+ Badn)an

az) an
= o(ajjaxn —anaz)+ B (anaxn —anan)

a a a a
—  odet 11 12 -l—ﬁdet 11 12
az) a2 az) a2

(analog hierzu fiir die zweite Zeile)
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Achtung: In der Regel ist det(atA) # acdetA und det(A +A) # detA + detA!
Nachweis von (D2):
Rang( anan ) <2 & Zeilen linear abhdngig.

azr an
Ohne Beschrdnkung nehmen wir an: a1 = 0ajy,az = otan

a a
= det( i 12 ) = Qajiapy — Aapa;; =0

Gajp Qapn
. 1 0
Nachweis von (D3): det 01/ 1

Damit ist gezeigt, dass die obige Formel den Axiomen (D1), (D2), (D3) geniigt. Wir wissen
aber weder, wie die Determinante fiir n X n-Matrizen aussieht, noch (auch fiir 2 X 2 Matri-
zen) ob die oben beschriebene die einzige Funktion auf Matrizen ist, die diesen Axiomen
geniigt.

Determinanten von 2 x 2-Matrizen finden Sie in Ubung ??, eine dhnliche Formel fiir 3 x 3-
Determinanten in Aufgabe ??.

Satz 4.32 Es gibt genau eine Abbildung det : R™" — R, die allen drei Eigenschaften
(D1), (D2), (D3) geniigt. Wir nennen diese Abbildung die Determinante und schreiben
detA fiir A € R™".

Bemerkung 4.33 Dieser Satz macht zwei Aussagen:
(Existenz) Es gibt eine solche Abbildung.
(Eindeutigkeit) Es gibt nicht mehr als eine solche Abbildung.
Bevor wir den Satz weiter diskutieren hier eine Hilfsaussage.

Lemma 4.34 det: R"" — R sei eine Abbildung, fiir die Eigenschaften (D1), (D2), (D3)
gelten, dann folgt:
(i) Falls man A aus A durch Vertauschen zweier Zeilen erhdilt, so gilt

detA = —detA.

(ii) Falls man A aus A durch Multiplikation einer Zeile mit . € R erhdilt, so gilt

detA = A detA.

(iii) Falls man A aus A erhdlt, indem man zu einer Zeile das Vielfache einer anderen Zeile
dazu addiert, so gilt
detA = detA.

(Invariant unter elementaren Umformungen)
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Beweis: zu (ii):

J D1 J
det| — Aa; — (:))Ldet — aj —
— 4j+1 — — aj41 —
A A
zu (iii):
— ay — Y — — aq —
— 41— |y — aj-1 — — aj-1 —
det| — aj+Aa; — | '='"det| — a; — [+Adet|] — @ —
— ajt1 — — aj41 — — aj41 —
A A (*)

(x) gilt, denn Zeile i und Zeile j sind gleich, somit hat die Matrix einen Rang kleiner als n.

zu (i): ohne Beschridnkung sei i < j und wir notieren im Folgenden nur die i-te und j-te
Zeile:

— a; — — aj+aj — — ai+aj —
det : (ﬂ) det : (2) det :
— 4j — - 4 — aj—(ai+ta;) —
— aj+aj — — aj+aj—a; — — aj
— det ) det : W (1) det
—  —a; — — —a; — — q;
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Nachweis der Eindeutigkeit. Nun weisen wir die Eindeutigkeit nach und zeigen ein
Schema zur praktische Berechnung. Erinnern wir uns hierzu an die Gau3-Elimination:

(k)
wobei ang) = aﬁ.k) — lj(.?a,((k) fir j=k+1,...,n mit l](.],? = ;% Das heisst, der kte Schritt
der GauB3-Elimination ist nichts anders als eine Folge von n —klkc elementare Umformungen,
bei denen ein Vielfaches der kten Zeile zu einer anderen Zeile hinzuaddiert wird. Nach
Lemma 4.34 (iii) wissen wir damit detA = detA@ = ... =detAW, sofern keine Zeilenver-
tauschungen notwendig waren in der Gau3-Elimination.

Falls m Zeilenvertauschungen nétig sind, dann ergibt sich nach Lemma 4.34 (1) pro Vertau-

schung ein Faktor (—1), d.h.
detA = (—1)" detA™)
mit
r
2

Dabei wurden keine Spaltenvertauschungen durchgefiihrt; d.h. es sind groBere Absitze
moglich zusammen mit abschlieBenden Nullzeilen!
Tritt eine Nullzeile auf (d.h. Rang (A) < n), so folgt mit Lemma 4.34 (i) und A =0:

detA™ =0 = detA = 0.
Tritt keine Nullzeile auf, so folgt:

r *

-
detA = (—1)"detA™ wobei A" = 2 , mit r;; 7 0.
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Mit weiteren elementaren Umformungen erreicht man, dass das obere Dreieck (*) auch

(n)
i”_) = lag,"), wobei A = 75 mit agf,? = Fun» Usw.). Damit folgt

Ann

dann schliesslich wiederum mit dem obigen Lemma:

verschwindet (aﬁln_)l —a

ri 0
detA = (—1)"detA" = (—1)"det
0 Fon
1 0
i r
(l:l) (—l)mrndet 2
0 T'nn
= ... :(—1)mr11~...~rnndet]l

=1

Somit ist dann aber detA eindeutig bestimmt (denn jede Abbildung mit den Eigenschaften
(D1), (D2), (D3) muss diesen Wert ergeben) und der Gaul3-Algorithmus liefert ein prakti-
sches Berechnungsverfahren. Da wir aber zu Beginn bereits angenommen haben, dass es
eine solche Abbildung det existiert, ist die Existenz damit noch nicht bewiesen.

Eine dhnliche Uberlegung finden Sie in Aufgabe ??.
Ferner halten wir fest:

Schema 4.35 (Algorithmus zur Berechung der Determinante) Zur Berechung fiihre ei-
ne Gaufs-Elimination auf der Matrix A durch. Falls hierzu m Zeilenvertauschungen not-
wendig sind, dann ergibt sich:

i *
detA = (—1)"ri1ro...ra fallsA" =

Bemerkung 4.36 Diese Formel gilt auch, falls Rang (A) < n, da dann mindestens einrj; =
0 ist.

Beachten Sie, dass in der Gauf3-Elimination nur genau die beschriebenen Zeilenoperatio-
nen erlaubt sind. Die Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl (die ja die Losungs-
menge eine Gleichungssystems unverdndert ldsst), dndert ja beispielsweise die Determi-
nante.

Die Berechnung von Determinanten iiben Sie in Aufgabe ??, den Zusammenhang zwischen
GauB-Elimination und Determinanten diskutieren auch die Aufgaben ?? und ??.
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Nachweis der Existenz und eine rekursive Definition. Nun wenden wir uns dem
Nachweis der Existenz einer Funktion auf Matrizen zu, die den Axiomen (D1), (D2), (D3)
geniigt. Dies tun wir, indem wir eine Formel (genauer gesagt mehrere Formeln) zur Berech-
nung angeben und nachweisen dass diese die Axiome erfiillen. Hierbei zeigen wir auch ein
weiteres, theoretisch interessantes Berechnungsschema.

Satz 4.37 (Entwicklung nach der j-ten Spalte)
Fiirn > 1 gilt: detA = Z(—l)iJ“jaijdetA,-j,
i=1

wobei A;j die (n— 1) x (n— 1) Matrix ist, die sich ergibt, wenn man die i-te Zeile und j-te
Spalte der Matrix A streicht. Fiir n =1 gilt det(a) = a.
Die Formel gilt fiir jedes jmit 1 < j < n.

Bemerkung 4.38 Die Formel fiir die Abbildung det(-) ist rekursiv:

n=1: deta=afiira e R
Hier ist die skalare Zahl a gleichzeitig als 1 x 1 Matrix zu verstehen. Diese Funktion
auf 1 x 1 Matrizen ist offensichtlich die einzige Funktion, die (D1),(D2),(D3) erfiillt.

n-1~>n: Wenn man det(-) auf (n — 1) x (n — 1)-Matrizen berechnen kann, dann sagt die For-
mel aus dem Satz, wie det(-) auf n X n Matrizen berechnet wird.

Die Formel ist theoretisch interessant, aber fiir groflere n (n > 3) algorithmisch viel zu

teuer!
Beispiele 4.39
Falln=2:
det( arn alZ) jil (—l)Hlandet(azz)+(—1)2+1a21det(a12)
azy a2
= djiaz2 —azidai2
1 2
det( 3 4) = 1-4-2.3
Falln = 3:
aip 42 a3
det| az1 axp ax = a11d6t< 922 @3 >—a21 det( @iz a3 )
azy asz aszy dass
aszp dszy dass
+a31det( f12 413 )
azy dazs
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

= ay1(anasz —axazn) —ax(anaz; —azaz) +azi(apas — ajzan)

1 1 2 j=1
A= 2 3 1 |, detA = 1-3-1)—-2-(1-2)+1-(1-06)
1 1 1
= 242-5=-1
j=2
detA "= (=1)-(2—=1)+3-(1-2)—1-(1—4)
= —-1-343=-1

Nun zum Nachweis der Eigenschaften (D1),(D2),(D3):

(—1)"a;;d(A;;)  erfiillt (D1),(D2),(D3).

M=

Zu zeigen: d(A) =
1

~.

Hierbei konnen wir induktiv verwenden, dass fiir d(-) auf (n — 1) x (n — 1) Matrizen diese
Eigenschaften schon nachgewiesen seien.

zu (D1)| (Linearitit in der k-ten Zeile fir k= 1,...,n)

keine Beitrdge aus
der k-ten Zeile

Linear in der aus
der k-ten Zeile

keine Beitrédge aus St_amrflende
der k-ten Zeile Eintrigen

Linearitiit offensichtlich

zu (D2)| Falls Rang (A) < nist, folgt: Es gibt eine Zeile a;, die Linearkombination der anderen

Zeilenist: aj = Z a;a;. Mit elementaren Umformungen der Form
i#]

(%) aj<—a;—o;a; firallei# j

erhilt man eine Matrix A mit einer Nullzeile. Fiir diese Matrix A gilt nach (D1) aber
d(A) = 0d(A) = 0. D.h. zu zeigen ist, dass elementare Zeilenumformungen (*) die
Abbildung d(-) nicht verdndern.

Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir eine Matrix A mit zwei gleichen Zeilen d(A) =0
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ist. Denn, wenn dies gilt so folgt:

D1
d —ad )
-0
) ) as=ar,s<r . .
Also ist zu zeigen d *T="70 fiir n x n Matrizen.

Den Beweis hierzu fiithren wir wiederum mit Induktion iiber die Dimension 7:
(#)  L(=1)Hayd(Aij) = (=1)ayd(Ar) + (=1)agd(As))
' T

fiir i # s und i # r = A;; hat zwei gleiche Zeilen

= d(A;j) = 0, damit gibt es nur zwei Summanden.
Falls r = s+ 1 ist, folgt A,; = A;; und sowieso a,; = ay;. Ferner gilt dann (—1)""/ =
(—1)(—1)*"/, d.h. zusammengefasst, die rechte Seite der obigen Gleichung (xx) ver-
schwindet. Also istd(A) = 0.

s —
Falls r = s+ k gilt, dann geniigen (k-1) )
Zeilenvertauschungen um aus A,; die :
Matrix Ag; zu erzeugen (0.B.d.A. sei 3
r>s). 3
r=s+k —»

Da fiir (n — 1) x (n— 1) Matrizen aber bereits d(B) = det(B) fiir alle B € R*~ "1
gilt, folgt dass

d(As) = (—1)Fd(A) = (1) d(A,)
() = d(A)=(-1)Ya,dA;)+ (1)1 q,d(A,) =0.
—_——

(71)r+j71:7(71)r+j

nur fiir i = j,
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e 1 i=g
wobei 9;; = { 0 ; sonst
die Einheitsmatrix im R”~!"~!, Mit Induktion iiber n erhilt man d(1) = 1.

. Die Streichungsmatrix 1;; ist fiir jedes i = 1,-- - ,n stets

Damit haben wir die drei Eigenschaften (D1), (D2), und (D3) gezeigt. Somit ist also d(A) =
detA.

|

Die Entwicklungsformel gibt uns viele verschiedene Wege eine Determinante zu berech-
nen. Aufgrund des Eindeutigkeitsresultats ist jedoch klar, dass fiir eine gegeben Matrix
(unabhiéngig davon nach welcher Spalte man entwickelt) stets dieselbe Zahl herauskom-
men muss. Das Entwickeln von Determinanten iiben Sie in Aufgabe 2?.

Betrachten wir nun Rechenregeln fiir die Determinante: Die transponierte Ma-

a - dip
trix zu einer Matrix A = | : : erhdlt man, indem man die Zeilen und Spalten
anl - dpn
vertauscht:
aii ani
AT — .
Ain - dnn

Lemma 4.40 Es gilt det(A) = det(AT).

Beweis: Wir miissen zeigen, dass det(AT) die Eigenschaften (D1),(D2) und (D3) erfiillt:

Z.z. det(AT) ist linear in der j-ten Zeile fiir alle j = 1,...,n < det(A) ist linear in der
Jj-ten Spalte.
Dies ist offensichtlich, da fiir festen Spaltenindex j und fiir eine Entwicklung nach
der jten Spalte gilt

n
det(A) = ) (—1)""a;;det(A;;)
i=1
alj
linear in : ist.

zu (D2)| Es gilt Rang (AT) =Rang (A) (da Zeilenrang = Spaltenrang). Damit folgt aber: Rang (A) <
n= Rang (AT) < n= det(AT) =0

Es gilt det(17) = det(1) = 1.

160



4.6 Determinanten

Damit gilt det(A) = det(AT) nach dem Existenz- und Eindeutigkeitsresultat.
O

Insbesondere kann man also statt nach einer Spalte auch nach einer Zeile entwickeln, und
statt elementarer Zeilenumformungen auch elementare Spaltenumformungen zur Berech-
nung verwenden.

Satz 4.41 Mit der Determinante konnen wir eine explizite Formel fiir die inverse Matrix
angeben, die sog. Cramersche Regel:
A=

~ L (1)

=1,..,n
:1,..,n

Hierbei sind A j; die Streichungsmatrizen aus 4.37.
Achtung: In der Formel steht A j;, nicht A;;.

a b\ 1 d —b

c d ad—bc\ —c a
Prob a b d —-b\ ad — bc 0 (10
rove: “d be\ ¢ d —c a - ad—bc 0 —cb+da )] \ 0 1

Beweis: Zu zeigen ist AA = det(A)1, wobei A = ((—1)""/detAj;) i-1... die sog. adjun-
ji=1,...,n

gierte Matrix bezeichne. '

Man entwickelt dazu det(A) nach Zeile i:

Beispiel 4.42

n

n
det(A) = Z (_ Hjalj det lJ Z a;jdji = i

= die Diagonale von AA enthilt nur Eintriige detA.

Was steht abseits der Diagonalen?

Die k-te Spalte von A bleibt unverindert, wenn wir die k-te Zeile von A indern, da diese
in Ay; gestrichen wurde. Wenn wir in A nun die k-te Zeile durch die i-te Zeile ersetzen, so
erhalten wir bei Entwicklung nach der dieser k-ten Zeile (falls i # k)

— ai — n

0 = det :Z(— kﬂaudet Ak] Zaua]k— k
— a; — < k-te Zeile  J=1

Abseits von der Diagonalen sind also alle Eintriige 0. Damit ist dann aber AA = det(A)1
gezeigt.
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

O
Satz 4.43 (Produktregel fiir Determinanten) Fiir A,B € R™" gilt:
detAB = detAdetB
Beweis:
Rang(A) <n oder Rang(B)<n < Rang(AB)<n< Ker(AB)# {0}
\ \ \
detA =0 detB=0 detAB=0

D.h. wir kénnen uns auf den Fall Rang (A) = Rang (B) = n beschrinken. Betrachten wir
also diesen Fall:

Definieren wir

detAB
d:R™ 5 R,d(A) = —
detB

(detB # 0 da Rang (B) = n). Wir zeigen nun, dass fiir d(.) die Axiome (D1), (D2), (D3)
gelten:

Betrachte

A= — a4 — ;

dann ist die Abbildung RI® — ]R”‘,al- > a;B linear = detAB linear in der i-ten
Zeile firalle i = 1,...,n = d(A) linear in den Zeilen von A. (v')

zu (D2) | siehe die Eingangsbetrachtung dieses Beweises fiir den Fall Rang (A) < n (v')
zu (D3)| d(1) = €8 = 1 (v)

Damit gilt aber nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz

_ detAB

d(A) = o detA = detAB =detAdetB.
O
Folgerung 4.44 Es gilt:
det(A™1) = (detA) ™' =
Beweis: 1 =det] =det(AA~') =det(A)det(A™!) = det(A™!) = deltA
O
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4.6 Determinanten

Geometrische Bedeutung der Determinante Erinnern wir uns, dass das Skalar-
produkt der Lingen- und Winkelmessung diente. Die Determinante hat ihre Anwendung in
der Fldachen- und Volumenbestimmung.

—la]

Parallelogramm

Was ist der Flacheninhalt

d(ay,ay)

des durch die Vektoren a;,a> € R? aufgespannten Parallelogramms?

(i) Prinzip von Cavalieri: d(aj,ay) =d(ay,ap — Aay)
——

=dy
Die Fldche hingt nur von Grundseite und Hohe ab, wenn wir a; als Grundseite
wihlen, konnen wir den Endpunkt von a; also beliebig parallel zu a; verschieben.

Aa d(Aa,b) = d(al,),az) = )"d(alaaZ)

Ad@b)  Damit dies auch fiir A < 0 gilt, vereinbaren wir,
a dass das Vorzeichen abhéngig von der Orientie-
rung der beiden Vektoren gewihlt wird.

b

1l
(giig Dabher gilt auch d(ay,ay) = —d(az,a;). Zum Nachweis verfahren wir wie folgt:

d(ay,ap) = d(aj,ax+ay)=d(a;—(ax+ay),ar+a)) =d(—az,a, +ap)
= —d(m,ax+a1)=—d(ar,ar+a1 —ap) = —d(az,ay)

Vergleiche hier das Vorgehen im Beweis von Lemma 4.34.

(iv) Das Einheitsquadrat hat Flicheninhalt d(e,e;) = 1

—a;—

Notieren wir ai,a; in den Zeilen einer 2 x 2-Matrix A = ( ), dann sind dies genau

—a—
die Eigenschaften, die wir beim Beweis der Eindeutigkeit der Determinante benutzt haben.
Alsod(ay,a;) =det(A). Der Flicheninhalt des durch ay, a; aufgespannten Parallelogramms
ist also gleich det :Z;: )

Dies gilt ganz analog fiir durch 3 Vektoren a;,a;,a3 € R? aufgespannte sogenannte Paral-
lelepipede:
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Aay + Uay

/]
/
7/ /

az

ai

Volumen = det| —ar—
—a3— o

Prinzip von Cavalieri det | —ar— | =det | — a —
—a3— —az — Aay — Ha,—

Volumen des Einheitswiirfels = det| —e;— | = detl =1

az

ai
Zusammenhang mit dem Kreuzprodukt Wir wissen bereits, dass ||a; A az|| gleich
der Fliche des von a;,a; aufgespannten Parallelogramms im R ist. Sei & = a3 - % die

Hohe des Parallelepipeds. Dann gilt, da a; A a, senkrecht auf a; und a; steht, dass
](al /\az) -a3| = h||a1 /\a2||

das Volumen des Parallelepipeds darstellt. Nun gilt aber auch, dass

4 Entw. n. 3. Zeile
det | —ar— = a3 (apa23 —a3az)
—az— (a1 na)y
+az (—1)(an1a23 —ai3az)
(01/‘\,612)2

+azs(aiaxn —apnazy)
——
(a1/az)3

= as - (611 /\az)
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4.6 Determinanten

D.h. beide Zuginge iiber Determinante und Kreuzprodukt fithren auf den gleichen Volu-
menbegriff.

Betrachtet man eine Matrix als lineare Abbildung, so gibt ihre Determinante an, wie sich
das Volumen eines Korpers unter dieser Abbildung dndert. Diese Eigenschaft betrachten
Sie nédher in Aufgabe ??.
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5 Mehrdimensionale Differentialrechnung
Zur Erinnerung: Zu einer Funktion

x|
FR R f(x) & xf s £ (X1 Xn)

Xn
hatten wir bereits Richtungsableitungen kennengelernt:

aif(X) _ axif(x) _ g_f(x) — lim f(xla" '7xi—1>xi+h7xi+17"'7xn) _f(x17---7xn)

h—0 h

Man nennt f : R" — R richtungsdifferenzierbar in Richtung von x;, falls dieser Grenzwert
existiert (Siehe Definition 2.37). Der Vektor aller Richtungsableitungen (als Zeilenvektor)
heil3t

(V) () = (9 f(x), 0, f(x); -, O, [ (%))

In 1D haben wir eine zweite Definition der Ableitungen kennengelernt, die dquivalent zur
Definition mittels Differenzenquotienten ist:

Demnach heifit eine Funktion f : D C R — R differenzierbar in x° € D, falls es eine Zahl
a € R gibt, so dass

£3) = £00) +alx—x") +o(x—22),

=h
wobei 2 22 0 (Siehe Satz 2.29).
Hierzu haben wir die folgende Interpretation betrachtet:
F(x0) + a(x —x°) ist eine affine Funktion, die bis auf Terme hoherer

lineare Funktion in (x — xo)
Ordnung ( o(x —x°) ) die Funktion f in der Umgebung von x° approximiert.

Nun zum allgemeinen Fall: Hier greifen wir das Konzept einer lokalen Approximation
durch eine affine Funktion auf und nennen eine Funktion f : R" — R™ differenzierbar in
einem Punkt x € R” falls die Funktion bis auf Terme hoherer Ordnung in einer Umgebung
von x durch eine affine Funktion approximiert werden kann. Die lineare Abbildung, die
hierzu gehort, nennen wir Ableitung der Funktion in x. Die dazu gehorige Matrix (zum
Beispiel bezogen auf die kanonischen Basen im R” und R"™) ist eine m x n Matrix. Wir
erhalten somit die folgende Definition:
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Definition 5.1 (Differenzierbare Funktionen auf dem RR") Eine Funktion
f:R"— R"™

heift (total) differenzierbar in x° € R”, falls es eine lineare Abbildung a : R* — R™ gibt,
so dass
f(x) = f(°) +alx—x") +olx—x7),

0 h) h—0

wobei o : R" — R™ einen Funktion ist mit T — 0.

Die lineare Abbildung a bzw. die m x n-Matrix A € R™" (mit f(x) = f(x°) +A(x —x°) +
o(x—x2), wobei A(x — x°) nun das Matrix-Vektor-Produkt bezeichnet)zu a nennen wir Ab-
leitung von f in x° und bezeichnen A als Jacobimatrix.

5.1 Skalare Funktionen auf dem R
Konzentrieren wir uns zunichst auf den Fall m = 1:
X1

fR"—R;| : = (X, xn)

Xn

Die dazugehorige Ableitungsmatrix A € R ist ein Zeilenvektor. Was steht in diesem
Zeilenvektor? Betrachte hierzu eine Storung x = x° 4 he; von x° in Richtung ¢;, dann gilt

0

0
f(x(])a'--7x?—lax?+hvx?+l7“-7x2) = f<x(l)7"'7x2) + <_A_> h —|—0(/’l€,‘),

0

0
f(x(l),...,x?fl,x?—l—h,xgﬂ,...,xg) —f(x(l),...,xg) o(he;)

h

(0uf) (%) = 4, (VHE) =4,
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5.1 Skalare Funktionen auf dem R"

D.h. eine (total) differenzierbare Funktion f : R” — R ist auch richtungsdifferenzierbar.
Die Eintridge der Jacobimatrix sind die partiellen Ableitungen.

Frage: Gilt dies auch umgekehrt, das heif3t, sind die Begriffe (Ableitung iiber Differenzen-
quotient und Ableitung iiber Approximation mittels linearer Abbildungen) gleich?

Fiir ist die Antwort negativ!

Gegenbeispiel:

fiR2 SR, (xl) s { (3+23)*

X2 0 ; x=0

(In der Abbildung bezeichnen die blauen Linien )

den Funktionsgraphen fiir x; = x, die griinen [ \\
Linien fiir x; = —x). Fiir x; = 0 oder x, = 0 ist | N
der Funktionswert stets 0.
f ist richtungsdifferenzierbar in O:
h h\ n* ’ ANV
N_o X1

aber

7 h _hz_ 1 ;i(;
h)) 4% 4h2 '

D.h. f ist nicht einmal stetig, schon gar nicht (total) differenzierbar, denn

f((Z)) — oo fiir h — 0,

wenn aber f an der Stelle O total differenzierbar wire, so wire

f((Z)) = f(0)+A (:) +o(h) — 0 fiir h — 0.

h—0
0

Bemerkung 5.2 Es gilt aber: Ist f richtungsdifferenzierbar und sind alle Richtungsablei-
tungen stetig, dann ist f (total) differenzierbar.

Den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Begriffen von Differenzierbarkeit und
Ableitung beleuchtet auch Aufgabe ??.
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Notation 5.3 Den Spaltenvektor (V f )T bezeichnen wir als Gradienten von f:

A, f(x)
gradf()= |
O, f (%)

Falls f differenzierbar ist, so gilt:

f) = f(x)+grad f(x) - (y —x) +o(y — x)

Bemerkung 5.4 Hdufig unterscheidet man nicht zwischen V f und grad f! Hier werden wir
jedoch diese Unterscheidung aus Griinden der Klarheit vornehmen.

Geometrische Bedeutung des Gradienten Betrachte
fTR" — R, x— f(x)
und die lokale Approximation  f(y) = f(x) + grad f(x) - (y —x) +o(y —x).

Wihle Punkt y = x 4 v nahe x:
Falls grad f(x) - v = 0 ist, gilt:

fy) = flx+v)=f(x)+gradf-v+o(v)
= /() +o(v)

D.h. ,,bis auf einen sehr kleinen Term* o(v), ist
f(x+v) konstant, falls v senkrecht auf grad f(x)
steht. Kleinheit von o(v) bedeutet dabei wie iib-
lich, dass nicht nur o(v) — 0 fiir v — 0 sondern

auchﬁ%Ofurv%O.

Wir definieren nun
T f = {x+v|grad f(x) -v=0, v € R"}

fiir grad f(x) # O als eine affine Hyperebene im R” (d.h. ein affiner Unterraum der Di-

mension n — 1, im Fall n = 2 also eine Gerade durch x). Y}flﬁ f bezeichnet man als affinen
Tangentialraum, er liegt tangential zur Niveaumenge von f durch x.

Betrachte nun f(x+v) mit ||v|| = €:
fx+v)=f(x)+ (grad f) -v+o(v)

Wihle v := 8% dann gilt offensichtlich ||v|| = € und v zeigt in Richtung des Gradien-

ten. Wir folgern nun
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5.1 Skalare Funktionen auf dem R"

fx+v) = f)+ |lgradflle  +o(v)
———
>gradf-v

fiir alle ||7]| = €
> f(x)+(grad f) - V4o(v)

-~

=f(x+7)—o(7)

Somit erhalten wir

d
Fetv) > fati)+ o(v)—off)  firv=e-22Y  indalle |7 =¢
—— ||grad f]
Terme hoherer
Ordnung
Damit folgt:

Folgerung 5.5 Der Gradient grad f ist die Richtung des steilsten Anstiegs und —grad f die
des steilsten Abstiegs.

Beispiele 5.6 (i) f(x) =a-x (lineare Funktion)

Es gilt: a Normale
fO)=ay=ax+a (y—x)=f(x)+a (y—x)

a ~—
D.h. grad f =a = | {x[f(x) =d}

ay Hyperebene
(Funktion ist ihre eigene lineare Approximation) acR"

(ii) f(x)=|]x]| = \/x3+ ... +x2
2 . .
dif (x) il = ol = grad f = A
X

24/xF + .+ x2 X2+ X2 Il

Die Menge {x| f(x) = R} ist eine Kugel mit Radius R.
Der Gradient ist nur definiert fiir x # 0.
Der Vektor IIjCC_H zeigt nach aufen.

(iii) f(x) = \/(%>2+ (%)2 auf R,

Die Menge {x| f(x) = 1} ist eine Ellipse mit Halbachsen a,b:
x]

2
gadf = 0 | oo
B ) Ve R
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5 Mehrdimensionale Differentialrechnung

i 1= () (2 < (2)

dort ist {x| f(x) = 1} ein Ellipsoid mit Halbachsen a,b,c:
X1 X

T
<a25 b_%’ )CC_%)
gradf = ~——FF——
f(x)
Auch hier ist der Gradient nur definiert fiir x # 0.

(v)

. c
Es gilt: x;xo =c & xp = —
X1

(vi) f(x)=Ax-x, AeR™

AER, f(x) =Ax%, f'(x)=2Ax

F(x1,%2) = an1x7 + apxix2 + az1x1x2 + axnx;

_( 2anxitanpxotanxy \ _ T
grad f(x1,%;) = ( appx) +anxy +2anx; ) (A+AT)x
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5.2 Kurven im R™

X1 n n n
f=r1 : =) (ZAinj> xi= Y, Aijxix;

i=1 ij=1

8kf(x) = o Z A; ijXiXj+ ZA ik XiXp + ZAijkxj +Akkxk
i;;éli lsﬁk j;ék

= 0+ ZAlk'xl + 2A Xk + ZAk]xj
laék j;ék

n n
= Y Apxi+ Y Aijx;
i=1 j=1
= gradf(x) = (AT 4+A)x
Bemerkung: Falls A symmetrisch ist in dem Sinn, dass AT = A ist, dann folgt
grad f(x) = 2Ax (vgl. den Falln =1).

Weitere Beispiele zum Gradienten finden Sie in Aufgabe ?? und ??.

5.2 Kurven im R™

Bisher haben wir uns auf den Fall m = 1 konzentriert. Betrachten wir nun den Fall n = 1
und m > 1 (Vektorwertige Funktionen iiber R, Kurven):

n() il
Betrachte y: R — R” t—y(t) = ] = | | . Dann ist y differenzier-

Yn (1) Ym
bar in ¢, falls y(r + 7) = y(t) + A(t)T + o(7) mit A(r) € R" und o(7)/7 — O fir 7 — 0.
Aquivalent erhalten wir

N "
t+7) -1 : | y
_ " " - 1
y(t+7)—7(t) _ v v Vi ﬁbar : (1) =A(t)
T T
i
dh y(t+71)=y0)+Y ()
9/1
wobei ¥ (t) e R™! ein Spaltenvektor ist.
74"
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Bei vielen Anwendungen ist die Variable eine Zeit, deshalb schreiben wir ¢ — y(¢). Die
Ableitung nach der Zeit schreiben wir auch mit einem Punkt:

Notation 5.7 y(t) = (1) = Lv(t)
Interpretation von ¥(¢) als Geschwindigkeitsvektor:

s = Y1) +7(1) (s —1)
(1) ist eine lokale affine Approximation der
Kurve mit einer affinen Geraden im R™.
Den Geschwindigkeitsbetrag zur Zeit ¢

t
7o) an der Position ¥(¢) erhdlt man dann als
7).
Beispiele 5.8 (i)
A
cost

) = ( sint )
. . —sint shnt
" = ( cost ) -

cost
170 = Vsin?t+cos?t = 1

D.h. y durchliuft den Einheitskreis mit Geschwindigkeit 1.

(ii)

Rcost —Rsint
y(t) = Rsint |, 7(t)=| Rcost
t 1

Y(t) ist eine Schraubenlinie; die Kurve beschreibt Kreise mit Radius R und ,, schraubt“
sich dabei bei einer Umdrehung um 1 in die Hohe.

i) 0= (5 ) =30 ) 0= =00}
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5.2 Kurven im R™

Komponentenfunktionen) fiihrt nicht unbedingt

— - D.h. eine glatte Parametrisierung (d.h. glatte
\%/ zu geometrisch glatten Kurven.

Weitere Beispiele zu Geschwindigkeitsvektoren von Kurven finden Sie in Aufgabe ??, ??
und ??.
Betrachten wir nun, wie man mit Ableitungen von Kurven rechnet:

(1) Wie leitet man Skalarprodukte ab?
x: R~ R" y: R~ R"

() 9(0) = 2 @O0+ iy (0)
=XV +X1V1+ - T X Ym X Ym
= (1) (1) ++(0) 50

(i) Wie verdndert sich der Betrag der Geschwindigkeit?

Y
K| ¥(0)]| = o/ (1) - ¥(r)

¥ () 2v() () y(e)-y(o)

7 N

¥ = 97y = Beschleunigung (%) = summandenweises Differenzieren

(i11) Falls eine Kurve mit konstantem Geschwindigkeitsbetrag (d.h. a = 0) durchlaufen

wird, dann gilt y(¢) - y(t) = 0, d.h. ¥ steht senkrecht auf 7.

Hierzu: [|[7]] = ¢ = (1) - 7(t) = & 2 y{t) - 7(t) + (1) - ¥(t) = 0= ¥(t) - ¥(t) = 0

(iv) Betrachten wir den Abstand zweier Kurven:

3 ((x(t) —y(1)) - (1) — (1))
2T 0]
B x(1) — (1) y
GO =) L S0 -

175



5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

5.3 Vektorwertige Abbildungen vom R" in den R™

Bis jetzt haben wir skalare Funktionen auf dem R” (Fall n > 1,m = 1) und Kurven (Fall
n = 1,m > 1) betrachtet. Nun wenden wir uns dem allgemeinen Falln > 1, m > 1 zu:

x| fl(xl,..,xn)
fiR"—R" x—=fx)<]| @ | — fz(xh:..,xn)
n Sm (X1, xn)
Esgilt: f(y) = f(x)+aly—x)+o(y—x)
fK) fi(x) —Vfi(x)— Y1 — X1
e = N : D | +olr—x)
fm(y) fn(x) —V fin(x)— Yn—Xn

Dem liegt eine komponentenweise Betrachtung

fi(y) = fi(x) + Vfi(x) (y — x) + 0i(y — x)

zugrunde. Damit sehen wir ein, dass die darstellende Matrix A zur linearen Abbildung a(-)
die Gestalt
—V/i(x)—

Df :=A= : (Jacobi-Matrix)
S v/ fm ( x)_
hat. D.h. wenn A = (a;;); j S0 ist a;j = 0y, fi(x); der Zeilenindex gibt also die Komponente
von f an, die abgeleitet wird, der Spaltenindex die Variable, nach der abgeleitet wird.

fi(r)
Fallsn=1, m > 1ist, gilt: Df(t) = 3, f(¢t) = : € RimD
fn(2)
Falls n > 1, m = 1ist, gilt: Df(x) = Vf(x) = (31 f(x), ..., Ouf (x)) e R

Beispiel 5.9 (n =2, m = 2) Es gilt folgende Beziehung:
A

YT x(r,@) =rcos¢

y(r, @) =rsing

Definieren wir die zugehorige Abbildung:

rsin @

f:IR2 — s R?%; (r,@) — ( reoso )
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5.3 Vektorwertige Abbildungen vom R in den R"™

Als Jacobi-Matrix erhalten wir:
Df—<% %)_(cosqo —rsin(p)
—\ a9 | i
o e sing  rcosQ

Anwendung: Auswirkung von Storungen im Radius r und im Winkel ¢ auf die Position:

iranaran )= (508 ) (oo remeran ) (5, )

)

Df(r7¢)( 6r )
¢

Der Effekt von Storungen in @ ist von hoherer Ordnung.

y ist sensitiv gegeniiber Storungen in Q.

X ist sensitiv gegeniiber Storungen in r.

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe ??.

Satz 5.10 (Kettenregel) Sei f : R" — R” differenzierbar, g : R* — R" differenzierbar,
dann ist fog: RK —s R™ differenzierbar und es gilt

D(fog)(x) = (Df)(g(x)) Dg(x) (Matrizenmultiplikation).

S (.

-~

eRmk eRrmn eRmk
Beweis:
fy+w) = fO)+Dfy)w+or(w)
A
glx+v) = g(x)+Dg(x)v+og(v)
B
= (fog)lx+v) = f(glx)+Bv+og(v))

EY flg(x) +ABY+0(v)) + 07 (Bv+ 0g(v))
= (fog)(x) +ABv+Aoy(v) +0/(Bv+0g(v))

v)

4

S

mit AB = (Df)(g(x)) Dg(x).
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Es bleibt zu zeigen: % 1 0 fiirv — 0. Es gilt:

o(v)  Aog(v) op(Bvtog(v)) 0g(v) o0p(Bvtog(v)) [[Bv+os(v)] v—=0

= = —0

vl vl v il AIBv+o,Il V]
S—— ~~ ~~

g B el

v v
——

<C v—0

—0

Beispiele 5.11 (i)

acost

( bsint )’

¢g:R—R?>, 1—
= /X2 +y2,

f:R? R, (’y‘

(fog)'(t) direkt berechnet:

b
fog:R—R, t — Va2cost + b2 sin’t, /\
(f )’(t) —a?cost sint + b?sint cost “\‘/0
Og =
Va2 cos2t + b2 sint s

Fallsa=b=1: (fog)(t)=1und(fog)(t)=0
(f o g)/(t) mit Kettenregel berechnet:

Vo) =40) = (o )0 V=
(acost,bsint)

= (V) 8) = ( —asint ) 2 (Fog) (1)

Va2cos2t + b2sint bcost

(ii)

g:RF—R" gx) = z+Bx mirzeR" Be R"
f:R"—R" f(y) = w+Ay mitweR" AecR™
(fog):RE—R™ (fog)(x) = w+A(z+Bx) = (w+Az)+ABx

/.8, f og sind affine Funktionen und es gilt

D(fog)=AB=DfDg.
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5.3 Vektorwertige Abbildungen vom R in den R"™

Beliebige Richtungsableitungen Betrachte f: R” — R, dann gilt:

oflx) = dflx+iv)l—
g(t)=x+tv
(g R—R")

= V£(g(0))g(0)=Vf(x)v=gradf-v (Richtungsableitung)

Folgerung 5.12 Seien f,g: R" — R" differenzierbare Abbildungen und f sei die inverse
Abbildung zu g, d.-h. (f o g)(x) = x; dann gilt

(Df)(8(x) = (Dg(x)) ™"

Notation 5.13 g~ := f (vgl. Umkehrfunktionen in I1D)

Bemerkung 5.14 Man kann zeigen, dass es geniigt anzunehmen, dass Dg(x) nicht singulir
ist, um zu folgern, dass fiir eine Umgebung U von x gilt, dass f = g~ ! auf g(U) existiert
und dass fiir y € g(U) gilt, dass f differenzierbar ist und (Dg(f(x))) = (Df)(g(x))~".

Merkregel 5.15 D(g~!) = (Dg)~!
Achtung: Die Auswertung erfolgt mal im Urbild, mal im Bild.

1 fallsi=j,
0 sonst,

ist Did =1 € R™". Mit der Kettenregel erhalten wir aus 1 = D(fog)(x) = (Df)(g(x)) Dg(x)
die Behauptung.

Beweis: fogistdieidentische Abbildungid: R" — R" x+x.Da axjx,- =

Beispiele 5.16 (i) < g ) — < X(r, ) ) = ( rcgsq) )
¢ y(r, @) rsin @
Achtung: Diese Abbildung ist nicht global invertierbar (r = 0 ~~ @ ist beliebig,
ferner sind sin und cos 27-periodisch), aber fiir r # 0 ist sie lokal invertierbar.

-1 . —1
r\ x [ cos¢p —rsing
D y) < ¢ ) =Dirg) ( y ) N ( sing  rcos )

r 1 rcos@ rsin@ cos @ sin @
= Dy - ) : = Lo 1
’ ¢ r(cos? @ +sin“ @) \ —sin@ cos¢@ sing - cos @

r

X Yy
_ ( \/x2+y2 \/x2+y2 >
y X

T2 202
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

(ii) Spiegelung, vgl. Beispiele 4.11 (iii)

flay) = x_zvﬁ’i,‘,? = h(x)+(go)(x) (v fest)
(wobei h(x) =x, g(t) = H Hzt I(x)=x-v)
Dxf(x,v) Ketteiregel Dh + VI
= 12 V)= 2™ kv
VI —~— Ivi> '
v

Matrix zu f (linear)

Nun betrachten wir v als Variable und halten x fest:

n
2v; (Zl vjxj>
]:
T I U A
l l [v[[*
Produktregel Ou(v-x)  vixg v,-(v-x)ZVk)
= 0, fi = 0— 2( + —
‘ || 12 HVH2 (v-v)?
(v-x)2va>
D.f = 2(
! v H2 || H2 [v[*
T
= vxl +(v-x)R mitR=1—2—>—
T ) Bk

5.4 Die Geometrie von Funktionsgraphen
Betrachten wir nun genauer die Graphenabbildung: Zu f: R — R ist Gy : R —
R?,G r(x) = ( fzcx) > eine Kurve die den Graphen von f beschreibt. Die Gerade im R?,

die (fiir differenzierbares f) im Punkt < ZC ) ) eine Tangente an den Graphen ist, hat die

f(x

{(fch) )”(f’@))‘“ﬁ}’

( ! ) = G'(x) ist ein Tangentialvektor an den Graphen.

Form

f'(x)
Um dies auf Graphen skalarer Funktionen iiber dem R” zu verallgemeinern, sei f : R" —
R; x — f(x) gegeben. Dann definieren wir

X1
G :R”—>]R"+1;xr—>< ; ) S SN : )
! f(x) x Xy
n f(xl,...,xn)
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5.4 Die Geometrie von Funktionsgraphen

= DGy(x) = e R, ’

Beispiel 5.17

fly) = 2+y%, VExy) = (2x,2y),

1 0
DGy = 0 1
2x 2y

Hier sind die partiellen Ableitungen von Gy (d.h. die Spalten von DGy) die Richtungsvek-
toren der Tangentialebene:

1
Im Punkt (0,0) ist die Tangentialebene  span 0 |, 1 ,
0
1 1 0
Im Punkt (1,0) ist die Tangentialebene 0 | +span 01,1
1 2 0

1 0
Dabei sind | O | und | 1 | sowie alle ihre Linearkombinationen die Tangentialvek-
2 0
toren an den Graphen im Punkt (1,0), die Menge aller Tangentialvektoren ist also der
1 0
Untervektorraum span 0], 1 des R3. Dieser unterschiedet sich von der Tan-
2 0
1
gentialebene lediglich durch die fehlende Verschiebung um den Vektor | 0
1

Allgemein bezeichnet man den affinen Teilraum des R”, der den Graphen in einem Punkt
tangential beriihrt, als affinen Tangentialraum, den Untervektorraum aller Tangentialvekto-
ren (der also durch den Ursprung verlduft) als Tangentialraum.
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Definition 5.18 (Tangentialraum an den Graphen)

([ 1 0 \]
0 :
T(x,£(x))Gf = span : yeees 0
0 1

\ of nf J

ist der Tangentialraum an den Graphen von f im Punkt (x, f(x)), ein n-dimensionalen
Untervektorraum des R,

@ oo X
T ©r = ( £(x) )+T<x,f<x>>Gf

ist der affine Tangentialraum an Gy, ein n-dimensionaler affiner Unterraum des R". Dabei

sind e|,~ fiir i = 1,...,n die Tangentialvektoren (zu den Koordinatenrichtungen). Es
9if
gilt
| | |
AT N I B I S
f(x+ he;) f(x) dif

Tangente an Gy fiir variierendes h

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe ??.

Lemma 5.19 (Normalenvektor) Der Vektor

1 —grad
N(x) — > g’ f
V14 | grad ]
+1

steht senkrecht auf T(, r(,))Gr und hat die Léinge 1.

182



5.4 Die Geometrie von Funktionsgraphen

Beispiel 5.20
flry) = P4y
0
N(0,0) = 01,
1
_2
V5
N(1,0) = 0
1
=
Ein weiteres Beispiel finden Sie in Aufgabe ??.
Beweis:
Es gilt|[N(x)|| = +/N(x)-N(x) (.- = Skalarprodukt im R"*1)
(—gradf)-(—gradf)+1-1
1+ ||grad f]]2
= 1,
und N (x) ( ¢ ) : (—grad f- e, +1;f)
: — _ e ,
Jif 1+ ||grad f]]? %}—5 l
= 0.
= Beh.
O
Beispiel 5.21 Betrachte
/\ f(xvy) - (x_l)z_(y_1)27 dann gllt
<
// /\\ ) Vf()@y) = (2(x—1),—2(y—1)),
o/ 1 —2(x—1)
O N X, 2(y—1
. (®) V1+Hd(x—1)2+4(y—1)2 (yl )

Im Punkt (1,1) gilt N(1,1) = es.

Lemma 5.22 (Notwendige Bedingung fiir lokales Maximum oder Minimum)
f: R" — R sei differenzierbar und f habe in x € R" ein lokales Maximum oder Mini-
mum, dann gilt:

grad f = 0.
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

Beweis: 7 — f(x+1v) hat ebenfalls ein Extremum fiir # = 0 und alle v € R” (= in allen
Richtungen), d.h. aber
df(x+1v)=0 firt =0.

Mit der Kettenregel fiir (fog) mit g(t) =x+tv(g: R — R") folgt:

|
af(x+1v) = (—Vf—) | g(0) | =gradf-v=0
|

fiir alle v (insbesondere fiir v = grad f).

= 0 = grad f - grad f = ||grad f||> = grad f = 0.

O f(x+1v)]—g
(fog)(t)
1%
(]
Beispiel 5.23
Wir suchen unter allen Dreiecken, deren Eckpunkte cos
auf dem Einheitskreis liegen, das mit dem maximalen ( sin¢ )
Flicheninhalt.

Da Drehungen um den Ursprung die Fldche nicht dn-
dern, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, dass ein Eckpunkt auf der x-Achse

liegt, also die Koordinaten (1,0)T hat. Da alle Punk- (

O =
N———

te auf dem Einheitskreis liegen, lassen sich die beiden st
anderen Punkte als (cos @;sin®)” und (cos ;sin0)7 < sin6 )
darstellen. Dabei sind ¢,0 € [0,2).

Die (vorzeichenbehaftete) Fliche ist dann

1 coso—1 sing
A((p,G)—Edet( cos@—1 sin6 )

1

= E(COS(psinG —sin@cos +sing —sin6)
1

= E(sin(@ — @) +sing —sin#).
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5.5 Stetigkeit und Diftferenzierbarkeit

Als partielle Ableitungen ergeben sich

1
dpA(9,0) = 5(— cos(6 — @) +cos (p),

A (0,0) = %(cos(@ )~ cos).

Da an den Extremstellen dpA(@,0) = dgA(@,0) = 0 ist, muss cos@ = cos0 sein. Da
0,0 € [0,27) liegen, ist entweder ¢ = 0 oder ¢ =21 — 6.

Im ersten Fall ist cos ¢ = cos 0 = cos0. Da ¢,0 € [0,27), bleibt nur ¢ = 6 = 0. Anhand
des Vorzeichens der Funktion A iiberlegt man sich, dass dies ein Sattelpunkt ist.

Im zweiten Fall ist cos(@) = cos(2mw —2¢). Da ¢ € [0,27) liegt, ist 2w —2¢ € (—27m,27].
Damit ergeben sich also die Moglichkeiten

« 2m—2¢ = @: Also ¢ = 37, 6 = 3.

* 2 —2¢ =21 — @: Also ¢ =0, 6 =27, nicht innerhalb des betrachteten Intervalls.
* 2 —2¢ = —@: Also ¢ = 27, nicht innerhalb des betrachteten Intervalls.

« 2m—2¢ =21+ ¢: Also ¢ = 37, 6 = 3.

Damit ergibt sich das gleichseitige Dreieck als Minimal- und Maximalstelle (abhdngig von
der Orientierung der Punkte hat die Fldche dabei unterschiedliches Vorzeichen).

5.5 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Nach diesen konkreten Rechungen betrachten wir noch die allgemeine theoretische Ein-
ordnung mehrdimensionaler Funktionen in die Begriffe Stetigkeit und Differenzierbarkeit:

Definition 5.24 (Stetigkeit) Eine Funktion f : R" — R™ heift stetig in x € R", falls fiir
jede Folge (x(k))k N mit x*) € R" und ||x —x® I 20 gilt
€

1£(x) — £:®)] o,

(Vgl. Definition 2.9 zur Stetigkeit skalarer Funktionen in 1D)

Bemerkung 5.25 (i) Der Stetigkeitsbegriff wird auf den Konvergenzbegriff fiir Folgen
im R" zuriickgefiihrt. Die Konvergenz von Folgen im R" kann man auf zwei Weisen

betrachten:
e X
1 1
« Eine Folge (x)), = : im R" konvergiert gegen x = : |, falls
MO, X,
n k
alle Komponentenfolgen (xgk))k (dies sind gewohnliche Folgen reeller Zahlen)
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5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

gegen die entsprechende Komponente x; von x konvergieren. Diese Variante
haben wir bereits auf Seite 57 verwendet, um stetige Funktionen in hoherer
Dimension einzufiihren.

« Eine Folge (x")), im R" konvergiert gegen x, falls der Abstand ||x'¥) — x| | (eben-
falls eine Folge reeller Zahlen) gegen Null konvergiert. Die obige Definition
verwendet diese Defintion von Konvergenz im R".

Beide Sichtweisen sind gleichwertig.
(ii) Mit beiden Ansdtzen sieht man leicht, dass die Funktion auf Seite 169 in der Tat

nicht stetig ist. Wenn man mit (wie dort vorgefiihrt) verschiedenen Folgen gegen den
Nullpunkt lduft, so ergeben sich bei den Funktionswerten verschiedene Grenzwerte.

Auch in hoherer Definition ergibt sich ein dquivalenter Stetigkeitsbegriff wie folgt:
Fiir x € R" sei

Be(x) :={y e R"||ly—x|| < &} (e-Kugel bzw. e-Ball um x).

Eine Funktion f : R" — R™ heifit stetig in x € R”, falls zu jeder &€-Kugel B¢(f(x)) im
R™ um f(x) eine 8-Kugel Bg(x) im R” um x existiert, so dass

f(Bs(x)) :={y € R" |y = f(x),x € Bs(x)} C Be (f(x))-

Es wird also gefordert, dass es zu jeder Kugel B¢ (f(x))mit Radius € um den Punkt f(x) eine
Kugel Bg(x) mit Radius § existiert, deren Abbildung in den Bildraum von f (“f(Bg(x))*)
innerhalb besagter Kugel B¢ (f(x)) liegt.

Nachweis der Aquivalenz: analog zum 1D-Fall. (v')

Folgerung 5.26 Wir erhalten somit direkt:
» Verkettungen f o g stetiger Funktionen sind stetig.
* Produkte (-, X, Matrix-Vektor) stetiger Funktionen sind stetig.

» Summen stetiger Funktionen sind stetig.

Satz 5.27 (Differenzierbarkeit und Stetigkeit) Eine differenzierbare Funktion ist stetig.
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5.6 Nullstellen nichtlinearer Funktionen in hoherer Dimension

Beweis: Es gilt:

(xe) = f(x)+Df (x) (x — x) + 0(x —x)
= || f(xx) = f(x)] = IDf (x) (xi — x) + 0(xx — x)||
Dreiecksungl.
< (DA =]+ ol =)l
< Clx — x| 20

zB.C=n max |0;fi(x)|
i,j=1,...n

1*270im R

= Falls ||x; —x|| “Z70in R”, so folgt || f(xx) — f(x)

O

5.6 Nullstellen nichtlinearer Funktionen in hoherer Dimension

Sei f: R — R™ gegeben. Gesucht ist die Nullstellenmenge

Ny = xR f(x) = 0}.

Beispiele 5.28

Nr = {x| f(x) = 0} ist die Niveaumenge zum Wert 0.

flx,y) = x? —|—y2 —1 = A% = Kreis um den Ursprung ( 0 ) mit Radius 1.

0

gx,y)=(x—12+y"-1 = Ng = Kreis um <(1)> mit Radius 1.

h(x,y) = (g(;’i)) = N, = Schnittmenge der beiden Kreise.

n=3m=2
0
flyz)=x>+y*+22—1 = N; = Kugelum | 0 | mit Radius 1.
0

187



5 Mehrdimensionale Ditferentialrechnung

1
gle,y,2)=(x—1)2+y*+22—1 = A;=Kugelum | O | mit Radius 1.
0

h(x,y,z) = ({;) (x,y,2) = Ay, = Schnittkreis der beiden Kugeln.

|
| /‘\
‘ U
(x,y,z) = by + cz (Ebene durch den Ursprung 0 mit Normale ;(O,b, c)l)

e
f

h(x,y,2)=| g | (x,y,2) = A}, = Schnittpunkte des obigen Schnittkreises mit der Ebe-
[

n=3m=3

0

: _ 1
ne durch O mit der Normalen N = N

Betrachten wir nun die Nullstellenbestimmung mittels Newtonverfahren im
R™: Sei f:R" — R"; x — f(x) gegeben. Gesucht ist ein x* € R” mit f(x*) = 0.
Ansatz:

) =f(x)+Df(x)(y —x) +o(y —x)

affine Abbildung

Statt x* mit f(x*) = 0 zu suchen, suchen wir zu einem festen x ein y = y(x) mit

fE)+DfX)(y—x) =0 & Df(x)(y—x)=—f(x).

Nehmen wir an, dass D f(x) invertierbar ist, dann kann das obige Gleichungssystem gelost
werden und die Losung ist

y=x—Df(x)"" f(x).

Wie im skalaren Fall iterieren wir dies:

Schema 5.29 (Newton-Verfahren im R")
Zumeinem Startvektor x° berechne iterativ

xk+1 _ xk _Df(xk)flf(xk)

(Vgl. skalarer Fall: x*1 = xk —

Jg&@)) (siche Abschnitt 2.5)
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5.6 Nullstellen nichtlinearer Funktionen in hoherer Dimension

Im Algorithmus: Man berechnet nicht die inverse Matrix, sondern 16st das Gleichungssy-
stem

Df(M)z = —f()

S = g (z =21 —xh).
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Losungen

0 Ein wenig Motivation vorab
Lésung 0.1

h(d, a,1) :l+dtan<l7;g‘o)

Man sieht (wahlweise durch Ausprobieren oder durch eine entsprechend verallgemeinerte
Darstellung des Fehlers durch die Ableitungen) dass sich der Fehler in / direkt auf den
bisherigen Fehler der Hohe addiert.

Losung 0.2 Esist a =0°01"= %O. Mit der Formel d = -Z% R aus der Vorlesung erhilt
man d = 1.855km. (Laut ISO 31 ist die Ldnge einer Seemeile heute als 1.852km definiert.
Wenn man anstelle der idealisierten Linge des Aquators die durchschnittliche Linge eines
Meridians verwendet, so erhilt man eine deutlich genauere Approximation dieses Wertes.)

Lésung 0.3

a) Steht man direkt am Turm, so ist d = 0 und & = 90. Da
1(0,90) = 0- tan (g) — 0 oo,
funktioniert die Formel fiir die Hohenfunktion in diesem Fall nicht.

b) Die Sensitivitit einer Funktion wird durch den Betrag ihrer Ableitung wiedergespie-
gelt. Je hoher der Betrag der Ableitung ist, desto hoher ist die Sensitivitit in diesem
Punkt. Wir miissen also iiberpriifen, wie sich die Ableitung betragsmifig verhilt. Es
gilt:

dh < o ) dh dr

=t - - -
dd ~ " \180 da~ 180cos? (7)

Steht man nun nah am Turm, so ist & nur wenig kleiner als 90°, d.h. % ist sehr grof3,
denn fiir x < %, x — 7 gilt tan(x) — co. Mit anderen Worten, die Sensitivitit bzgl.
Abweichungen in d ist sehr groB. AuBerdem gilt fiir x < 7, x = J cos(x) — 0, so
dass die Sensitivitdt bzgl. Abweichungen in o ebenfalls sehr groB3 ist.

c) Steht man sehr weit entfernt vom Turm, so ist d sehr grof3 und o sehr klein (fast
null). Da fiir x — 0 cos(x) — 1 gilt, d jedoch sehr groB ist, ist die Sensitivitiit bzgl.
Abweichungen in o groB.

Lésung 0.4 Die Losung lautet:
p(x) = =262 +x+3.
Probe:

p(-1) = (-2)-1+(-1)+3=-2-143=0 V
p(1) = 2+1+43=-2+4=2 V
p(=2) = (-2)4+(-2)+3=-8-2+43=-10+3=-7 V
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Losungen

Wie findet man die Losung?
Ansatz: p(x) = ax*> +bx+c
Bedingungen:

1) 0=p(—)=a-(~1)*+b-(~1)+c=a—b+c
2)  2=p(l) =atbtc
3) —T7=p(-2)=4a—-2b+c

Lineares Gleichungssystem:

I: a — b + ¢ = 0
II: a + b + ¢ = 2
I1I: 4a — 2b + ¢ = -7
r=I: a — b + ¢ = 0
Il =I1+I: 2a 4+ 2¢c = 2
I =M1+211 6a + 3¢ = -3
r=I": a — b + ¢ = 0
=111 a + ¢ = 1
Ir=Ir:  2a + ¢ = -1
rr=1: a — b + ¢ 0
Ir’=Ir: a + ¢ = 1
[rr=M1r-1m-: a = -2

a=-2=>c=1—-a=14+2=3 = b=a+c=-2+3=1

= p(x) = —2x* +x+3

1 Die Axiome der reellen Zahlen

Lésung 1.1

a():l

a1 =do+ gy =144 =4

m=a+r=35+5=%
13, 1 _ 40

— 1 13 —
GB=htpgr=9+ty=2

n+1 1 k
ap+1 = Z (g)
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Mit Hilfe der Geometrischen Reihe (vgl. Skript) 148t sich dies umschreiben zu

ap+1 =

Losung 1.2

|(an+bn) — (a+b)| =

Dreiecksungl.

<

Lésung 1.3
1)

£G)

|[(an —a) + (b, —b)|
lan, —a| + |b, —b|
—_— =

<& <&
firn>N'(&) firn>N(&)

28 fiir n>max(N'(€),N(8))

1
\any:’ur—(gz
n

i1)

ay = (—1)* (1 +i)

2k

(vgl. Grenzwertsitze)
Lésung 1.4

1) Skizzen der beiden Funktionen:

1
=1+——=1 fir k—o

2k
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Losungen

05 —

05 —

Abbildung 2: Die Funktion f.
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

1 —

05 +

N

Abbildung 3: Die Funktion g.
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Losungen

ii) Wie die Skizze suggeriert, ist der Grenzwert lim,_,o g(x) = 0. Dies ist z.B. mit Hilfe
einer Folge (x,) ey mit x, — O fiir n — oo ersichtlich (wie in Definition 1.11 aus
der Vorlesung): Es gilt x, — 0, also existiert nach Definition zu jedem & > 0 ein
N(¢g) € N, so dass |x, — 0| < € fiir alle n > N(¢&). Damit gilt dann

18(n) — £(0)] = |g(xn) — 0] = \xnf<xln>| — | <e.

Die letzte Gleichung (|x,f (ﬁ) | = |xa|) gilt, da f(x) stets 1 oder —1 ist und so-

mit immer Betrag 1 hat. Damit gilt also lim,_,. g(x,;) = 0 (wieder nach Definition
1.11 mit selben € und N(€)) und somit nach Notation 2.8 aus der Vorlesung, dass

lim,_,0g(x) =0.

Lésung 1.5
Induktionsanfang (IA): Fiir n = 0 ist die Formel korrekt:

Induktionsannahme (IAn): Die Formel

n

Z3(k+1):%(n+1)(n+z)
k=0

sei richtig fiir ein n € N.
Induktionsschritt (IS): n~~n+1
Behauptung: Die Formel ist korrekt fiir n+ 1 € N:

rf3(k+l):§(n+2)(n+3)
k=0
Beweis:
’§3(k+1) = Z 3(k+1)+3(n+2) 2 %(rH— 1)(n+2)+3(n+2)
k=0 k=0

=24 () +2) = 24 t3) v

Also gilt die Formel fiir alle n € N.
Lésung 1.6 Um zu zeigen, dass die Folge (a,),ev monoton wichst betrachten wir fiir
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

an—1

Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung kénnen wir dies wie folgt abschitzen
a,—1 n/ n—1

Ay > Ay_1 fiirn > 2,

Daraus folgt

d.h. die Folge ist monoton wachsend und da

1 1
a) = (l—l_I) :2

a, > 2.

gilt

Bemerkung: Spiter werden wir sehen, dass diese Folge gegen die Zahl e konvergiert. Des
weiteren verdeutlich dieses Beispiel, dass Folgen nicht immer gegen den scheinbar offen-
sichtlichen Wert konvergieren.

Lésung 1.7

a) Sei 0’ € K ein weiteres Element mitx+0'=x VxecK .

Insbesondere gilt dann (fiir x = 0):
(*) 0+0 =0.
Andererseits gilt: (**) 0’ +0 = 0’ nach (A3).

(*) (42)

= 0%01+0 @040

0, dh.0'=0.
b) Zunichst 16st x = g = a~'b die Gleichung, denn es gilt:

a-(a'b)=(a-aYb=1-b=b.
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Losungen

Zum Nachweis der Eindeutigkeit gehen wir aus von:

Sei y € K eine Losung vonay =b.

= ay = ax
<:>a*1ay = a lax
(:)aa_ly = aa 'x
= y = X
c)
a ¢ (M3) (a c) (D1) a c
24 - i T IO B RS T |
b+d b+d b +d
(2><(M4)) a -1 C -1
= Z.d-d ~.b-b
b +d
L._p-1
By ded red by
B d b d ebed b
M db " d tebb d!
(D1) 1,1 () -1
= (ad+cd)-b"'d " = (ad+cb)-(bd)
(p=d)™'1) ad+ch
B bd
Es bleibt (*): b~ 'd~! = (bd)~! zu zeigen! Dies sieht (z.B.) so aus:
(bd) ™" ist definiert durch
(bd)(bd) ' =1
und existiert, da b # 0 und d # 0. AuBBerdem gilt
(bd)b~'d ' =dbb~'d ' =dd ' =1.
Daraus folgt
(bd)(bd)™' = (bd)b~'d™!
& (bd)~ (bd)(bd)™" = (bd)”'(bd)b™'d"!
& (bd)(bd) "' (bd)™' = (bd)(b ) Ip=lg~!
& (bd)™! = bld”
Lésung 1.8

x : x>0 2x : x>0
a) f(x>—x+’X|—x+{ —x xSO}_{ 0 : XSO
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b) Im Gegenssatz zu der Funktion aus dem Aufgabenteil a) ist die Funktion g(x) auf der
x-Achse um eins nach rechts verschoben und zusétzlich mit dem Faktor % skaliert.
Dabher gilt

s i={ gy A5y =1k

¢) Um die Funktion /(x) umzuschreiben betrachten wir zunichst die Funktion

0 : x<-1
hl(x>:{2x+2 x> —1"

die fiir x < 0 mit der Funtion Ai(x) iibereinstimmt. /;(x) 1dBt sich dhnlich wie die
Funktion g(x) durch Verschiebung von f(x) konstruieren. Es gilt also

hi(x) =x+1+|x+1].

Um den zweiten Knick zu konstruieren addieren wir ein Vielfaches der Funktion
f(x) zu hy(x). Da f(x) = 0 fiir x < 0 dndert dies nichts am Verhalten von & (x) fiir
x < 0. Wihlen wir als Faktor —1, so @ndert sich aber die Steigung fiir x > 0 von 2 auf
0, da die Steigung von f(x) fiir x > 0 gleich 2 ist. Die Funktion A(x) 146t sich also
schreiben als

h(x) = g1(x)+ (1) f(x)
= x4+ 1+ [r+ 1] = (4|l
=1+ |x+1]— x|
Lésung 1.9

a) Induktionsanfang (IA): Fiir n = 1 ist die Formel richtig:

! 1
Yk=1=--1.2 V.
k=1 2

Induktionsannahme (IAn): Die Formel

i 1
k=—-n(n+1)
k=1 2

sei richtig fiir ein n € N.
Induktionsschritt (IS): n~ n+1
Beh.: Die Formel ist richtig fir n+1 € N:

n+1 1
Y k= 5(n+1)(n+2).
k=1
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Bew.:
n+1 n (IAn)l
k = k+(n+1 n+1)+(n+1
Yk = Yhtlnr )™ a1+ o 1)

(n+1)-(n+2) V.

| =

Also gilt die Formel fir allen € N={1,2,3,...}.

b) JA):n=1:

1 1
Y=-123 v.
k=1 6

(IAn): Zk2 6 n(n+1)(2n+1) fiireinn € N,

k=1
IS):n~n+1:
Beh.:
n+1
218 n—l—l )(n+2)(2n+3)
Bew.:
n+1
Y o= ZkZ (n+1)°
k=1
1
= 6n(n—|—1)(2n—|—1)—|—(n+1)2
1
= 6(n+1)-(n(2n+1)+6(n+1))
1

6(n+ 1)-(2n* 4+ 7Tn+6)

= é(n+ H(n+2)2n+3) V.

¢) (IA): Fiirn=4:
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42=-16<16=2* .

(IAn): n? < 2" fiir ein n € N=*
IS):n~n+1:
Beh.:
(n+ 1)2 < 2n+1
Bew.:
Fiir n > 4 gilt:
4dn < n? o 4 <n



1 Die Axiome der reellen Zahlen

Also gilt:
2
(n+1)? = n2+2n+1§n2+%—|—1
(IAn)
< 2"l
S 2n+2n—1+2n—1

2414 1) =2t g =0t 2 =l

d) (IA) Fiir n = 1 ist die Formel richtig:

(IAn) Die Formel

sei richtig fiir ein n € IN.
(IS) Die Formel ist richtig fir n+1 € IN:

(k+1)!> 2k
Beweis:
k=0k1.2 < k1.2
k>1
< k-(k+1)
= (k+1)!
Lésung 1.10
a)
a :_7n2+3n_1:nz(_7+%_ni2):_7+%_n%—>—z
ST B T
fiir n — +eo, da 3, —%, 3 — 0 fiiir n — oo,
b)

3 1 2 1 2
b BYE R 3tpoi 3 3

PR+ L)y ey P8

furn—>+oo,daniz,—n%,\/%—mfurn—woo.

201



Losungen

¢) Beh.:a, = (1+ n%)” — 1 fiir n — oo,
Beweis: Wegen der Bernoulli-Ungleichung gilt:

1 1 1
a, = (1+;)”21+n-ﬁ:1+;
:1 1 1 < n? )"
—_— e 7= 5 7= )
a, <1+nl_2> (n};—l) n?+1
B n?+1-1 n_ | 1 n>1 n _nz—n+1
- nz+1 - nz+1 - n2+1 n2+1
2 2
n-+1 n“—n+1l+n n
n = n?—n+1 n?—n+1 +nz—n+l
D.h. also : a, = (1+1/n*)" — 1 fiir n — +oo, da sowohl 1+1 — 1 als auch 1+
1.
n%—n+1

d)
_ n _ n _ 1 N 1
- 2n+sin(1) - n(2+ Lsin(1)) B 2+ Lsin(ly 2

n

an

fiir n — +o0, da £ — 0 und sin(}) — 0 fiir n — 0 und somit auch < sin(1) — 0 fiir
n— oo,

Lésung 1.11  Betrachten wir die ersten Folgenglieder der Folge (a, ), und die ersten
Folgengliedern der Folge (g)nenN:

s1=1+x g1=1+1
2
so=1+x+% g2:1+1+%
3
ss=14+x+5+5 | g=1+1+1+7

Fiir 0 <x <1 stellen wir fest, dass fiir die bereits berechneten Folgenglieder gilt
Sn < &n-
Als néchstes schauen wir uns den allgemeinen Fall an:
n .Xk 0<x<1 I 1 noq k122k71 n—1 1 k
=L < k_ZOE = 1+k§ﬁ < 1+k§)<5) =gn

Aus Aufgabe 13d) wissen wir, dass

k' >251  fiiralle k € N
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1 Die Axiome der reellen Zahlen

Gleichzeitig wissen wir (vgl. Geometrische Reihe), dass

—1+Zn: lk’ﬂfw L P S
S A -1 T2o1

= |sn| < 3, d.h. s, ist beschrinkt. Da die Folge (s,,),cv monoton wachsend ist, wissen wir
nun, dass sie konvergiert.

Bemerkung: Fiir 0 < x < 1 ist der Beweis einfacher, da man in dem Fall direkt mit 4, =

Yio x* vergleichen kann.
Lésung 1.12

a)

b)

c)

d)

Die Antwort lautet: Nein! Die Aussage ist also falsch.

Zur Begriindung: Die Folge (a,) mit a, = (—1)" ist beschrénkt durch 1:
jan| = [(=1)"| = 1,
aber divergent (vergleiche dazu Vorlesung bzw. Skript!).

Die Antwort lautet: Ja! Die Aussage ist also richtig.

Dies ist ein Satz, der in der Vorlesung bewiesen wurde (siehe Skript).

Die Antwort lautet: Ja! Die Aussage ist also richtig.

Zur Begriindung: Moglichkeit 1): Auf Grund des Vollstindigkeitsaxioms konvergiert
jede Cauchy-Folge in R. Konvergente Folgen sind aber beschrinkt (siehe b)).

Moglichkeit 2): Wir weisen dies direkt nach, indem wir den Beweis zu b) (Skript/Vorlesung)
imitieren. Wir setzen € = 1. Dann gibt es ein N € IN mit

la, —any| < 1, firalle n>N.
Hieraus folgt
lan| <lan —an|+|an| < 1+ |ay|, furalle n>N.

Wir konnen nun die ersten N — 1 Folgenglieder mit in die Betrachtung einbeziehen,
indem wir schreiben

la,| <max(lay],...,|lay-1],1+ |an]).
Damit ist die Beschrinktheit der Folge gezeigt.

Die Antwort lautet: Ja! Die Aussage ist also richtig.

Denn es gilt folgende aus der Dreiecksungleichung folgende Ungleichung:
llan| — |a|| < |a, —a| (vgl. Vorlesung).

Der Rest der Aussage ergibt sich aus der Definition der Konvergenz einer Folge (ay,)
mit dem Grenzwert a.
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e)

Die Antwort lautet: Nein! Die Aussage ist also falsch.

Denn es gilt zum Beispiel:
1
ap:=—>0 und |a,| <1,
n

aber

1 .
— =p—oo fir n— oo.
an

Die Antwort lautet: Ja! Die Aussage ist also richtig.

Denn es gilt: Die Folge (a,) ist monoton wachsend und nach oben durch b; be-
schrénkt:
an <bp <bp_1 <bpo <---<by,

da (b,) monoton fallend ist. Also konvergiert (a,) nach einem Satz der Vorlesung
(siehe auch Skript!).

Entsprechend gilt: Die Folge (b,) ist monoton fallend und nach unten durch a; be-
schrinkt:
bn>ayn>ay 1 2>ay, 22 >a,

da (a,) monoton wachsend ist. Also konvergiert (b,) nach einem Satz der Vorlesung
(siehe auch Skript!).

Man beachte aber, dass die beiden Folgen (a,), (b,) nicht denselben Grenzwert haben
miissen:

__ _n

Beispiel: a, := 7 ist monoton wachsend und konvergiert gegen 1.

by =2+ % ist monoton fallend und konvergiert gegen 2! Ausserdem gilt natiirlich
a, <1< 2<hb,, also sicherlich auch a,, < b,,!

g) Die Antwort lautet: Ja! Die Aussage ist also richtig.

Denn es gilt nach einer Folgerung aus den Anordnungsaxiomen fiir alle n € IN:
an < apyyund by < by = an+by < apy1 +bpy

h) Die Antwort lautet: Nein! Die Aussage ist also falsch.
Gegenbeispiel: Sei a, eine beliebige monotone Folge und b, = —1 fiir alle n € IN
eine konstante Folge (diese ist nach Definition auch monoton wachsend!). Dann ist
(ay - by) = —1-a, eine monoton fallende Folge.

Lésung 1.13
a) Die Losung erhalten wir durch Spiegeln der Punkte Py und P; an der x- bzw. y-
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Achse.Spiegeln wir den Punkt Py an der y-Achse, so erhalten wir den Punkt P; =
(—1,0). Nun Spiegeln wir P; an der y-Achse und erhalten P, = (—a, v/1 — a?). Durch
erneute Spiegelung an der x-Achse erhalten wir Ps = (a,—v/1 —a?). Zum Schuss
spiegeln wir nun noch P; an der x- und y-Achse und erhalten Py = (—a,—v'1 —a?).



1 Die Axiome der reellen Zahlen

b) Wir erinnern uns an die Gaul3sche Fldchenformel aus der Vorlesung. Fiir ein Polygon
bestehend aus n 4 1-Punkte berechnen wir den Fldcheninhalt durch

1 n
Fi=2 ) (51— Xkt 1)V
25

wobei P, = (xi,yi). Somit erhalten wir

F(a) :% {0+(1—(—a))- l—a?+(a—(—1))-V1—a?

+0+(—1—a)- (—V1—a)+ (—a—1)- (—/1—a?)
:1(4.(1+a)\/1—a2

2

=2-(1+a)V1—a?

c) Da der Flicheninhalt in diesem Fall nur vom Parameter a abhéngt, konnen wir das
maximale Hexagon durch Berechnung des Extremums von F(a) berechnen:

Flla)=2-V1-a2+2-(1+a)—t" L.

—
|

Q
(3]

Durch Umstellen erhalten wir

1 1
2 —a — — =
a+2a > 0.

Berechnung der Nullstellen der quadratischen Gleichung:

1 1 1 1 3
2= "4 N 16 27 1714 {

Des Weiteren gilt

2+6a 2-(a’>+add)

Vi-a& (V1 —a?)3

F// (a) —

und damit
1

F'(=
(3) <0,

d.h. fiira = % ist das resultierende Hexagon wirklich Flicheninhalt maximierend.
Das resultierende Hexagon ist zu dem gleichseitig und gleichwinklig (120°).
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Lésung 2.1 Wir werten das Polynom

px) =x* =3 +2x—1

an der Stelle xp = —1 mit dem Hornerschema aus:

1 30 2 -1
-1 4 -4 2
1 —4 4 21

Wir erhalten somit

p(x) = (x+1)(x> —4x® +4x—2) + 1

Lésung 2.2

12
f(0+h)—f(0):‘3°s(h)h O:hcos(%)—w fir h — 0

h h

D.h. f(x) ist in O differenzierbar mit f'(0) = 0.
Lésung 2.3

1) Zuerst skizzieren wir die Menge
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{4y =17}

und stellen fest, dass es sich dabei um einen Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius
r handelt.
Verindert man die Menge wie folgt

Ll Q)+ G) =1}

so erhidlt man als Graph eine Ellipse mit Halbachsen der Lingen a und b. Dabei ver-
lauft die Halbachse der Linge a entlang der x—Achse und die andere entlang der
y—Achse.

Mit diesem Wissen ist es nun nicht mehr schwer den Schritt nach 3D zu machen und
die in der Aufgabenstellung angegebene Menge zu skizzieren. Es handelt sich dabei
um einen Ellipsoiden mit Halbachsen entlang den drei Koordinatenachsen, wobei sie
die Lingen a, b und c haben.

(5 +(3) () =1}:

Darstellung der Menge {(x, Y,2)



2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

ii) Um die Funktion f(x,y) skizzieren zu konnen betrachten wir ihre Niveaulinien, d.h.

die Mengen
{xy)f(xy)=c}  mit ceR".
Da
1 o 1
f(xy)’)zm:c & X +y ==

gilt, sind die Niveaumengen Kreise um den Koordinatenursprung. Unsere Funktion
ist also rotationssymmetrisch, so dass es im folgenden geniigt eine Halbgerade vom
Urspung aus zu betrachten, d.h. z.B. die positive x—Achse.

1
0)=— oo fii 0
f(x,0) 2 — ir X —
und
f(x,0) ! —0 fii —
x,0)=— tir X — oo,
Y xz

Graph der Funktion f(x,y) = - fiir x,y € [0.1,1]:

x2+y?
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Lésung 2.4 Mit dem Newton-Verfahren lassen sich Nullstellen einer Funktion bestim-
men. Um ein Newton-Verfahren zur Berechnung von /a zu entwerfen brauchen wir also
eine Funktion, die /a als Nullstelle hat. Da wir ein Newton-Verfahren entwerfen wollen,
das ohne die Auswertung von /a auskommt, brauchen wir also eine Funktion mit Null-

stelle \/a, in der /a selber nicht vorkommt (g(x) = x —

Funktion ist

f(x)

2

=X —d.

a scheidet also aus). Eine solche

Fiir das Newton-Verfahren benotigen wir die Ableitung von f:

f(x) = 2x.

Das Newtonverfahren sieht also wie folgt aus:

Lésung 2.5
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av

ar

X0

Xn+1

(l’,h):

2
3

—nrh,

Startwert
f (Xn)
.Xn - /
1 (xn)
2 _
X X, —a
2x,
x —_—— PRN—
T2 2x,
Xy, a
2 2x,
Xn + xﬂn
2
A%
%(r 1)

=—r

3
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V(r+0.01r,h+0.01h) — V(r,h)
V(r,h)
9 (1, 1)0.017 + 2% (r,1)0.01h +0(0.017,0.01h)
V(r,h)
2rh-0.01r + %12 -0.01h 4 0(0.01r,0.014)
T Zh
§l"

0(0.017,0.01h)
ﬂzh

= 0.03+

3

Bis auf Terme hoherer Ordnung vergroBert sich das Volumen also um 3 Prozent, wenn man
rund / um je ein Prozent vergrofBert.

Alternativ:
Eine andere Moglichkeit die relative Anderung des Volumens V zu berechnet ist
V(r+0.01r,h+0.01h) —V(r,h)
V(r,h)
V(r(140.01),A(140.01)) =V (r,h)
V(r,h)

V(r(1.01),h(1.01)) = V(r,h)

V(r,h)
2r2(1.01)%h*(1.01) — Zr?h

Zrlh
2r2h(1.01)° — Zr%h

Zrih

= 1.01°-1
= 0.030301.

VergroBert man » und /2 um je ein Prozent, so vergrofert sich das Volumen V um genau
3.0301 Prozent.

Losung 2.6 Zunichst sind die erste und die zweite Ableitung auszurechnen.

3(x) = &2 [¢1 cos(x) + 2 sin(x)] + % sin(3x) % cos(3x)

Y (x) = e F(=2) [c1 cos(x) + casin(x)] 4+ e > [—c sin(x) + ¢2 cos(x)]
+ % cos(3x)3 + % sin(3x)3
' (x) = e >4 [c cos(x) + casin(x)] 4+ e~ >4 [—c; sin(x) 4 ¢2 cos(x)]

+ e (=2) [—cy sin(x) + ¢ cos(x)] + e~ [—c; cos(x) — ¢a sin(x)]

3 1 .
~ 10 cos(3x)9 + 0 sin(3x)9
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Damit gilt:

Y'(x)+4y (x) +5y(x) =e > [4c1 cos(x) 4 4cy sin(x) 4+ 2¢y sin(x) — 2¢; cos(x)

+ 2c¢; sin(x) — 2¢; cos(x) — ¢ cos(x) — ¢p sin(x)
— 8¢ cos(x ) — 8¢y sin(x) — 4cy sin(x) + 4c¢y cos(x)
+5c1cos(x) + 5¢a s1n( )]

27 36

15 9
+sin(3x) [ —+ + }+COS(3X)|:E+%—E

40 40 40

=cos(3x) VvV

Lésung 2.7

|

a) Sei M C R nichtleer und nach unten beschréinkt. Dann gibt es ein xog € M und eine
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untere Schranke kg von M.

Setze Iy := [ko,xo] und My := ko% die Mitte des Intervalles Ij.
Fall 1: M N [ko,Mo) = &

Dann ist My eine untere Schranke von M.

Wir definieren dann x; := xo und k| := M.

Fall 2: M N [ko,My|# @

Dann gibt es einen Punkt x; € M mit x; < Mp. In diesem Fall setzen wir k| := k.

Wir erhalten also ein Intervall I} = [kj,x;| mit den Eigenschaften:
) [ko,x0] D [ki,x1],
i) x1 €M,
ii1) k; ist untere Schranke von M,

iV) X1 — k] (X()—ko)

Dieses Verfahren wiederholen wir nun mit dem Intervall /; = [k;,x;] und M| =

an Stelle von Iy und M und setzen diese Vorgehensweise fort.

Wir erhalten auf diese Weise induktiv eine Intervallschachtelung:
Iy = [ko,x0] D [ki,x1] =1 Dlka,xo) =6 D ... D [knyxy] =1, D ...

mit den Eigenschaften:
(1) x, e M,
(2) k;, ist untere Schranke von M,
(3) 0 < xy —kn < 5 (x0 — ko).

k1+xy
2



2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

b) Schauen wir uns die Folgen (k,) e und (x,),en niher an, so stellen wir fest, dass
die Folge (k,),cv monoton wachsend und die Folge (x;,),cn monoton fallend ist.
Gleichzeitig gilt stets k, < x,, fiir alle n € INy. Daraus folgt die Konvergenz der

Folgen (ky)new und (x,)peN-

c) Aus Aufgabenteil b) wissen wir bereits, dass die Folgen (k;,),en und (x,),en kon-
vergieren. Sei nun k der Grenzwert der Folge (k,, ), und X der Grenzwert der Folge
(xn)nen- In Aufgabenteil @) haben wir festgestellt, dass folgende Ungleichung gilt:

1
0<x,—k, < i(xo—ko)
1
Sk <xy, Skn+ﬁ<x0_k0)

Betrachten wir nun das Verhalten fiir n — oo, so erhalten wir

= k<x<k+0
= k=X

D.h. beide Folgen konvergieren gegen denselben Grenzwert.

d) Es bleibt zu zeigen, dass k das Infimum von M, also die grosste untere Schranke von
M ist.

Nach Konstruktion gilt:
i) Fiir jedes x € M ist x > k, fiir alle n € Nj.

= x > k durch Grenziibergang.
Also ist k eine untere Schranke von M.

ii) Sei k eine weitere untere Schranke von M.
Annahme: k > k.
& k—k>0
Aus Aufgabenteil a) wissen wir bereits, dass

1
Xn —kn < i(xo _kO)
wihlen wir nun n grof} genug, so kann man x,, — k,, wie folgt weiter abschitzen:
1 - _
Xn —kn < ﬁ(xo—ko) <k—k<k—ky.

= Xp < k Widerspruch dazu, dass k untere Schranke von M ist.
= k <k, d.h. k ist grosste untere Schranke von M. O

Bemerkung: Der Beweis dafiir, dass jede nichtleere, beschriankte Menge M C R ein Supre-
mum hat, kann anaolg gefiihrt werden.
Lésung 2.8
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a) Ja! Die Cosinus-Funktion sowie die Funktionen 1 und x* sind stetig auf R\{0}. Da
die Verkettung sowie das Produkt stetiger Funktionen stetig ist, ist cos (%) x? stetig
auf R\{0}. Wir miissen also schauen, ob die Funktion f(x) stetig in x = 0 ist. Dazu

betrachten wir den Grenzwert von cos ()1—6) x2 fiir x — 0.

1
cos <—) ¥ <x*=0 fiir x — 0,
X

1
cos (—) x? > x> =0 firx—0.
X

D.h. cos (1) x2 — 0 fiir x — 0 und somit ist die Funktion f(x) stetig auf ganz R.

X

b) Ja! Zunichst wissen wir, dass x> und 1 — x stetig sind. Ihr Nullstellenmengen sind

N = {0} und N;_, = {1}. Aus der Vorlesung wissen wir, dass é stetig ist auf

R\N,» und IL_X stetig ist auf R\N;_,. Da sie Summe zweier stetiger Funktionen
auch stetig ist, ist f(x) stetig auf R\{0, 1}.

c) Ja! Da die Betragsfunktion auf R stetig ist und die Summe zweier stetiger Funktio-
nien auch wieder stetig ist, ist f(x) stetig auf R.

d) Ja! f(x) ldBt sich umschreiben zu

1) = /R = Vi,

Die Betragsfunktion ist auf R stetig und bildet auf Rg ab. Da die Wurzelfunktion auf
]Rar stetig ist und die Verkettung stetiger Funktionen stetig ist, ist f(x) stetig auf RR.

e) Ja! %2 — 1 und —%3 + 3 sind stetig auf R. Da
2? 23
——1l=1=——+43
2 4 *

besitzt die Funktion f(x) keinen Sprung an der Stelle x = 2 und ist somit stetig.

Lésung 2.9
a) Es gilt:
X —3x4+2=(x—1)(x—2)
und daher )
)Lxldl_zxilx—Z%—l fiir x — 1.
x_

Also ist die Funktion f(x) an der Stelle x = 1 stetig ergdnzbar mit dem Funktionswert

f(1) =1
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b)

Wir beachten, dass
x—1=(Vx—1) (Vx+1)
gilt und erhalten daher
V-l vi-l 21 Lol e
=1 (Vx=1D(Va+1)  Vx+l Vi+1l 2

Also ist die Funktion g(x) an der Stelle x = 1 stetig ergdnzbar mit dem Funktionswert

g(l):= %

Hier gilt:
x> -5 _x—\/g x++/5
(x—1)2 x—1 x—1°

Fiir x | 1 (z.B. fiir die Folge x,, := 1+ %) ergibt sich:

VS (15)
x—1
5

x+\/__>+oo, (16)
x—1

(15) und (16) ergeben zusammen

-5
(x—1)?

— —oo  fiir x| 1.

Fiir x 1 1 (z.B. fiir die Folge x,, := 1 — %) ergibt sich dagegen:

x—\/§%+oo a7
x—1

x—l—\/§_>_°o’ (18)
x—1

(17) und (18) ergeben zusammen

-5
(x—1)2

— —oo  fiir x T 1.

Also ist die Funktion i(x) an der Stelle x = 1 nicht stetig ergénzbar. Als Funktions-
wert ergédbe sich (die Formel ist formal, d.h. symbolisch zu verstehen):

W)= =

Man sagt, die Funktion /(x) besitzt an der Stelle x = 1 eine Polstelle ohne Vorzei-
chenwechsel.
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Losungen

o 2x-2 1 firx>1
T 2x—2] | -1 firx<1
der Stelle x = 1 eine Sprungstelle mit einem Sprung der Hohe 2 von —1 auf +1 als
Unstetigkeit. Sie ist an der Stelle x = 1 also nicht stetig ergédnzbar.

— Skizze anfertigen!

d) Die Funktion k(x) } ist stetig fiir x # 1 und hat an

Lésung 2.10 O.B.d.A. sei unser Polynom
p(x) = e x4 c1x +co

normiert.
Cop C1 €0 ]

2n+1
Dap()c):x”Jr 1+7+...+@+W

— Fo I X —r 4o
= Pl = — —o0 I X— —o0

Man kann daher Stellen a < b finden mit p(a) < 0 und p(b) > 0.
Deshalb gibt es ein xq € [a,b] mit p(xg) = 0 nach dem Zwischenwertsatz, da p(x) stetig ist!

Bemerkung: Die Losung der Aufgaben ist hier zu Ende. Man kann zusitzlich ein konkretes
b < oo angeben, fiir das gilt p(b) > 0. Dazu gehen wir wie folgt vor:

Fiir x > max(1,2 (Z%n:o lev])) > 1> 0 gilt:

plx) = ConX? ... 4o

. x>1 /1 Dreiecksungl. [ 1 2n
p(x)] < (—|62n+---+60|)xz”+1 < =Y ey | 2!
* X v=0

Da x > 1 und gleichzeitig x > 2 (Z%,”:O |cy|), kann man |p(x)| schlieBlich wie folgt abschiit-
zen:

[p(x)] < S

NS

1
> x2n+1 _ §x2n+l
= %xZ"H >1/2>0.

V

= plx) =" 4+ )

Also kann man b = max(1,2 (Z%":O |cv|)) wihlen.
Entsprechend findet man ein a mit p(a) < 0!
Lésung 2.11

a) Fir die Menge A = {x| —2 <x <5} gilt:

supA =5 = maxA

214



2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

b)

c)

und
infA = -2,

aber —2 ist kein Minimum von A. Zur Begriindung beachten wir, dass nach Definition
der Menge A gilt:
x<5 furallex €A.

D. h. 5 ist obere Schranke von A. Ausserdem gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein x € A derart, dass

5—e<x<5.

Denn wir konnen ja zum Beispiel x = 5 — § € A wihlen, um die gewiinschte Unglei-
chung zu erhalten. Also ist 5 kleinste obere Schranke von A. Da 5 € A, gilt demnach
sogar

maxA =5 = supA.

Entsprechend sieht man die Aussage fiir —2 ein:
e —2 ist untere Schranke von A nach Definition von A.

» —2ist grosste untere Schranke von A, da es zu jedem € > 0 ein x € A gibt derart,
dass
—2<x<-2+e€.

Wihle z. B.x = -2+ 5.
e —2ist kein Minimum von A, weil —2 & A.

A= (-2,5]
Fiir die Menge B = {x|x> < 5} gilt:
supB = V5 und infB=—V/5,

aber 1/5 ist kein Maximum von B, weil v/3 ¢ B. Entsprechend ist —+/5 kein Mini-
mum von B, weil —\/5 ¢ B. Dazu beachten wir, dass gilt:

B={x|X?<5}={x| —V5<x<V5}

und benutzen die gleiche Argumentation wie in a)!
= ()
Fiir die Menge C = {x|3 <2x+5 < 8} gilt schliesslich:

und infC = minC = —1.

NSRRIV

supC = maxC =
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Losungen

Denn es gilt:
3<2x+5<8 & 0<2x+2<5

3
& 2<2x<3 & —1§x§5,

woraus mit der Argumentation von a) die Behauptung folgt.

-}

Losung 2.12
a)
p'(x) = 4x°—18x+4

Denn: (x") = nx"~! fir n € Nund (of +Bg) = af’ + Bg fiir o, B € R und diffe-
renzierbare Funktionen f und g.

b)
g (x) =[(x*=5)8) =8(x* —=5)7 - 2x = 16x(x* — 5)’

nach der Kettenregel: [f(g(x))] = f'(g(x)) - &' (x) und den Regeln in a)!
c)

= (Quotientenregel!)

/ 21\ (\/x2—1>/\/x2+1—\/x2—1(\/x2+1>/
r(x):< ) x2+1

1 x X
- . . 24 1— 2_ 1.
o {m Vatl—va x2+1}

1 x-(P+1)—(x*—1)-x

2+l 2R

x3—|—x—x3—|—x

(2 +1Vxr+1vx2—1
_ 2x
(2 41)3/2V/x2 =1
Benutzt:
/ 1
x2—1 = 2x = , (Kettenregel!)
2Vx2—1 x2—1
! 1 X
x2+1) = 2x =
2vVx2+1 x2+1
1
/
() =
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Beachte: v/x2 — 1 ist nur definiert fir x> — 1 >0 < 2> 1 < x| >1 & x>
loderx < —1.

. . T 2 _ : . \/xzfl ! _ 2x
Beim Ableiten ,,gerdt” v x= — 1 in den Nenner: < \/x2+1> = Ve

, also alles
Hrichtig” fiir [x| > 1 < x> 1 oderx < —1

d)
enlx) = (142)
d(x) — n(l—i—;—C)nl-%
- ()
- (HEY']JIF;-;
= al) s

nach der Kettenregel!

Bemerkung: Spéter sehen wir:

xX\ 7

en(x) = (1 +—) — € fiirn — +oo

n
Obige Formel legt also

(&) ="
nahe, da (1+ ) — 1 fiir n — 4o und x € R beliebig, aber fest.
Problem: Gilt: lim, e}, (x) = (e*)" ?
Vertauschen von zwei Grenziibergingen!

Lésung 2.13  Wir rechnen (2 +4)? aus:

2+h)? = (2+h)?*2+h)
= (4+4h+h*)(2+h)
= 8+4+8h+2h+4h+4h> + 1
= 8+12h+6h*+H
= 84+ 12 h+h*(6+h
L ( - )
=0

la=12]!

oder f(x) = x3, f'(x) = 3x?
f(2)=23=8,f(2)=3-22=3-4=12
= a = 12 (Def. der Ableitung/MWS!)
Lésung 2.14
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Losungen

a)
W) = (>—12=x*-22+1>0 VxeR.
W(£l) = (1-1)%2=0!
W(x) = 2(x*—1)-2x=4x(x* — 1) =dx(x— 1) (x+ 1)
45> — 4x

Nullstellen von W': x = —1,x = 0,x = +1.
i)
W'(0)=0.
O<h<l=0<h<1l=W(h) =4h*-1)<0
—1<h<0=0<h*<1=W(m=4_h (F*—1)>0
<0 <0

D.h. fiir —1 < h < 0ist W/(h) > 0, d.h. Steigung der Tangente an den Graphen
von W im Punkt (h, W (h)) ist positiv, W' (h) =0 ~ horizontale Tangente, dann
W'(h) <0 fiir0 < h <1 ~ Tangentensteigung negativ.

= W(0) = 1 liefert lok. Maximum.

Entsprechend:
ii)
W (£1)=0
W'(£1+h) = 4(£1+h)((£1£h)?>—1)
= 4(+1+h)(1+2h+h—1)
= 4(x1+h)(h*+2h)
4(+1£h)h(h+2)
+ -Fall:

W (1 +h)=4(1+h)h(h+2) >0 firh >0
W1 —h)=4(1-h)h(h—2)<0fir0 <h<1!
— -Fall:

W/ (=1+4h) =4(—=1+h)h(h—2) =4(h— Dh(h—2) >0 fir0 < h < 1

W/ (—=1—h) =4(—1—h)h(h+2) = 4(—1)(1 +h)h(h+2) < 0 fiir 0 < h(< 1)
= W(+1) =0 liefern lok. Minima!
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

i) Wegen W (x) =2 (1- 2+ L) gilt
W (x) — oo fiir x — £oo!
W(£2) = (4—1)? = 3% = 9 — Maxima auf [-2,2]!
Beachte: W(£2) = 9 sind Randextrema!

W(2)=4-2.3=24>0, W(-2)=—-24<0!

Alternativ kann man die Art der Extrema im Innern des Intervalls auch wie folgt
bestimmen:

) 0 (s.0)
) = 1
) = 12x*—4=4(3x"—1)
W/(£1) = 12:1-4=8>0
) = —4<0
) = Ound W'(£1)=8>0 = =1 liefert lok. Min. (Schule!)
) = Ound W/ (0) = -4 <0 = 0 liefert lok. Max.

b)

fx) = |x¥*—2x|>0 VxeR
e(x=2)]
= f(0)=0=f(2)
Erwarten: x =0, x = 2 liefern Minima!
Um die Funktion f(x) mit Fallunterscheidung zu schreiben, schauen wir uns die

Ungleichung
¥ —2x>0 & x(x—=2)>0

an. Sie ist erfiillt in den folgenden beiden Fillen:

x>0 und x>2
und

x<0 und x <2,

d.h. in den Fillen x > 2 bzw. x < 0. Da diese beiden Fille nicht ganz R abdecken
miissen wir drei Félle unterscheiden.
X —2x=x(x—2) firx>2
flx) =< —x?+2x=(—x)(x—2) fir0<x<?2
x> —2x=x(x—2) firx<0
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Losungen

2x—2=2(x—1) firx>2
= flx)=¢ —2x+2=(-2)(x—1) fir0<x<?2
2x—2=2(x—1) firx<0

Problem: f nicht differenzierbar in x =0, x = 2 wegen Betrag!

Man erkennt aber: f/(x) =0 & x=1
i f(1)=
f(1)=0, f(1+h)=(-2)h<0firh>0
f(1—=h)=(=2)(=h)=2h>0fir0<h<1
= f(1) =1 lok. Max.
i) f(0)=
0<h<1  f(h)=][h(h=2)|=(=h)(h—-2)
f'(h)=(=2)(h—1)>0
~1<h<0  f(h)=h(h—2)
f(h)y=2(h—1)<0
= f(0) = 0 lok. Min.
i) f(2) =
O<h<l f(2+h)=22+h—1)=2(1+h)>0
f2=h)=(-2)2-h-1)= (2)( h) <0

= f(2) =0 lok. Min.
Wegen f(x) = |x2 — 2x| = x?|1 — 2| — oo fiir x — o0 gilt:

x>2 : f(x)=x*—2x ~ Parabel
0<x<2 : f(x)=—x*+2x ~ Parabel
x<0 : f(x)=x*—2x ~ Parabel

Beachte: f’ springt bei x = 0 von —2 auf 2 und bei x = 2 ebenfalls von —2 auf
2.

Lésung 2.15
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

i) Definiere fiir jedes & ein h = —h und bemerke, dass wenn & — 0 auch i — 0. Damit
gilt

i SO = fe=h) L fx) = flxth) ~ lim ) )

h—0 h 7—0 h h—0
nach Definition der Ableitung (Definition 2.26 im Skript).

Bemerkung: Alternativ ist es moglich, den Mittelwertsatz auf das Intervall (x — A, x)
fir o > 0, bzw. (x,x + h) fiir h < 0 anzuwenden.

i1) Es gilt

i JEER) —fa—h) L frth) = f() + S ()~ fx— )
h—0 2h h—0 2h

1 x+h)— f(x x)—f(x—nh
i (LA S )
= (P @+ @) = ().
Die vorletzte Gleichung verwendet Aufgabenteil i) und die Definition der Ableitung.
Lésung 2.16
a) Ja!

f'(x) > Ofiir alle x € [a,b] = f ist streng monoton wachsend = Beh.

b) Nein!
f(x) = x> ist auf [—1,1] streng monoton wachsend, aber f'(0) =0 (f'(x) > 0 folgt
aus dem Mittelwertsatz, jedoch nicht f/(x) > 0)
c) Ja!
sieche Vorlesung.
d) Nein!
siehe a): xo konnte a oder b sein.

e) Ja!
Satz von Rolle.

f) Ja!

Vgl. Beweis zum Satz von Rolle.

Lésung 2.17  u(x,y,z) = /x2 +y% + 72

u X

= = ' S
8x(xyz> ‘/X2+y2+Z2
au( ) y
=Y x’y7Z Y s
dy /X2 432+ 72
u Z

X W2) = —F————
aZ( »2) VX2 +yr 422
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Losungen

= Vu(x,y,z) = a Y <
o VY222 22+ 22 Y+ 22

u(x,y,z) =R & x> +y*+72 = R?
Niveaumengen sind Kugeloberflichen mit Mittelpunkt (0,0,0) und Radius R > 0.
Lésung 2.18

a)

b)

222

Z’ Vvn(n—1) B g’ Z nZZ n
Die Reihe ldsst sich also nach unten durch die harmonische Reihe abschitzen und ist
somit genau wie diese divergent.

In dieser Aufgabe greifen wir auf den gegebenen Tipp zuriick. Dafiir formen wir ihn
wie folgt um:

nn
n!§2(§> Vn>1
! 1
P Vn>1
n}’l 2]’[

Nun beweisen wie dies per vollstandiger Induktion:

(TA):n=1:
1! 1
(IAn): & L 2n —— fireinn € N.
(IS): nf\» n+1
Beh.:
(n+1) 1
<
(n+1)(n+1) — on
Bew.:

(1) (ntlnt " A ] n \"_ 1 1 "< 1
(n_|_1)(n+l) o n" (n+1)(n+l) = on—1 nt1 = on—1 1+% = on

Damit gilt fiir die Reihe:

Die geometrische Reihe ist eine Majorante und somit konvergiert die betrachtete Rei-
he.



2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

¢) Verwende das Quotientenkriterium:

lape]  (n+1D)1010" 1 1\
‘an’ = 10n+1 nlO :1—0 1"‘; <O,95 Vn24

Somit konvergiert die Reihe.

d) Eshandelt sich hierbei um die geometrische Reihe ) ;° g~ fiirg = % < 1. Nach Satz

1.14 aus dem Skript konvergiert die Reihe somit gegen . L~ — 1. Das erste Glied der
V2
Reihe (also 1) muss abgezogen werden, da der Grenzwert aus Satz 1.14 fiir ) 7 g~

gilt.

e) Wir stellen fest, dass alle Folgenglieder > 0 sind und verwenden das Quotientenkri-
terium:

2 (k+1)+1

RGN ‘ 2D k) x? ool
2k ‘ TRk )+ D) (2k+3)(2k+2) IS
(2k+1)!
fiir ein hinreichend grofes k. Somit konvergiert die Reihe.
Losung 2.19
a)
3
fi= %= 0,1875
3 32 324432 357
3 572 32124572 15537
f3= % + 316 = 516 =%~ 0,23707580
3 155372 32284155372 1046704737
3 1046704737% 3290 4 10467047372
fs=m+ ~od = 6 ~ 0,24689209

b) (IA): Firn=1:
3 4 1

h=1%<1%6-1 "
(IAn): f, < ‘l‘ fireinn € N
IS):n~n—+1:
Beh.: fy11 < g
Bew.: > | |
3 ,aam 3 /1
TR 'E*G)—E+E—z
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Losungen

¢) Man betrachte die Differenz f,, | —

fn+1 _fn :fnz_

Nach Aufgabenteil b) sind nun die beide Terme in den Klammern kleiner als O und

somit ist das Produkt grofer als 0.

f» und zeige, dass diese groBer als O ist:

~(#-3) (#-3)

3

fn+16

Die Folge ist nach oben beschrinkt und zudem (strikt) monoton wachsend. Somit
besitzt sie einen Grenzwert (Satz aus der Vorlesung). Es gilt also lim,, .. f;, = f und

. T 9)

:® i
f_f+16

-(-3) (-9

d)
somit:
=
Losungen dieser Gleichung sind %
scheidet.
Lésung 2.20 (IA):n=2:

(i-R) =f-L+hi-f
Zwischenbemerkung (nach Tipp): n =3

und 5, wobei zweitere nach Aufgabenteil b) aus-

Produktregel! — Vorlesung/Skript!

(fi-for3) =f-fast+fi-fofs+fi-fof

Beweis: Setze: fi1-f> =: g

= (fi-fo- f3) (g-f3)

(IAn): Formel ok. fiir n € N:

(fire ) =fi

IS):n~n+1:
Beh.:

(fioe fur for)) = - 12

224

g fte f3
(f1-f2)-
(fi-ot+fi-B)-f+fi-fafs

A-f-B+fi-fh- B+ f

(Produktregel!)

fB+ficffs
(Produktregel!)
v

._'_.fn-f,H_l—{—...—{-fl'---'fn‘f;;—kl



2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Beweis: g :=f1-...- fu

(fieeo S far1) (g far1)
= ¢ fn+1+g far1 (Produktregel!)
= (N ) e fr e
= (f1 fz 'fn+"'+f1""'fn—l'frll)'fn+1+f1'fZ""'fn'frlH—l
= flffnfn—H
+ fir BB S fai+ e
+ fire S fan
+ firhae S fo v qed
Folgerungen:
a) (f"(x)) =n- " (x)- f(x)
(fi(x) = falx) = ... = fulx) = f(x))

Losung 2.21

a) Dadie Funktion f differenzierbar in a ist, existiert nach einem Satz aus der Vorlesung
eine Funktion o : R — R mit

fla+h)=f(a)+ f (a)h+o(h) und T—>O,
was dquivalent ist zu
f(“+h})l_f(a) :f’(a)+$ und #}’i‘ﬁo

Da f(a) =0, f'(a) = —1<0, h >0 und 2 ( 2 beliebig klein wird, muss (sobald
|$| < list) f(a+h) <0 sein. Diese Behauptung gilt auch fiir jedes A mit 0 < 7 < h.

b) Da jede differenzierbare Funktion auch stetig ist, a +h < b mit h geniigend klein
und f(a+h) <0 < f(b) existiert nach dem Zwischenwertsatz ein xy € (a,b) mit

f(xo0) =0.

¢) Da f differenzierbar und f(a) = 0 = f(xo) existiert nach dem Satz von Rolle ein
x1 € (a,xp) mit f'(x;) = 0.

Lésung 2.22
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Losungen

a) Man kann folgende Funktionswerte berechnen:

f(=1)=-1-7-3+4 =-7
f(0) =4
f()=1-743+4 =1
f2)=8-28+6+4 =-10
f(6)=216-252+18+4=—14
fN) =7 -7+21+4 =25

Hierbei erkennt man insgesamt drei Wechsel des Vorzeichens. Da f als Polynom
stetig ist, muss aufgrund des Zwischenwertsatzes der Wert 0 zwischen den jeweili-

gen Auswertungspunkten angenommen werden. Die gesuchten Intervalle sind somit
[—1,0], [1,2] und [6,7].

Bestimmung der Niherungslosung durch Bisektion:

Anfangsintervall: Iy = [ag,bo] = [1,2] und f(1) = 1 sowie f(2) = —10.

n=1: ¢ =% = 3 und f(c;) = —3.8750 = a; = ap und b; = cy.

N

n=2: c=2und f(c;) = —1.2344 = a, = a; und b, = c;.
n=23: ¢c3= % und f(c3) = —0.060547 = a3z = a; und bz = c3.
Dcy = % und f(cq) = 0.48462 = a4 = c4 und by = b3.
=5: ¢s =33 und f(cs) = 0.21567 = as = cs und bs = b,
n=6: c¢= 2 und f(ce) = 0.078457 = ag = cs und b = bs.

n=7 ¢;= %‘2‘; und f(c7) = 0.0091777

|
N

n—

b) Es gilt

1
— COS <
cos(x)| <
Wertet man g also an denselben Punkten wie in Teil a) aus, so konnen die Funktions-
werte nur um hochstens 0,5 abweichen. Insbesondere dndert sich dadurch keines der
obigen Vorzeichen und man erhélt mit derselben Begriindung wie in Teil a) erneut

die Intervalle [—1,0], [1,2] und [6,7].

| =

f(x) —g(x)] =

Lésung 2.23 Zuerst nennen wir die Summanden a,, so dass sich die Reihe schreiben

148t als
oo 2n+1

L @n+ 1) Z“”

n=0

Da die Voraussetzung fiir das Quotietenkriterium fordert, dass a, # 0 fiir n > N mitn € N
miissen wir zwei Fille unterscheiden:
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

i) Fall x =0: Da
OZn—H

n;o(_l)n(znﬂ)! =0

ist die Konvergenz der Reihe in diesem Fall kein Problem.

ii) Fall x # 0:
In diesem Fall gilt grundsitzlich a, # 0. Des Weiteren gilt

+1 2(n+1)+1
‘(_1)}1 x(2n+1)! ‘

|| ‘(_1),1%‘

X3 (2n4-1)!
(2n+3)!1x2+1

x2

(2n+2)(2n+3)

xZ

4n?2 +10n+6

x2

p
1

< = fiir n>x
S g >

Fiir jedes x € R mit x # 0 146t sich also ein n € INy finden, fiir das

<

|an| 4

fiir n>x

gilt. Damit konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.

Losung 2.24
gx+h)—glx)  flx+hx+h)—fxx)

n h

o f(x—l—h,x—l—h)—f(x,x—l—h)—i—f(x,x-i—h)—f(x,x)

N h

B f(x+h,x+h)—f(x,x—|—h)+f(x,x+h)—f(x,x)

N h R h

%%(x,x) fiir h—0 —>§—*;(x,x) fiir h—0
af 0
/ _ YJ i/l
= g ()C) - ax ()C,X)+ ay (X,)C)
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Losungen

Lésung 2.25
g(x) :=sin(x+y) —sinxcosy — cosxsiny

g(0) = siny—0—siny-1=0,dacosO=1, sin0=0
g (x) = cos(x+y)—cosxcosy+sinxsiny

h(x) := cos (x+y) — cosxcosy+ sinxsiny = g’(x) !

h(0) = cosy—cosy+0, dacosO=1, sin0=0
W(x) = —sin(x+y)+sinxcosy-+cosxsiny

= —g(x)

Zusammen haben wir ¢’ = i und #’ = —g. Wir zeigen nun g% (x) 442 (x) = O fiir alle x € R.
Fiir z(x) := g%(x) + h*(x) gilt z(0) = 0 (s.oben).

und 7 =2gg’ +2hh' =2(gh—hg) =0 = z(x) =0!

= g(x) =0und A(x) =0 = Beh.!

Lésung 2.26

a) Nein!
Beispiel: f(x) =x, xo=0

| f(x)| = |x| ist nicht differenzierbar in xo = 0.

b) Ja!
f,g stetig in xg ,
= |fl,|g| stetig in xo
N { max{f,g} = 3{f+g+|f—sl}
min{f,g} = {f+g—|f—gl}

¢) Nein!
0 fallsx <0,
f(x) =0, g(x) = { 1 falls x> 0.
fg ist die Nullfunktion, also stetig auf ganz R, aber g ist nicht stetig in xo = 0.

} stetig in xg .

d) Ja!
Satz der Vorlesung!

e) Nein!
Siehe a)!

Losung 2.27

a) Um das Ergebnis nach den ersten beiden Iterationen mit der wirklichen Nullstelle
vergleichen zu konnen, berechnen wir diese zuerst auf herkommliche Weise:

f(x)=0 & 2x+6=0 < [x=-3].
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Nun zum Newton-Verfahren:

flx)=2x+6, f'(x) =2>0

Startwert xo = —1
f(xo) f(=1)
= — - 1—
T 0T ) F=1)
4
= —1—5:—1—2:—3.
_ fo) L f(=3) Ay
Xy = xl_f’(xl)_ 3 — = 3, da f(—3)=0!
= X]=xp=x3=...=x,flirallen>1

b) Auch diesmal berechnen wir zuerst die Nullstellen, um einschétzen zu konnen wie
gut das Ergebnis des Newton-Verfahrens nach zwei Iterationsschritten ist.

0=gx) & xX*—4=0c (x+2)(x—2)=0 & x; =2, x, =2.

g(x) =x*—4, ¢'(x) =2x>01in [0, 3]

Startwert xg = 1,

g(1) = 1-4=-3

q(1) = 2
q(x0) —3 3.5
= xy— S T I
= X X0 q/(XO) > +2 )
25 25—-16 9
— N="_y— 2
a) = 4(5/2)="2 =2
5
) = d(5/)=2=s
4 25-2.9/4
= X2 = xl—q(XI) :§—9/ = > 9/
qg(x1) 2 5 10

25-9/2 50—-9 41
- 0~ 20 —20 2%
g(xy) = 2,052 —4=4,2025—-4=0,2025
d(x) = ¢(2,05=2-2,05=4,1
0,2025

= x; = 2,05—

~ 2,00060975 ...

Y

k(x) =x° —5x% —2x+24 = (x+2)(x = 3) (x—4) = (x+2) (x> = Tx+12)
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K (x) =3x>—10x—2
0=k(x) © x1=-2,x=3,x3=4.

Startwert xo = 1,
k(1)=1-5-2+424=25-7=18
K(1)=3-10-2=3-12=-9
B k(xp) 13 L 18

K(xg) =~ -9 9
= X2 = xl,dak(xl):k(?)):O

= X1 = X0

Wiebeia) x, =x,_1=...=x3 =xp = x1 !
Nullstelle schon erwischt!

Lésung 2.28
i)

1) Lose

Tx=5x+3
S 2x=13

N 3
xX==.
2
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Der Schnittpunkt liegt also bei (%, 2,

iii) Eine mogliche Losung ist (x1,y1) = (0,3), (x2,y2) = (1,7), denn (0+1,34+7) =
(1,10) ¢ Go.

iv) (11) Seien (x1,y1),(x2,y2) € G1, d.h. y; =7x;,y» = Tx,. Dann gilt
(X1 +x2,y1 +y2) = (x1 +x2,7x1 +Ty2) = (x1 +x2,7(x1 +x2)) € G1 .v

(12) Seien (x1,y;) € G; und a € R. Dann gilt

(axp,ay;) = (ax;,7ax;) € G1v’

Lésung 2.29

a) Geeignete Startwerte um die vier Nullstellen zu bestimmen sind z.B.: -0.75, -1.5,
0.75, 1.5

function xNew = Newton( x0, genauigkeit )
Sucht Nullstelle mit dem Newton-Verfahren.
Argument x0 ist der Startwert.

o° o

o\

Hilfsfunktion: Funktion f auswerten

function £ = evaluateF( x )
f = 2% (x*x-1) % (x*x-1) - 1;
end

% Hilfsfunktion: Ableitung f’ auswerten

function £ = evaluateDF( x )
f = 8x(x*x-1)*x;
end

% Hauptprogramm:
% Die eigentliche Iteration

¢

precision = genauigkeit % Genauigkeit der Nullstelle
xNew = x0 % (z.B. 1le—-3)
zaehler = 0; % Zaehler zum Zaehlen der Iterationen
while abs( evaluateF (xNew) ) > precision
xNew = xNew - evaluateF( xNew ) / evaluateDF ( xNew )
zaehler = zaehler +1;
end
AnzahlIterationen = zaehler
end
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Fordert man groflere Genauigkeit, so benotigt das Programm nur wenige Iterationen
zusitzlich. Wihlt man als Startwert xo = 8 so beobachtet man folgendes Verhalten:

10-12
12

107°
12

10
11

1073
10

Genauigkeit
Anzahl an Iterationen

b) function xNew = Newton ( x0, genauigkeit )
% Sucht Nullstelle mit dem Newton-Verfahren.
% Argument x0 ist der Startwert.

% Hilfsfunktion: Funktion f auswerten
function £ = evaluateF( x )

f = x*xX*x —2xx + 2;
end

% Hilfsfunktion: Ableitung f’ auswerten
function £ = evaluateDF( x )
f = 3*%x*xx-2;

end
% Hauptprogramm:
% Die eigentliche Iteration
precision = genauigkeit % Genauigkeit der Nullstelle
xNew = x0
zaehler = 0; % Zaehler zum Zaehlen der Iterationen
while abs( evaluateF (xNew) ) > precision
xNew = xNew — evaluateF ( xNew ) / evaluateDF ( xNew )
zaehler = zaehler +1;
end
AnzahlIterationen = zaehler
end

Bei einem Startwert in der Ndhe von Null (z.B. xg = 0,1) tritt das Problem bereits
auf. Beginnt man mit xo = 0, so erhélt man die alternierende Folge 0,1,0,1,0,1,. ..

¢) function xNew = Newton( x0, genauigkeit, epsilon )
% Sucht Nullstelle mit dem Newton-Verfahren.
% Argument x0 ist der Startwert.

% Hilfsfunktion: Funktion f auswerten

function £ = evaluateF( x )
f = x/((x+1)*(x+1)) + 1;
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

end

% Hilfsfunktion: Ableitung f’ auswerten
function £ = evaluateDF( x )

f = 1/((x+1)x(x+1)) — 2*x/ ((x+1)*(x+1)*(x+1));
end
Hauptprogramm:

o\° o°

Die eigentliche Iteration

precision = genauigkeit % Genauigkeit der Nullstelle
xNew = x0

zaehler = 0; % Zaehler zum Zaehlen der Iterationen
while ((abs( evaluateF (xNew) ) > precision)
&& (abs(evaluateDF( xNew )) > epsilon) )
xNew = xNew - evaluateF( xNew ) / evaluateDF ( xNew )
zaehler = zaehler +1;
end
AnzahlIterationen = zaehler
if ( abs(evaluateDF ( xNew )) <= epsilon )
disp(sprintf (' |[DF( %d )| = %d zu klein!’, xNew,
abs (evaluateDF ( xNew ))));
end
end
Lésung 2.30
a)
X0 Startwert
Yool = Xp— S (xn)
n - n
I (%n)
b) i) Es kann passieren, dass der Nenner f’(x,) = 0 ist. Dann kann das nichste Fol-

genglied x, 4 nicht berechnet werden.

11) Es kann sein, dass das Verfahren endlos zwischen zwei Punkten hin und her
springt.

... . k—>oo k—>oo
iii) Es kann sein, dass x; — oo oder x; —— —oo.
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Lésung 2.31
af B u—1 ou—1
" = T e 5P fwnw)
0 B v—73 _v=3
Y 7§ s e ) A N
d B w—35 w5
Y/ ey e e e i) A [ PO

1 u—1
V) = e =3 T =3 ( v ) '

fu,y,w)=R = (u—1?>+(v—-3)>+(w—-5)>=R>

1
~ Kugeln vom Radius R > 0 mit Mittelpunkt M = ( 3 ) .
5

Lésung 2.32

a)
1

1 !
(coshx) = (E(ex—f—e_x)) 5(6 +e - (—1)) = E(ex — e *) = sinhx
Ableitung mit Kettenregel und (e*) = ¢

b)
(sinhx)’:< e ) _ Lo -(—1)):%(ex+ex):coshx

[\J

x

Ableitung mit Kettenregel und (e*)’

c)
f(x) := cosh®>x —sinh®>x, f(0) =1, da
1 1
cosh0 = ~ (e +e ) =-(1+1)=1,sinh0=-("—¢7%) =0.
2 2 2
f(x) “2) 5 coshx - sinhx — 2sinhxcoshx = 0 vxeR.
= f(x)=const Yxe R = f(x)=1 VxeR, daf(0)=
Lésung 2.33
a)
x—2 x—2 x—=2 £ 1

f(x):x3—4xzx(x2—4) - x(x+2)(x-2) x(x+2)

stetig ergidnzbar in x = 2 mit Funktionswert: f(2) := 54 % :
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2 Funktionen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit

b)

nicht stetig ergéinzbar!

V2+h-2 2+h-2
h

A _
(2 +h) ="

5 —cofiirh >0,/ 0.

Denn:

V2+h—=V2:V24h—2—23vV2-2<0
1
h>0.10 = - = oo

vV2+h—2 <0 firkleines A > 0.

V2—-h-2 V2—-h-2 2-2-h
2—h—2 —h a h

Denn:

2-\V2—h—2-v2>0!

x4 (x=2)(x+2) s x+2
) = 2 T oe—y) -2

nicht stetig ergénzbar!

_2xh+2 4+th 4 +oo fir +,A>0,A]0
T { —oo fir —h>0,2{0 }
Lésung 2.34
a)
) = 2 sinx
cosx
) = 2x sinx +x20052x+zsin2x
cosx cos*x
= 2xtanx+x*(1+tan’x)
= x[xtan®x+ 2tanx +x]
benutzt:
1) (sinx)’ = cosx, (cosx)' = —sinx,

2) Produktregel, Quotientenregel.

— oo fiirh>0,h ] 0.
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b)
gx) = (¢F+e)
gx) = S5 +e )i (e —e)
— S(ex+e—x)3(62x . e—Zx)‘
c)

h(x) = ln<x+ 1+x2)

1 X
- . 1_|_—
x+V1+x2 ( \/1+x2>
1 V1+x2+x

A VIH2 VIR
1

\/1+x2'

benutzt: (Inx)' = % und Kettenregel!

Lésung 2.35 a) Ja! (Cauchy-Folgen in R sind konvergent, konvergente Folgen sind
beschrinkt.)

b) Ja! (Denn sie sind beschrinkt, und monotone und beschrinkte Folgen in R konvergieren.
c¢) Ja! (Satz aus der Vorlesung.)

d) Ja! (Satz aus der Vorlesung.)

e) Nein! (Beispiel aus der Vorlesung.)

3 Vektorraume
Lésung 3.1

a) Um die Vektoren x und r berechnen zu kdonnen, miissen wir zwei Punkte auf der
Geraden kennen. Diese konnen wir berechnen, indem wir ein festes y; wéhlen und
den zugehorigen Werte fiir y, ausrechnen, bzw. andersherum.

Zuerst setzen wir y; =0

4

04— = 12

+5y2
12-5

= 2.= ——=1,
anschlieBend y, =0

3

= 0 = 12

5)’1+
12-5
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3 Vektorrdume

b)

Die Punkte (0, 15) und (20,0) liegen also auf der Geraden G. Nun konnen wir

= ()
() () =(%)
G:{(g)ﬂ(fg) R}

Die Konstruktion folgt dem Beweis des entsprechenden Lemmas aus der Vorlesung.
Hier ist

und

setzen und erhalten

0 0 1
x=| 0], r=111], g= 0
2 2 —1

Zunichst wird ein Vektor p, der senkrecht auf r und ¢ steht, bestimmt:

P g3 —13q> 1-(=1)— -1
p=\|p |=| ng—ng | = 1-2-0- ( 1) =1 2
P3 riqa —rqi 0-0-1-1 —1
Den gesuchten Vektor n erhidlt man durch ,,Normalisierung*:
1 1
n= p=—
P+ p3+ p3 V6
SchlieBlich ist noch d zu bestimmen:
1
<y,l’l> = (x—l—tr—l—sq,n) = <X,I’l> —|—l‘<l",l’l> —|—S<q,l’l> = —<X,p>
V6
1 -2
=—(0-(-1)4+0-24+2-(—-1)) = —
\@( (=1) (—1)) 7
Also gilt:
1 -2
E={yeR| ——yi+-F—=m——=y=
{ BTV
Variante 2:

ni, no und n3 bestimmen wir, indem wir drei Punkte auf der Ebene berechnen, sie in
die Gleichung
niy1 +nay2+nzy3 =d
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einsetzen und das Gleichungssystem aus den drei Gleichungen 16sen. So erhalten wir
Werte fiir n1, n, und n3 in Abhédngigkeit von d. d konnen wir nun bestimmen, indem
wir die gerade berechneten ny, ny und n3 in die Gleichung

n% + n% + n% =1
einsetzen. AnschlieBend lassen sich auch n;, n, und n3 ohne d schreiben.

Die drei Punkte auf der Ebene berechnen wir, indem wir einmal » = s = 0, einmal
r=1und s = 0 und einmal » = 0 und s = 1 setzen.

r=s=0:
0 0 1 0
0O |+0-{ 1 |J]+0- 0 =10
2 2 —1 2
r=1unds=0:
0 0 1 0
O J+1-111]+0- 0 = 1
2 2 —1 4
r=0unds=1:
0 0 1 1
0O |+0-{ 1 J+1- 0 —

[\
(\)
|
p—
—

Es ergibt sich also folgendes Gleichungssystem

2113 = d
ni 4+ n3 = d
+ np 4+ 4ny = d
= ny = %
ni = d—ngz%
nyp = d—4n3:—d
Eingesetzt in n% + n% + n% =1 ergibt
d? d?
—+d*+— =1
4+ +4
3
& >~ =1
2
2
& d = £4/3
3
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B d_\/g_l

T M T 2T T
2

R

R N 3

2

5 0 0 1
e = 1 ]=o |-t 1 ]=s[ o
4 2 2 ~1

%f(t,s) =2(1—1)(=1)+2(2 =2t +5)(=2) = —4s+ 10 — 10

—f(t,8) =2(5—5)(=1)+2(2—2 +5) =4s— 4 —6

Da die beiden Ableitungen gleich O sein sollen, ergibt sich ein 2 x 2 Gleichungssy-
stem, dessen Losung t = %6 und s = % ist. Der gesuchte Abstand ergibt sich schlieB3-

lich durch:
D(e) ()
4 2 6\, 6\
B §2+ ~10 2+ 5\* VI50 5
IRANG 6 6) 6 6
Lésung 3.2
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a)

(x+y,x—y)

b)

ey )P + e —yl? =

Lésung 3.3
|(x, )]

|x1y1 +x22]

(X101 +x2y2)2

x2y? + 2x1y1x2y2 + X3y3
2x1y1X2)2

0

T

I
M=

(o0k + yie) (X — yk)

~
I
_

x/% + VX — XkYk — y/%

I
(ngE

~
I
_

I
bl
1=
=
R )
|
=<
~to

s

—

I
[l g
o

|
1=
o

w-
I
w-
I

=<><>

2 2
= [ll= =1yl

n

Z X+ i)
k=1

n
Z X — i)

X+ 220k + Ve + X — 20k + Vi

[lx[[ {]]]

VBB
brba)rtn)

x%y% +x%y% +X7y5 +x3y5

XV +2x1y2 )
(x2y1)” —2(x2y1) (x1y2) + (x1y2)
(xay1 — x1y2)?

I VANN VAN VANR VAN VANRR VAN

Da wir nur Aquivalenzumformungen vorgenommen haben und die Ungleichung in der
letzten Zeile wahr ist, haben wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung im R? bewiesen.
Lésung 3.4 Die Polynome sind genau dann linear abhingig, wenn es o, 3,7 € R gibt

mit @ #0, B #0, v 0und

o(l+1)+B(2+1)+7y(2t) =0.
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Dies ist dquivalent zu

o+ot+2B+Pt+2y = 0
& (a+2B)+(a+B+2y)r = 0

Da diese Gleichung fiir beliebige r € R wahr sein soll, muss gelten
a+2=0 & o=-2pB

und
o+B+2y=0 & o=-F-2y.
Daraus ergibt sich
2B = —B-2y
ep =2y
= o=-2=-4y

Mit y = 1 ergibt sich also & = —4 und 8 = 2. Zur Probe berechnen wir noch einmal

a(l+0)+ B2+ +y(20) = —4(1+41)+22+1)+2
= A4 A 44242
=0

und sehen, dass die drei Polynome wirklich linear abhiingig sind.
Losung 3.5 X,y € R” sind per Definition orthogonal genau dann, wenn

Wir rechnen wie folgt

V"= =" = G+Y) - G+Y) - F=¥) - F=)) =
XXX Y+Y X+ -3 X+X-F+y-X—y-y=4xX-y
und erkennen: X1y < ||[X+Y|| = |]¥—]|.

Geometrische Interpretation: Ein von X und y aufgespanntes Parallelogramm ist genau dann
ein Rechteck, wenn die beiden Diagonalen X + y und X — ¥ gleich lang sind. (Rechteck-
Satz.)

Fiir n = 2 148t sich dieser Sachverhalt an Hand einer Skizze veranschaulichen.

Lésung 3.6
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a)
—2x + y = 1
x + 2y =17 |2
—2x —+ y = 1
Sy = 15 = y=3
= 2x=3—-1=2
= x=1
S=(1,3)
Skizze:
G 2 —|—1 ! & —2x+ l & 2x+1
1 /5 \/§y /5 y y
G 1 n 2 7 @1 n 7@ 1 +7
—X _ Y = — —X — — = ——X —
Y-S M R A TR M)
5 T T T
4.5
4k
35 F
3-
25 F
2-
15 F
l L L L
0 0.5 1 1.5

Alternative Rechnung:

2x+1=-1/2x+17/2
& Ax+2=—x+7
& Sx=5=x=1=y=2-141=3 V
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b) Wir wollen die Gerade zuerst in der Form
G={x+ar|lacR}

angeben. Dazu setzen wir

und erhalten

Um Die Gerade in der Form
G={y € R*|niyi +noy> =d}

schreiben zu konnen miissen wir das folgende Gleichungssystem l9sen:

n + 2 n = d

2 m + n, = d

n + 2 np = d
— 3 np = —d = I’Lz:g—l

= nlzd—2n2:‘§l

Weiterhin miissen »n; und n, die Gleichung n% + n% =1 erfiillen.

d>  d? 9 3
2, .2 2
=l —+—=1ld==—=d=—
ni+nj R 5 NG
: 1
ntT =n = —,
SN
d.h. . . 3
G= ER?|—y 1+ — =—}.
{y ‘\/Eyl \/Ey2 V2

An dieser Form kann man nun auch leicht die Schnittpunkte mit den Achsen ablesen.

Es sind die Punkte
0 und 3
3 0o/

a) Da die Schnittmenge der Geraden G mit der Ebene E die Menge aller Punkte aus R
ist, die sowohl auf der Gerade als auch in der Ebene liegen, konnen wir die Schnitt-
menge bestimmen, indem wir

Lésung 3.7

x+ar=y+Bp+yq
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setzen und das sich daraus ergebene Gleichungssystem

ary, — Bpr — Yq1 = y1—x
ar, — Bpy — Y = y21—x2
ars — Bpz — Y3 = 3—x3

16sen.

b) Mochte man den Schnitt einer Geraden mit einer Ebene berechnen, so sind drei ver-
schiedene Ergebnisse moglich:

1) Gerade und Ebene schneiden sich nicht, das heiflit die Gerade liegt parallel zur
Ebene.

i1) Die Gerade schneidet die Ebene, so dass die Schnittmenge aus einem Punkt
besteht.

iii) Die Gerade liegt in der Ebene, so dass die Schnittmenge die Gerade selber ist.

¢) In diesem konkreten Fall sieht das Gleichungssystem wie folgt aus:

a + B = 2
4do0 — 2B — 3y = -1
3¢ — B — 2y = O
& o + B = 2
- 68 — 3y = -9
— 48 - 2y = -6
s o + B = 2
1 3
B+ v = 3
0= 0
3 1
=P =573
3 1 1 1
* p 2 27277
D.h. die Schnittmenge ist
-1 1 1
S = 3| +G=5n| 4 ‘YGR
3 3
_1 _
2 2
= 5 +yl -2 ’ye]R
% _3

und somit eine Gerade. Genauer gesagt handelt es sich dabei um die Gerade G, die
lediglich mit einem anderen Stiitz- und Richtungsvektor aufgeschrieben worden ist.
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3 Vektorrdume

Lésung 3.8 Um zu zeigen, dass V x W ebenfalls ein R— Vektorraum ist, bemerken wir
zunichst, dass (v,w) + (¥,w) und a(v,w) ebenfalls Elemente von V x W sind. Nun priifen
wir noch die Axiome eines Vektorraumes:

(AD)

((w) +(7,w)) + (9, W)

(A2)

(A3) (0,0) €V x W und

(v,w) +(0,0) = (v+0,w+0) = (v,w)
(A4) (—v,—w) €V x W und
(v w) + (=v,=w) = (v+ (=v),w+ (—w)) = (0,0)
(S
a(B(v,w)) = a(Bv,fw) = (aBv,afw) = (Bav, Baw) = B(av,aw) = B(a(v,w))

(52)
L(v,w) = (1-v,1-w) = (v,w)

(D1)

o((vyw)+(F,w)) = alv+i,w+w)
(v—l—v) o(w+w)
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(D2)

Lésung 3.9
a)

Man erkennt: I=I11!

Einsetzen in II:

(o +B)(v,w) ((oc+B)v (a+B)w)
= (av+Bv,aw+ Bw)
= (av,ow) + (Bv, fw)
= (a(v,w))+(B(vw))

0
AV1+LLV2—|—VV3—|—§V4: 0
0

L A — u — 2v + 28 =

I: A + 2u + 13v + 11& =

nm: A — u — 2v + 28 =

I & A=u+2v-2¢

H+2v—2E4+2u+13v+11E=0
& 3u+15v+96 =0
& |u+5v+3£E=0

& |u=-5v—-3¢
= A=-5v-3E+2v-2¢&
A=-3v-5&

Wihlev,E =1 = u=-8=A27.
Also gilt zB.: (=8)vi + (—=8)va+v3+v4=0!

(Direkt nachrechnen!) D.h. vy, ..., v4 sind linear abhéngig.

b) (D Lineare Abhingigkeit:

246

0

Awi+uwr+vwz=1| 0

0
L 24 4+ 3u + v =0
s A - u 4+ 3v =0
II1: u — v =0

0
0
0



3 Vektorrdume

<< u=v.
EinsetzeninIl: A =u—-3v=v—-3v=-2v
Einsetzenin: 2A = —v-3u=—-v-3v=—4yv = A =-2v
Wihlev=1:= u=1,A=-2

= (2)wi+wr+w3=0 < |w; Z%W2+%W3

D.h. {wy,ws, w3} sind linear abhéngig und bilden daher sicher keine Basis.

Es gilt:
3 1
Wy X W3 =wrAwsz = -1 | x 3
1 —1
1-3 -2 0
= (143 )= 4 |#|o0
9+1 10 0
= {wy, w3} sind linear unabhéngig.
Denn sonst: da # 0 mit w3 = aw;
0 0
:>W2><W3:W2><(OCW2):OC(W2><W2):OC- 0 = 0
0 0
Wegen (D) gilt also: span{wy,wy, w3} = span{w,, w3} .
0
span{w,, w3} ist eine Ebene E im R? durch den Nullpunkt | 0 | € R3 mit
0
0
wy xw3 # | 0 | als Normalenvektor!
0
Es gilt:
-2
w1 -(W2><W3): 1 . 4 =—4+4+0=0
' 0 10
70 #0

= w) € dieser Ebene E, d.h. w; € span{wy, w3} = span{w, w2, w3} .
Die Ebene E ist beschrieben durch:

E ={xeR®x- (wy x w3) = 0},
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d.h. E enthilt alle Vektoren x € R>, die senkrecht (=orthogonal) zu ws x w3

sind.
—1
Der Vektor z = 2 liegt nicht in £, wegen
5
-1 -2
z-(wp xw3) = 2 . 4 =2+48450=60>0!
5 10
—1
Daher ldsst sich z = 2 nicht als Linearkombination von w, und w3 und
5

wegen (I) auch nicht als Linearkombination von wy,w; und w3 darstellen.

¢) (D Linear unabhingig:

0 I: A+ 30 + v =0
Aug+uup+vus=| 0 | &< I 24 + 2u + v = 0
0 O: 34 + u + 2v = 0
I'=I A+ 3u + v =0
I=I1-2I: — 4u — v =0
I =I11-3I: - 8u — v =0
I"=r A+ 3u + v 0
Ir=Ir: — 4u — v =0
Mr=Ir-21r’: v =0

v=0 = (EinsetzeninII’!) 4 =0 = (EinsetzeninI”!) A =0

D.h. {u;,up,u3} sind linear unabhéngig.
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X1
@ Erzeugen R3: Auj +puy +vus =x= | x,
X3
A+ 3u + v = x
& 2 4+ 2u + v = x
3 + u + 2v = x3
A+ 3u + v = x
<~ — 4u — V. = x2—2x
— 8,LL — Vv = x3—3x;
A+ 3u + v = x
<~ — 4“ — vV = x—2x
V = x3—3x1 —2x+4x1 =x1 —2xp+x3
= (—4)‘LL =V4+x—2x1=x1—2x2+x3+x0—2x] = —X] — X2+ X3

1
=< U= —(x1 +X2—X3)
A

—3u—v
X1 — le XQ—I—%X3—X1—I-2)CQ—X3
—3X1 + 4X2 iX3
%( 3x +5x2—X3)
= ( %) 3x1 S5x +X3>

4
I

D.h. {u;,us,u3} erzeugen auch R? und mit (I) zusammen bilden sie daher auch
eine Basis!

3 Koordinaten des geg. Vektors bzgl. dieser Basis:

Wollen wir den Vektor bzgl. der Basis {u,uy,u3} des R> darstellen,

und erhalten

1
1
1
sosetzen wirin @Qx= | 1
1

1 1 1 1
A 4(3 5+4+1) o M 4( + ) 2V +1=0

1
D.h. bzgl. der Basis {u1,us,u3} des R? lauten die Koordinaten von | 1
1

[« ENEENER
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Lésung 3.10

a) Nein!
Up := {(1,x,y) | x,y € R} ist kein Untervektorraum des R, da (0,0,0) ¢ Uy .
Aber Uy = (1,0,0) + Uy = (1,0,0) + {(0,x,y) | x,y € R} ist affiner Unterraum!

b) Ja!
U = {(xxx)[xeR}
= ¢x-[ I | |[xeR
0 1
U, ist Gerade durch [ 0 | € R? mit Richtungsvektor [ 1
0 1
aclU = AaclU; VAER,
a,bclU; = a+becU.
c) Ja!
1
Uy={(x,2x,3x) |xeR}=<x-| 2 | [x€R
3
wie b)!
d) Ja!

U3 = {(Xl,xz,)(fg) | 2)(:1 +Xxp = 5)(,'3}
= {(x1,x2,x3) | 2x; +x2 — 5x3 =0}

(o1 03) | i+ = —xy =0}
,X2, X Xy — X3 =
1,X2,X3 30! 302 30

Us ist also eine Ebene im R3, die den Ursprung enthiilt.

e) Nein!
Us = {(x1,x2,x3) | x1 +2x2 =7} = (0,0,0) & Uy!

Aber U, ist affiner UR:

Uy = (1,3,0) +{(X1,XQ,X3) | X1+ 2x = O}!
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Lésung 3.11

pe k. p(t)=at*+...+ait +ao

pelU: pt)=at*+...+ait+ao
(5) = kak-l-Sk lak 1+...+5a1+ay=0
(7) = T*ay+ ... +7a; +ag =0

Behauptung: U ist Untervektorraum von 7% .
Nachweis:

Um zu zeigen, dass eine Teilmenge U C V eines Vektorraumes V' ein Untervektorraum ist,
geniigt es,

DoeU CV,
@xeU,AeK = AxeUund
BQxyelU = x+yelU

zu zeigen,denn

(A1),(A2) gelten wegen @) und U C FF,
(S1),(S2) gelten wegen @ und U C P,
(A3) gilt wegen (D),

(A4) folgt aus @) und @ mit A = —1 und
(D1), (D2) folgen aus @), @ und U C FX.

@ po(t) :=0-t*4...+0-1+0, das Nullpolynom ist € U !
Denn: py € 2% und po(5) = po(7) = 0!

@EsseipcUund A €R. = Ap e U. Denn:

) = aktk-l—...-i—alt-i—ao
) = ...=p(7)=...=0 (s.oben)
Ap(t) = Aa)t*+...4+Aa)t+Aray e P*
) = 5*Aag+...4+5Na; + Aag
= l(ékak—i—...—i—Sa]—l—ag):O,

-0
(Ap)(7) = 0 entsprechend
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B@peU,qelU = p+qgeU.Denn:

(p+4)(7)

Lésung 3.12

@D Moglichkeit 1:

0

Da die Funktionen 1 = x
Skript!), folgt:

Tt 0

aktk+...+a1t+ao
bktk+...—|-b1t+b0
Skak+...—|—5a1—|—a0:O
55D+ ... 4+5b1+by=0
(ak—l—bk)k+...+(a1—|—b1)t—l-ao+bo 6:@]{, denn
(ap+b)55+ ...+ (a1 +by)5+ag+ bo
SYap+...+5a1+ag+ 5+ ... +5by +by =0

=0 =0
0 entsprechend

Ap1(x) + ppa(x) + vps(x)
(A43u+V)x>+ 2A+2u+V)x+ (BA + 1 +2v)

0 x =x!, x? linear unabhingig sind (siche Vorlesung bzw.

A+ 3u + v =0

2 4+ 2u + v = 0 ) = A=u=v=0.
3 + u + 2v =0

Denn dies ist dasselbe lineare Gleichungssystem wie in Aufgabe 3.9 ¢)!

Also sind die Polynome pj(x), p2(x), p3(x) linear unabhingig.

Um zu zeigen, dass sie eine Basis des Vektorraumes der quadratischen Polynome
bilden, miissen wir noch zeigen, dass sich jedes quadratische Polynom ¢(x) = ax* +
bx + ¢ als Linearkombination von pj(x), p2(x), p3(x) schreiben lésst. Dies fiihrt auf
das lineare Gleichungssystem:

A+ 3u + v = a
2 4+ 2u 4+ v
3 + u 4+ 2v = c,

welches man wie in Aufgabe 3.9 c) 19st:
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Also bilden p;(x), p2(x), p3(x) eine Basis!
Nun rechnet man noch nach, dass
p(x) = 5x245x+6 = pi(x)+pa(x)+ p3(x)

= 1-pi(x)+1-pa(x)+1-p3(x)
bzw.

q(x) = 3x+7 = 2:pi(x) = pa(x) + p3(x)
gilt.

Also p(x) die Koordinaten bzgl. der Basis {p;(x), p2(x), p3(x)}

N = = =

und ¢(x) die Koordinaten | —1 | bzgl. der Basis {p;(x), p2(x), p3(x)} .
1

@ Moglichkeit 2:
(*) 0= Api(x)+ pupa(x)+ vps(x) soll Vx € R gelten.
Insbesondere gilt es fiir x =0
= 0=31+pu+2v.
AuBerdem impliziert (*):
0=Ap|(x)+upy(x) +vps(x) VxeR.

= (x =0 einstzen)
0=2A+2u+v
und schlieBlich:
0=ApY(x)+upy(x)+vp3(x) VxeR.

= (x =0 einstzen)
0=21+4+6u+2v=2(A+3u+v).

Damit landet man wieder bei obigem linearem Gleichungssystem von (I) und kann
fortfahren wie in (D!

Beachte: Hierbei haben wir nicht benutzt, dass 1,x,x2 eine Basis des Vektorraumes
der quadratischen Polynome bildet!

Lésung 3.13

a) Nein! Denn es gilt z. B.

() () 0011

Damit ist das Axiom (G1) verletzt. Aber die Eigenschaften (G2) - (G4) gelten.
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b) Ja! Es sind die einzelnen Axiome fiir beliebige x, y, z aus R? zu iiberpriifen:
(GD)

k(x,x) = 2x3 4+ 2x3 — 2x1x0 = X3+ 235+ (x1 —x2)> > 0

Man erkennt nun leicht, dass die Addition mehrerer nicht-negativer Werte ge-
nau dann Null ist, wenn alle Werte gleich Null sind. Hierbei ist zu beachten,
dass der letzte Term (x| —xz)2 genau dann Null ist, wenn x; = x;, d.h. nicht
nur wenn x| = xp = 0. Die geforderte Eigenschaft, dass k(x,x) =0 g.d.w.x=0
wird hier von den beiden restlichen Termen getragen, da x% =0gdw.x; =0
und x% =0 g.d.w. x; =0, so dann k(x,x) =0 g.d.w x; =x, =0.

(G2) k(x,y) =2x1y1 + 2x2y2 — X1y2 — X2¥1 = 2y1X1 + 2y2x%0 — y1X2 — yax1 = k(,x)

(G3) k(x+y,z) =2(x1 +y1)z1 +2(x2 +y2)z2 — (x1 +y1)z2 — (X2 +y2)21 = 2x121 +
2121 +2x220 + 2y220 — X122 — Y122 — X221 — Y221 = k(x,2) +k(3,2)

(G4) k(ax,y) =2ax1y; +20x2y; — 0x1y2 — 00Xy = Qk(x,y)

Lésung 3.14 Ein Tetraeder sei durch die Vektoren a,b,c € R3 aufgespannt, wobei das
durch a und b definierte Dreieck seine Grundfldche bilden soll. Dann gilt A = %|a x b|,
denn der Betrag des Kreuzproduktes ist gerade die Fldche des von a, b aufgespannten Par-
allelogramms. Demnach ist die Hélfte hiervon die Flidche des gesuchten Dreiecks.

Die Hohe des Tetraeders ist nun die Projektion von c¢ auf einen Vektor, der senkrecht auf a

und b steht und die Léinge 1 hat. Ein solcher Vektor ist gerade durch das normierte Kreuz-
axb

rodukt egeben. Die Projektion berechnet sich dann durch das Skalarprodukt, d.h.
pdk|><b|ggb Die Projektion b h ichd durch das Skalarprodukt, d.h
a
X b X b
esgilth=c- |a b = |a b -¢. Damit folgt insgesamt:
a a
1 111 axb 1
VIT)==A-h= == b el = - b)-
(T)=3 3314 ||a><b| c 6|<a>< )¢l

Der Betrag muss verwendet werden, wenn nicht klar ist, ob die Vektoren ein Rechtssystem
bilden. Tun sie es nicht, konnte das Produkt negativ werden.

In unserem konkreten Fall seien

1 1 -1
a=10|,b=|(1 J,e=| -1 |,
0 0 2
dann ist
1 0-0 0
0 1-0 1
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Damit ist dann

0 —1
(axb)-c=|{ 0 |-| -1 | =2,
1 2
also ist das gesuchte Volumen V = % 2= %

Lésung 3.15

a) Ein eindimensionaler Untervektorraum des R ist gegeben durch eine Gerade durch
den Ursprung, d.h.

G={Ar|A e R}

fiir ein r € R3, wobei r = () sein muss.
Ein zweidimensionaler Untervektorraum des R? ist gegeben durch eine Ebene durch
den Ursprung, d.h.

E={Ar+uq|i,peR}
mit 7,q € R?, r und ¢ linear unabhingig.

b) Um zu zeigen, dass eine beliebige Teilmenge U eines IK-Vektorraumes V ein Unter-
vektorraum ist, miissen wir zeigen, dass

O U #0,
@ peU,AecK = ApeUund
® pgeU = p+qel.

Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, werden alle anderen Vektorraum-Eigenschaften
automatisch von V auf die Teilmenge U {iibertragen. Seien nun U}, U, Untervektor-
rdume eines IK-Vektorraums V. Wir zeigen nun fiir U = U; N U, diese drei Eigen-
schaften.

(D Da Uy, U, Untervektorrdume sind, ist 0 € Uy und 0 € U,, also 0 € Uy N U, also
ist U; N U, nicht leer.

@ Sei pce U NUpund A € R, so folgt Ap € Uy, da p € Uy und U, ein Untervek-
torraum. Auf gleiche Weise folgt A p € U, und beide Folgerungen zusammen
ergeben Ap € Uy NU,.

@) Seien p,q € Uy NU, so gilt
pelU,qel; = p+qgel

und
pelr,gel, = p+qgel.

Daraus folgt p+¢q € U NUs.
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c)

Eindimensionale Untervektorrdume des R3 sind im Allgemeinen Geraden, die durch
den Ursprung gehen. Zweidimensionale Untervektorrdume des R> sind Ebenen, in
denen der Ursprung enthalten ist. Betrachtet man also den Schnitt eines eindimen-
sinalen Untervektorraumes mit einem zweidimensionalen Untervektorraum des R3,
so konnen zwei Fille auftreten:

i) Die Untervektorriume schneiden sich in einem Punkt.

ii) Der eindimensionale Untervektorraum ist im zweidimensionalen Untervektor-
raum enthalten.

Bemerkung: Betrachtet man im Allgemeinen den Schnitt einer Geraden mit einer
Ebene im R? so kann noch ein dritter Fall auftreten. Und zwar kann die Schnittmenge
leer sein, wenn Gerade und Ebene parallel zueinander liegen. Dies kann hier jedoch
nicht passieren, da die Null in jedem Untervektorraum enthalten sein muss.

Lésung 3.16

a)

b)
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lx=yl; = glx—yx—y)
= glx—yx)—glx—yy)
= g(x,x)—gyx)—glx.y)+g(»y)
= g(xx) —2g(x,y) +8(,y)
= lxll2 — 2g(x,) + [IylI3

Wihlt man fiir g(+,-) das Euklidische Skalarprodukt (-, -), so 146t sich die Gleichung
schreiben als

lx = ylI> = lIxl|* = 2(x, ) + Iyl
Gilt nun x L y, so ist (x,y) =0, d.h.

2 2 2
[l =117 = {lll” 4 Iyl

Dies entspricht dem Satz des Pythagoras.
Wiihlt man jedoch beliebige x,y so kann man die Gleichung umschreiben zu

2 2 2
[l =117 = il = 2[lxl[lly[f cos (ex) + [Iyl[,

wobei o der von den Vektoren x und y eingeschlossene Winkel ist. Dies entspricht
nun dem Kosinussatz.

Bemerkung: In der Klausur wiirde eine der beiden Interpretationen ausreichen.
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Lésung 3.17 a) Wir berechnen eine Parameterdarstellung von E wie folgt:

-2 -2 -2 6 -2
E: X = -2 |+ -1 |- -2 +u 51— -2
0 -1 0 =7 0

-2 0 8

= -2 | +A 1 | 4+u 7

0 -1 —7

Zur Probe rechnet man nach, daf3

-2 0 -2
{ A :1 } liefert X = -2 |+ 1 |1=(-1]=p.
H= 0 -1 -1
-2 8 6
{ /1:(1) } liefert X = -2 |+ 7 | = 5 1=p.
H= 0 —7 —7
-2
A =0 liefert ¥ = -2 | =P.
u=0
0

b) Wir berechnen einen Normalenvektor an E mit Hilfe des Kreuzproduktes der beiden
Richtungsvektoren von E.

0 8 —7+7 0
= x| 7= -8-0]=[ -8
~1 —7 0—8 -8

Zur Probe rechnet man nach, daf3

0 0 0
il 1= 8] 1 ]=0-8+8=0, (v)
—1 -8 —1
8
i 7 1=0-56+56=0. (V)
—7
Da
X1 0
X-n= X2 . -8 = —SX2—8)C3
X3 -8

und wir wissen, dass Py € E, also

—2 0
d=| —2 || -8 | =16
0 —38
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ist die Ebene E geben durch
E = {xeR’|x+x;=-2}

Bemerkung: Es war in der Aufgabenstellung nicht gefordert, dass 7 normiert ist. Natiirlich
isi die Losung E = {x € R?| %xz + %)@ = —\%} genauso richtig.
Losung 3.18 Wir l6sen das zugehorige lineare Gleichungssystem:

0 L A + u 4+ 2v =0
AV + Wy + vy = 0 = I —-A — 3y =0
0 I1I: — 4u — 20v = 0

Offensichtlich gilt:
1
I < v:—gl & A= -3v.
1
I < v:—gu & U=-5v.
Einsetzen von II und III in I liefert:

0=3v-5v+2v. V

Also ist v, frei” wihlbar. v = 1 liefert: A = —3, u = —5. Damit erhalten wir

0
= (—3)\71 + (—5)\72 +V3 = 0
0
Zur Kontrolle rechnen wir noch
—1 1 2
WB=3+5=3 -1 |+5| 0 | = -3 .V
0 4 20

Lésung 3.19

a) Bei der Menge aller Vektoren w € R? fiir die gilt v und w sind linear abhiingig handelt
es sich um eine Gerade durch den Ursprung mit Richtungsvektor v (ndmlich alle
Vielfache von v).

b) Bei der Menge aller Vektoren w € R? fiir die gilt v und w sind linear abhiingig und

|lw|| = 1 handelt es sich um zwei Vektoren w = H_:H und w = —H—f}”.

¢) Bei der Menge aller Vektoren w € R? fiir die gilt v-w = 0 handelt es sich um die
Ebene durch den Ursprung, auf der der Vektor v senkrecht steht.

258



3 Vektorrdume

d) Bei der Menge aller Vektoren w € R? fiir die gilt v-w = 0 und ||w|| = 1 handelt es
sich um einen Kreis mit Radius 1 in der Ebene durch den Ursprung, die senkrecht
zum Vektor v liegt.

Lésung 3.20 a) Ja! Im RR? liegen alle zu einem gegebenen Vektor Z # 0 orthogonalen
Vektoren auf einer Geraden durch den Ursprung, sind also Vielfache desselben Richtungs-
vektors. (Siehe etwa die entsprechende Darstellung einer Geraden im R2.)

b) Nein! Im R? liegen alle zu einem gegebenen Vektor 7 # 0 orthogonalen Vektoren in
einer Ebene durch den Ursprung, in dieser gibt es also zwei Richtungsvektoren, die linear
unabhingig sind.

Beispiel:
1 0 0
=0 |,y=11],Z=( 0 |: XLy:%y=0 V
0 0 1
X17:x%Z=0 V
0
¥, Z linear unabhingig: Ay+uz=| 0 | & A =0, u=0!
0
c) Ja!

v

vl
@
=
o
=
=
=
c
=
(]

d) Ja! Wegen dimV = k und {V},...,V;} linear unabhingig gilt:
span{Vy,..., ¢} =V,

d.h. {V,...,V;} ist eine Basis von V .
Beachte: Es gilt immer span{Vy,..., vy} C V.
Zu zeigen ist also nur V C span{v,...,V}.
e) Nein!
W1,...,W, € V linear abhédngig
= day,...,o, € R, sodass ayw +...+ oW, =0€V
und mindestens ein o;; # 0 firi=1,...,n.

Wire a; # 0, wire die Behauptung richtig:

1 0 0
V=R n=3:wi=|0|,wh=|1],ws=] 4
0 0 0
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sind linear abhédngig:

0
0-wi+dwh+(—1)ws=| 0
0
1
Aber wi = | 0 | ist nicht als Linearkombination von w,, w3 darstellbar:
0
1 = 0 f
wi=awr,+pBws & 0 = a+4B  Widerspruch!
0 =0
Lésung 3.21

a) Ja! Wire die Teilmenge der Vektoren linear abhéngig, so wire es auch die gesamte
Menge. Die Teilmenge muss also auch linear unabhiingig sein.

1 0 1 1
b) Nein! Gegenbeispiel: O, 1 1],(1 sind linear abhiingig, 0],
0 0 0 0

jedoch linear unabhéngig.

c¢) Ja! In der Vorlesung gibt es einen Satz der folgendes besagt: Sind {vi,...,v,} und
{wi,...,wn} zwei verschiedene Basen eines Vektorraumes V, so gilt n = m. Ist n
endlich, so ist also auch m endlich.

d) Nein! Zwei Vektoren der Form (¢, o, ) sind immer linear abhéngig (also auch drei).
Da eine Basis des R? aber aus drei linear unabhingigen Vektoren bestehen muss,
kann sie nie nur aus Vektoren der Form (&, &, ¢t) bestehen.

e) Nein!

f) Nein! Den Vektor (0,0,0) kann man nicht zu einer Basis des R? erweitern.

o o 0
g) Ja! Die Menge a |, 0 |,| « mit & # 0 bildet zum Beispiel eine
o 0 0
Basis des R?, denn es handelt sich dabei um drei linear unabhiingige Vektoren im
RR3.
Losung 3.22

a) 1) Ja! Die beiden Vektoren sind linear unabhiingig, so dass ihr Kreuzprodukt einen
Vektor liefert, der senkrecht auf den beiden steht.

1 2 6
0 x| 3 = —4
-2 0 3
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1 2 6
Die drei Vektoren 0 o, 3 Jund | —4 ] sind somit linear unabhén-
-2 0 3

gig und bilden eine Basis des R?.

ii) Nein, denn diese beiden Vektoren sind linear abhingig:

1 -2
1
—2 4

b) 1) Ja! Egal welchen der drei Vektoren man streicht, die anderen beiden Vektoren
sind linear unabhingig und bilden somit eine Basis des R?.

(%) =2(5)==(¢)

Egal welchen Vektor man streichen wiirde, die anderen beiden sind linear ab-
hiingig und bilden somit keine Basis des R.

1) Nein, denn
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