Klausur zum Modul Ingenieurmathematik I1 (B22) 12. August 2014
fiir den Bachelorstudiengang Geodisie und Geoinformation

In der Klausur koénnen 10 Punkte pro Aufgabe, also insgesamt 100 Punkte erreicht
werden. Zum Bestehen sind mindestens 42 Punkte erforderlich.

Priifer: Dr. M. Lenz, Prof. Dr. M. Rumpf

Klausurdauer: 180 Minuten

Bitte Namen, Vornamen und Matrikel-Nr. einsetzen.

Bitte Schliisselwort (zur Veroffentlichung der Klausurergebnisse im Netz) eintragen:

SCRIUSSCIWOTT: o o vt
Aufgabe: 1 2 3 4 5 6
Punkte:
Aufgabe: 7 8 9 10 >
Punkte:

Gesamtzahl der Punkte:

Note: Viel Erfolg!



Seite 1
Aufgabe 1: Betrachten Sie die Funktion f : R? — R gegeben durch
f(z1,29) = exp(1 4+ z122) .
a) Berechnen Sie den Gradienten von f. (1 Punkt)

b) Berechnen Sie die Hesse-Matrix von f. (2 Punkte)

c) Bestimmen Sie den kritischen Punkt von f und geben Sie an, ob
es sich um ein Minimum, ein Maximum oder einen Sattelpunkt

handelt. (4 Punkte)

d) Geben Sie die Taylorentwicklung 2. Ordnung (d.h. mit Restterm

dritter Ordnung) von f um den Punkt (0,0) an. (3 Punkte)

LOSUNG:
a)
. To exp(l -+ .1'1%'2)
gradf(x) - ( T exp(l +I‘1LE2) )

b)

Hess f(z) = x5 exp(l +215) exp(l + z122) + 2122 exp(1l + z122)
= eXp(l + x1x2> + T1T2 eXp(l —|— $11'2) :L'% exp(l _|_ $11~2)
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¢) Notwendige Bedingung fiir einen kritischen Punkt z von f:

0 = grad f(z) = ( Ty exp(l + 172) ) :>a_::(

71 exp(l + T179)

Uberpriife Definitheit von

Hess f(z) = Hess f(0,0) = ( 2 8 ) :

Die Eigenwerte ;2 von Hess f(0,0) 16sen die Gleichung
N +e2=0,

d.h. A\; 2 = *e, Hess f(0,0) ist damit indifinit.
Die Funktion f hat in Z = (0,0) also einen Sattelpunkt.

d) Taylorentwicklung 2. Ordnung um den Punkt z = (0, 0):

))

flo+8) = (o) + gradf(z) - € + 5 D*f()E - €+ OE)

ro=crorg (0 o) (8) (&) +ousp

_ 1 s ) &1 3
ez () (&) +ouem

STS
2

:e+

+O([IE]°) = e + e&i& + O(lIE]1%)
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Aufgabe 2: Betrachten Sie einen Zylinder mit Hohe h > 0 und Radius r > 0.

a) Geben Sie die Formel fiir das Volumen des Zylinders V' (h,r) an.
(1 Punkt)

b) Geben Sie die Formel fiir die Oberfliche des Zylinders A(h,r) an.
(Die Oberfliache besteht aus Mantel, Boden und Deckel.)
(1 Punkt)

¢) Minimieren Sie die Oberfliche A(h,r) unter der Nebenbedingung,
dass das Volumen V'(h,r) =1 ist. (8 Punkte)

LOSUNG:

a) Das Volumen V'(h,r) eines Zylinders abhingig vom Radius r und Hohe h ist

V(h,r) = 7r’h

b) Die Oberfliche A(h,r) eines Zylinders abhéngig vom Radius r und Hohe A ist

A(h,7) = 2nr? + 27rh

c¢) Die Lagrange Funtion ist gegeben durch
L(h,r,\) = A(h,r) + AG(h,T)

wobei G(h,r) = V(h,7) — 1 =7r*h — 1.

Die notwendigen Bedingungen lauten

(1) 0=0,L(h,7,\) = 0nA(h,7) + XOWG(h,r) = 21 + Ar?
(2) 0=0,L(h,r,\) = 0, A(h,r) + X0,G(h,r) = 47r + 2mh + \27rh
(3) 0=0\L(h,r,\) = O\A(h,7) + A\O\G(h,7) = 7r*h — 1

Aus (1) folgt 0 = 2+ Ar, also A = —2/r. Einsetzen in (2) ergibt
0 =dnr +27h + (=2/r)2nrh = 4wr + 27h — 4wh,,

also h = 2r. Dies eingesetzt in (3) ergibt dann 1 = 2773, also

1 1
r=(2r)"3 undsomit h=2(2m) 3.
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c) Alternativer Losungsweg:

A(h,r) = 2mr® + 27rh
V(h,7) =nr*h =1

Lose V(h,r) = 1 nach h auf, d.h. h = (7r?)~! und setze in A(h,r) ein:
A(r) = 27r® 4 2rr(7r?) = 21?4+ 207!
Die Ableitung von A(r) ist gegeben durch
A'(r) = dmr — 202,

Die notwendige Bedingung fiir minimale Oberflache lautet A’(r) = 0.

1 2 1
Da r > 0 folgt daraus, dass r = (27)”3 und somit h = 2327 3.
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Aufgabe 3: Betrachten Sie die Matrix

0 -2
s (12
a) Berechnen Sie die (komplexen) Eigenwerte und Eigenvektoren von

S. (4 Punkte)

b) Berechnen Sie die Diagonalisierung S = UDU™!, wobei D eine
Diagonalmatrix und U eine invertierbare Matrix ist. (2 Punkte)

c) Berechnen Sie exp(tS) fiir t € R. (4 Punkte)
LOSUNG:
a) Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(A) =det(S — AL).

Die Gleichung
0=p(A) =det(S — A1) = \* + 4.

hat die Losungen Ay = 2¢ und Ay = —24i.

Der Eigenvektor v = (vy,v9) zum Eigenwert A\; = 2i spannt den Kern von
S — A1 auf. Suche daher Losungen von

0-2 -2 \ (w)_ [0
2 0—2 ve /0
Diese sind gegeben durch Vielfaches von v = (i, 1)T bzw. v = (1, —4)7.

Der Eigenvektor w = (wy,ws) zum Eigenwert Ay = —2i spannt den Kern von
S — A1 auf. Suche daher Lésungen von

(75" %) ()= (o)

Diese sind gegeben durch Vielfaches von w = (1,i)? bzw. w = (i, —1)T.
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b) Regel zum Invertieren von 2 x 2 - Matrizen:

[ a b 1 d —b
M_<c d) = M _ad—bc(—c a)
Also

B . (i1 L 10 (2 0
S=UDU™, U(1 z) v = 2(-1 z) D(o —22')

Bemerkung: Je nach Wahl der Eigenvektoren und Sortierung der Eigenwerte
sieht U und somit U~! anders aus.

¢) Mit Aufgabenteil b) folgt :

exp(tS) =exp(tUDU ) =U exp(tD)U™!
_u ( exp(2it) 0 ) -1

0 exp(—2it)

(T ) (5 )
—exp(2it) — exp(—2it) —iexp(2it) + i exp(—2it) )

iexp(2it) —iexp(—2it)  —exp(2it) — exp(—2it)

_ ( S (exp(2it) + exp(—2it)) —5-(exp(2it) — exp(—2it)) )
o (exp(2it) — exp(—2it)) (exp(2it) + exp(—2it))

~( cos(2t) —sin(2t)

- \Usin(2t)  cos(2t) )
Bemerkung: Je nach Wahl der Eigenvektoren und Sortierung der Eigenwerte
sicht U und somit U~! anders aus.

wl»—t@wl’_‘
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Aufgabe 4: a) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

-3 2 1
=) ()
mit Hilfe der QR-Zerlegung. (7 Punkte)

b) Geben Sie eine Definition an, wann eine Matrix ) € R™" ortho-
gonal ist. (1 Punkt)

c) Zeigen Sie, dass die bei der QR-Zerlegung in Teil a) auftretende
Matrix @ bzw. QM eine orthogonale Matrix im Sinne der Defini-
tion aus Teil b) ist. (2 Punkte)

LOSUNG:
a) Sei A = (a;|ay). Gesucht ist eine Matrix Q) mit
Q(I)Ch =oe,

wobei Q) = 1 — 2% eine Spiegelung an der Ebene {z - vy = 0} darstellt.

B
Dazu muss v; im Span von a; — e liegen, 0.B.d.A. v = a; — aze;q.

Da QW orthogonal, gilt |ay| = |larer]] = [|Qar|| = |lai]| = 5, laut Skript ist
a; = —sgn(Ajq)|ai| =5 eine stabile Wahl.

Es folgt also v; = a; — aje; = (—8,4)T und somit

T 2 64 —32 2 4 -2
M _qg_9%% _4_ 2 —1-—Z=
@ Ak 50\ —32 16 sL—2 1

Anwendung auf das LGS Az = b:

et Bt =) G2 (3)=()

Dann folgt

R=QA=Qa=(QVa|QVa) = (3 ). v ()

Lése Rx = y durch Riickwirtseinsetzen:

(1) (2)-()

Also 25 =2 und 5z; — 4 =1, d.h. z = (1,2)T.
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b) Eine Matrix @ € R™" ist orthogonal, falls Q7Q = 1 gilt.

Alternativ kann man begriinden, dass ¢ € R™" orthogonal ist, falls @

darstellende Matrix einer ldngenerhaltenden Abbildung ist, bzw. wenn @ als
Matrix langenerhaltend ist.

c) Zeige fiir Q = QW, dass QTQ = 1 gilt.

QTQ=[1—§<—3 _i)]T'ﬁ%(—g _f)]

:1_4_1( 4—2>+ (20 —10)
5\ -2 1 25\ —-10 5
:1_4_1( 4—2>+§( 4—2)

5\ -2 1 5\ -2 1
=1

Alternativ: Rechne mit der Darstellung Q = QM) =1 — gl .

[[oa]|2”

070 = (1 — 22V yr(g — 201

o1 ]| o1 ]|
—1_9 Uﬂ)i _9 Ull}i i 4 vlvi . UIU{Q
o] [o]] [[oa ]| Jlod |
B G
o] [[oa]|* - Jlon |
=1

Falls man in Teil b) alternativ begriindet hat, dass orthogonale Matrizen lénge-

nerhaltend sind, muss man angeben, dass Q = Q) eine Spiegelung und somit
langenerhaltend ist.
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Aufgabe 5: Betrachten Sie den Rotationskorper, der durch die Rotation des Graphen
der Funktion

r:[-1,1] - R, r(z) =1— za”,
um die z-Achse entsteht.

a) Geben Sie die Formel fiir die Berechnung des Volumens eines Ro-
tationskorpers an. (2 Punkte)

b) Berechnen Sie das Volumen dieses Rotationskorpers. (2 Punkte)

c) Berechnen Sie fiir eine numerische Integrationsformel mit Knoten-
punkten zog = —1, 1 = 0 und 25 = 1 die Integrationsgewichte w;,
i=0,1,2. (3 Punkte)

d) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers ndherungsweise,
indem Sie das auftretende Integral mit der Formel aus (c) appro-
ximieren. (3 Punkte)

LOSUNG:

a) Das Volumen V' eines Rotationskorpers mit Radius r(z) ist gegeben durch

b) Fiir r(z) =1 — 32 gilt also:

1 1 1 1 1
V:/ WT(I)deL’Zﬂ'/ (1—§x2)2dx:7r/ 1—x2+1x4dx

-1 -1

1, 1 5}1 o 43

= = — — 22060 -2 S e
W[x ot ooa?| = (60-2048) = 7
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c¢) Die Formel fiir die Integrationsgewichte ist gegeben durch

1 b
wz:b_a/av[/l(‘r>d‘r7

wobei v
Li(w) = Uy —
(x) i# v —;
die Lagrange Basisfunktionen darstellen.
Fiir Lo(z) mit zy = —1 gilt also:
T — T r—0 x—1 1 1 1
o(#) = o7 — v, —1-0 —1-1 prle—1) =g — 5w

und fiir a = —1 und b = 1 folgt somit
1 112 1 171 1 ;71 1,1 1 1 1 1
w0 2/_1256 'Y=l T 13T 23T T
Analog fiir Ly(x) mit z; = 0:

r—z; x—(=1) z-1
=11, I = . =— -(z—1)=1-2°

1! 1 1 .t 4
== 1 —22d :_[ __3} :_(1___ —1 _):_._:_
1 2/_1 vdr=gle—get| =5(l-3-(-1+3))=53=5

Analog fiir Lo(x) mit xo = 0:

r—xz; x—(—1) z—0 1 1 1
2(7) P~  1—(—1) 1-0 rl 1) =gu 4 gw
1/112+1d 1[13+12}1 1<1+1+1 1> 1
Wy = — —x°+ —rdr=-|-2"+ =z =—|z=+=+=-—=)=-
*T 2 )2 2 413 2711 4\3 7273 2/ 6
Alternativ: Es gilt ws = wy = % wegen Symmetrie der Knotenpunkte und

wlzl—wo—wzzg.

d) Numerische Quadraturformel fiir f(z) = r(z)*

S0 = et (@) = 2 (F(-1) +47(0) + £1)) = =«

i
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Aufgabe 6: Betrachten Sie die gewohnliche Differentialgleichung (Anfangswertpro-

LOSUNG:

blem)

a) Losen Sie die Gleichung (mit Hilfe der Separation der Variablen).
(6 Punkte)

b) Berechnen Sie mit dem FEulerschen Polygonzugverfahren drei

Schritte, d.h. x1, x9, 3 zu dem Anfangswert o = x(0), zur Schritt-

weite 7 = 1 zu diesem Anfangswertproblem. (4 Punkte)

a) Separation der Variablen, formaler Ansatz:

folgt

d 1 “t) 1 ! 1
—w:‘:t:fﬁ—dm:tdtﬁ/ —d:zc:/scls:—t2
dt 2 2(0) T2 0 2
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b) Das Eulersche Polygonzugverfahren lautet fiir ¢, = k7 und k& > 0
$(tk+1) = %(tk) + T.I'(tk) bzw. Thy1 = Tk + Ti’k

fir zy, == x(ty) und @y := T(tx).

Durch Einsetzen der DGL i(t;) = txz3 erhiilt man nun:
Tr1 = T + Tip = Tp + T(try) = 2+ T(RT)2E = 28 + kT

Berechne nun drei Schritte mit 7 =  und 2o = 2(0) = 2:

Tog =2

1 =2+0(3)%2* =2
To=2+1(3)22=2+4+1=19
=2 =g =2 =

Bemerkung: Der Bruch im letzten Schritt muss nicht ganz aufgelost werden.
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Aufgabe 7: Sei f : R — R eine 27-periodische Funktion, d.h. f(x + 27) = f(z) fir
alle z € R. Die Fourierkoeffizienten von f sind definiert als

1 21

ap = — (x) cos(kz)dz fiir k >0,
T
1 027'('

by = —/ f(z)sin(kx)dx fir k> 0.
T Jo

a) Falls f Lipschitz-stetig ist, wie sieht die Fourierentwicklung von f
aus? (2 Punkte)

Betrachten Sie nun die 27-periodische Funktion
flx)=z—m, 0<z<2r.
b) Zeichnen Sie den Graphen von f auf [—27,47]. (2 Punkte)

c) Begriinden Sie, dass fiir die Funktion f aus Aufgabenteil (b) gilt,
dass a, = 0 fiir alle £ > 0. (3 Punkte)

d) Berechnen Sie by, (in Abhéngigkeit von k > 0) fiir die Funktion f
aus Aufgabenteil (b). (3 Punkte)

LOSUNG:

a) Falls f Lipschitz-stetig ist, ist die Fourierentwicklung von f gegeben durch

flz) = %ag + Z a, cos(kx) + Z bi sin(kx) .
k=1

k=1

b) Funktionsgraph:
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c) Da cos(kz) fiir alle & € IN eine gerade, 2m - periodische Funktion und
f(z) =2 —7m,0 < x < 27 (periodisch fortgesetzt) eine ungerade, 27 - peri-
odische Funktion ist, ist das Produkt cos(kx) f(z) ungerade und 27 - periodisch.

Da cos(kz) f(x) 27 - periodisch ist, gilt

/27T cos(kz) f(z)dx = /7r cos(kx) f(z)dz.
0 —m
Da cos(kz) f(x) ungerade ist, gilt

/7r cos(kz)f(z)dx =0.

-

d)
]_ 2 1 27 - o
b, = —/ (x — ) sin(kx) do = —/ zsin(kx)dr — —/ sin(kz) da
T Jo ™ Jo 7 Jo
~
1 1 2 1 2 1 2
o [ Tk COS(“W}O + Tr ), cos(kz)dr = ~ cos(k - 2m) 2w = -
h ~~ -1
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Aufgabe 8: Betrachten Sie die Fliche

2 2

AZI{(ZUl,xg)GRQ —|—§<1 l’1>0}
a) Zeichnen Sie die Flache A. (2 Punkte)
b) Berechnen Sie den Flicheninhalt von A. (3 Punkte)

¢) Berechnen Sie den Schwerpunkt von A, wenn die Dichte p = 1
konstant ist. (5 Punkte)

LOSUNG:

a) Die Fliache A stellt eine halbe Ellipse dar:

X2

T

b) Alternative (i): Benutze die Formel fiir den Fldcheninhalt einer Ellipse F mit
Halbachsen a,b > 0, d.h. voly(E) = abr und leite voly(A) = abr ab.

Alternative (ii): Benutze die Transformationssatz mit der Substitution
= (21,22) = g(r, ) = (ar cos @, brsiny) .
Dann folgt

acosy —arsing

| det Dg| = | det < bsiny  brcosgp

) | = |abr cos® p + abr sin® | = abr.

Es gilt A = ¢g(B) mit

B={(re|0<r<1, -5 <p<7T}.

Der Transformationssatz liefert nun

vola (A /dx—/ dx—/ ]deth|d<,0dr—/ / abr dp dr
) —
2 1
J— — 2 . — « — .
= / / = 7" ]0 [gp]_g ab 5 T

w\a
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b) Alternative (iii): Schreibe A um als

2
A::{(xl,xQ)e]RQ’O<x1<a\/1—%, —béxzéb}-

Dann folgt:

b a\/lfi—2 ZE
volp(A) = / / dzy dxy = a/ 1— b_22 dz,
(b
—a/ \/1— sin( >> ~————bcos(z )dz—ab/ cos?(z) dz

3
=ab- —[z—i—smzcosz} = —
2 -3

[VE]

wobei die Substitution 25 = bsin(z) mit %2 = bcos(z) benutzt wurde.

¢) Der Schwerpunkt s = (s1,52) € R? von A ist definiert als

1 /d
5T Soly(A) S, U

Wir wissen aus Aufgabenteil (b), dass voly(A) = 2. Benutze den Transforma-
tionssatz mit der Substitution

r = (x1,29) = g(r,a) = (ar cos g, brsiny) .

und | det Dg| = abr - siche Alternative (ii) in Teil b).

Dann ist A = g(B) mit B = {(r,¢)[0<r <1, =5 <@ < T}

2 2
51 = voly(A)™* / ride = — r1dex = — [ arcosy|det Dg|dedr
abm Jyp) abr Jg
2a [* ! 2 1 4
/ / arcosw-abrdwdr:—a~/2 Cosgpdgo-/ Pdr="2.9.- =22
" abm x ™ Jo= 0 ™ 3 3w
1 2 2 .
So = voly(A) xg de = — Todr = — br sin | det Dg| dp dr
abm abm

9(B)
! 2 1
// br sin ¢ - abrdgpdr—— / smgpdgp-/err:—a-O-—:O
" abr x x 0 7r 3
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Aufgabe 9: Sei Q C R? beschrinkt und offen, 9Q durch eine glatte Kurve

7 : [a,b] — R? parametrisiert.

a) Geben Sie den Satz von Gauss an. (2 Punkte)

b) Geben Sie an, wie man mit dem Satz von Gauss die Flidche von
durch ein Integral iiber die Kurve v berechnet. (2 Punkte)

c¢) Berechnen Sie die Fliche Q, die durch die Kurve v : [0, 27] — R2,
)\ [ (% +cost)sint
() = ( 72 (%) ) N < (§ + cost) cost

berandet ist. (Verwenden Sie die Methode aus Teil b) und das

Integral aus Teil (d).)
(4 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass fo%(cos t)2dt = gilt. (2 Punkte)
LOSUNG:

a) Satz von Gauss: Sei F' : Q — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, N :
00 — S? das #uBere Normalenfeld. Dann gilt:

/didex:/ F-Nda.
Q a9

b) Zur Berechnung des Flicheninhalts voly(Q2) = [, 1dx suche ein Vektorfeld F
mit divF = 1, z.B. F = F; mit

rn-3(3). rea-(3). men-(2)

und berechne

/ F-Nda= / F(o(1)) - N(v(8)) |30 dt
o0 a

wobei das dulere Normalenfeld entlang der Kurve gegeben ist durch

T
NOW) = ( () > |
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c¢) Fiir oben angegebenes v gilt

V() = ( V(1) ) _ ( —sint sint + (£ + cost) cost )

Y5 (t) —sint cost — (£ 4 cost) sint

Fiir F = F; mit divF = 1 gilt mit 3(t) := & 4 cost

volo(@) = [ dvPde = [ Pa)-Na)da = [ FOW) Na@) 0]

1

-1 / " (D) + 1a(t)(6) dt

1 2

=3 B(t) sint - [sint cost + [(t) sint] + B(t) cost - [B(t) cost —sint sint|dt
0

1 2m
=3 / B(t)sin®t cost + *(t)sin?t + B%(t) cos’t — B(t) costsin®tdt
0

1 2 1 21
25/0 (§+cost)2dt:—§/0 (£)? + 2 cost + cos® tdt
62 6[. t]%r 1[t+ - 4% 62 1(2 0 97
=TMT—5; — — | SIn — — SN T COS = TMT— — — (4T — =TT —=
525 o 4 0 52 4 50

d) Mit partieller Integration gilt:

2w o 2m 2m
/ (cost)?dt = [cost - sin t} +/ (sint)® dt =0+ 27 — / (cost)?dt
0 0 0

0 ——
~——_————
-0 =1—cos?t

also o
2/ (cost)*dt = 27 .
0
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Aufgabe 10: Der Torus (mit Radii » > 0 und R > 0) sei parametrisiert iiber das
Parametergebiet  := [0, 27]* durch z : Q2 — R3 mit

(R4 rcosw) cosv
z(v,w) = | (R+rcosw) sinv
7 sinw

a) Berechnen Sie den metrischen Tensor G(v,w) € R*2%. (1 Punkt)

b) Berechnen Sie die Normale N (v, w) € R?. (1 Punkt)

Betrachten Sie nun die Kurve ¢ : [0, 1] — €2 im Parametergebiet, definiert
durch

c: & (5, 2m8)
und die Raumkurve v = zoc: [0,1] — R3.

c¢) Berechnen Sie die Lange der Kurve 7. (2 Punkte)
d) Zeigen Sie, dass v -4 = 0 gilt. (2 Punkte)

e) Geben Sie eine Bedingung dafiir an, dass 7 eine geodétische Kurve
auf der Flache M := x() ist. (2 Punkte)

f) Zeigen Sie, dass v eine geodétische Kurve auf der Fliche M :=
x(2) ist. (2 Punkte)

LOSUNG:
a) Es gilt G = Dz Dz, wobei

—(R+rcosw) sinv —rcosv sinw
Dz(v,w) = (&x | 8wx> = (R4 rcosw) cosv —rsinv sinw
0 T COSW

also

Da(v, ) Da(v, w) ( (R”C"S“’); . ) |

b) Die Normale ist gegeben durch

r(R 4+ rcosw) cosv cosw
Opx X Opx = | 7(R+rcosw)sinv cosw
r(R+ rcosw)sinw

OpT X Oy
N _ Gt X Gl
(v,w) |0pz X Opz||’

und ||0,x X Opx| = r(R + rcosw), daher

COSV COS W
N(v,w) = | sinv cosw
sin w
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c) Die Lénge einer Kurve « ist definiert als L[y] = fol 17(£)]] d€. Es gilt

0 0
y=xzoc:&— | R+rcos(2mé) . (&) = —2mrsin(27§) ,
7 sin(27 §) 271 cos(2m§)

oder alternativ mit Kettenregel

s

—(R+1rcos(27E)) sin 5 —rcos § sin(27E)
i(az o c) (&) = Dx(c(€)) - ¢(§) = ( (R +rcos(2m)) cos —rsinf sin(27€) ) : ( 2(; )

d< 0 r cos(2m¢)
0
= | —27wrsin(27¢)
211 cos(2m )

und somit
I5(E? = (277r)? (sin?(27 €) + cos*(2m €)) = (277)°.

Es folgt L[y] = 27r.

d) Fiir die zweite Ableitung gilt

also folgt

H(E) -4(€) = 0+ (—4n*) rcos(2m ) - (—2m) rsin(27 &) + (—4n%) r sin(27 &) - 277 cos(2mE) = 0

e) Bedingung (i): Laut Definition in der Vorlesung ist eine glatte Kurve 7 : [0, 1] —
M eine Geoditische, falls

O A0 und H(E) - [5(E) - N N(3(€) - “f”uzgu H§§§§|,=o

gilt, wobei N : M — S? die Normale an M ist.

Alternative Bedingung (ii): Es muss gelten

i(€) - (3(6) x N(©) =0.
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f) Uberpriife Bedingung (i) aus Teil (e):

Dar, R > 0 ist 4(£) # 0. Nach Aufgabenteil (d) verschwindet zudem der letzte
Term der rechten Gleichung. Somit gilt hier:

7 ist geoditische Kurve <= 4(¢) = [5(§) - N(v(E)IN(v(€)) (1)

Mit Aufgabenteil (b) wissen wir, dass fiir N(&) := N(v(&)) gilt
cos 5 cos(27¢) 0
N(§) = | sinf cos(2m§) | = | cos(27¢)
sin(27¢) sin(27¢)

Es gilt

und somit
0
[7(€) - N(E)I N(€) = —4n*r ( cos(2m¢) ) =4(&)-
sin(27€)

Also ist Gleichung (1) fiir « erfiillt, 7 ist eine geodétische Kurve.

Alternativ: Uberpriife Bedingung (ii) aus Teil (e):

0 0 0
a(g)-(y(g) X N(g)) - ( 472 1 cos(2m €) ) : ( ( o rsin(2m €) ) X ( cos(27€) ) )

—47?r sin(27 ) 271 cos(2m €) sin(27¢)
0 —2mrsin(2r ) - sin(2n€) — 27 r cos(2mE) - cos(27E)
—4m?rcos(2mE) | - 0
—47? 7 sin(27 €) 0

=0

wobei ¥(£), 4(£) und N(£) in vorherigen Aufgabenteilen berechnet wurden.



