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Aufgabe 1: Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung
Y=y,
a) mit der Anfangsbedingung y(0) =0, ¢(0) =1,
b) mit der Anfangsbedingung y(0) =1, y(0) =0,
indem Sie die Differentialgleichung umschreiben in ein (zugehoriges)

Differentialgleichungssystem erster Ordnung, auf welches Sie dann das
Picard-Lindel6f’sche Iterationsverfahren (Diagonalisierung) anwenden.

LOSUNG:

Um die Differentialgleichung zweiter Ordnung umzuschreiben in ein Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung setzen wir

Zo=Y=2

Z=y=Y=2

= (2)-(3)-0)-(0 o) ()

zu losen! Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung durch

20 =19, 21 =1y =

Also ist

2(t) = eAltmto) 5

gegeben ist. In unserem Fall gilt t, = 0 und in (a) 2y = ( (1) ) sowie in (ii) zg = ( é )

Dadurch ergeben sich die Losungen

Wie sieht e fiir A = s?

0

1 o) &
Um diese Frage beantworten zu kénnen, diagonalisieren wir die Matrix A und starten
mit der Berechnung der Eigenwerte:

det(A— A1) = 0

“A 1
() -
21 =0

=
& A = —1 oder 1



Anschlieend berechnen wir die Eigenvektoren zu den Eigenwerten von A:
T o 0
(A+1]l)(x2) - (0)
PN 1 1 T 0
11 i) 0
= 1 = —XT

Zum Eigenwert —1 ergibt sich also ein Eigenvektor \/Li < _11 )

a-m(z) = (o)
= () (E) - ()

Zum Eigenwert 1 ergibt sich also ein Eigenvektor \% ( ! )

Insgesamt erhalten wir

s () ) E0 )

Aus der Vorlesung wissen wir

B cosht sinht
o sinht cosht

Alternativ kann man e** fiir A = <(1) é) auch wie folgt berechnen:

2 0 1 0 1y (1 0\

AT = (1 0)(1 O>_(O 1)_1

AP = A-A2=A-1=A

A = A A=A - A=A%’=1

A’ = A-A=A.TIT=A
Induktiv:

A = T=A2=A*= .. = A% = A%+
Al = A=A3=A"=.. . =A firk=0,1,2,3,...



A OO tk L o0 t2m o0 t2m+1
‘ gkl mzo(m)! * ZO(QmH)!
1 1
= §(et +e NI+ §(et —e HA

= coshtl +sinhtA = <C08ht smht)

sinht cosht

Insgesamt erhalten wir folgende Losungen
o 2(t) = cosht sinht 0\ (sinht
~ \sinht cosht) \1) \cosht
= y(t) = sinht
. 2(t) = cosht sinht 1\  [cosht
~ \sinht cosht) \0/) \sinht
= y(t) = cosht

Aufgabe 2: Losen Sie die Differentialgleichung

mit Anfangswert y(0) = 1.

LOSUNG: Diese Differentialgleichung 16sen wir mit Separation der Variablen

dy . t
= —at) = ———
y(t) t
= / ydy = —/ sds
y(0) 0
Ly L, L,
“y2(t) — =y2(0) = —=t
- L) — (0) =
& Y (t) =1t
& y(t) =+v1—1t2
Da die Anfangsbedingung y(0) = 1 erfiillt sein muss, ist nur
y(t) = v1i—t2

eine Losung.
Aufgabe 3: Losen Sie das folgende Anfangswertproblem

gy o= 1+¢%
y(0)

a,

wobei a € R beliebig ist.



LOsuNG: Wir 16sen das Anfangswertproblem durch Separation der Variablen:

dy . 9

— =y(t) =1 t

W =110

y@®) t
y = 1

= /a 157 dy /0 ds
& arctan(y(t)) — arctan(a) =t
& y(t) = tan(t + arctan(a))

Zusatzbemerkung: Fiir welche t ist diese Losung nun definiert?
arctan ist als Umkehrfunktion von tan auf ganz R definiert und bildet R auf das offene

Intervall (—g, %) ab, denn tan ist auf diesem Intervall streng monoton wachsend daher

umkehrbar.

Wenn nun
Tom
co = arctan(a) € <—— —) ,

dann ist y(t) = tan(t + ¢o) definiert fiir

™ s
—Co—§<t<§—60.

Denn fiir t — § — ¢y (von unten) bzw. t — —% — ¢y (von oben) gilt:
tan(t + ¢g) — oo
Aufgabe 4: Losen Sie die Differentialgleichung
y(t) = sin(t)y(t) + sin(t)
mit Anfangswert y(0) = 0 mit Hilfe von Variation der Konstanten.
LOSUNG: Zuerst 16sen wir die homogene Differentialgleichung
x(t) = sin(t)z(t)

mit Anfangswert x(0) = 1. Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung dieser
Differentialgleichung wie folgt aussieht

o(t) = exp ( /O tsin(s)ds)

= exp (—cos(t) + cos(0))
61—Cos(t)



Des weiteren wissen wir aus der Vorlesung, dass die Losung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung mit Anfangswert y(0) = 0 gegeben ist durch

o = o[ )

1—cos(t)

= e e~ gin(s) ds

i cos(s)— cos(t)—1
: CO:( )—1 61—cos(t) (_/ e* dZ)
0

— _elfcos(t) (ecos(t)fl . 60)

S~

61—cos(t) -1



