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Blatt 4 30.04.2013

Aufgabe 1: Bestimmen Sie das Polynom p(z) dritten Grades, das die folgenden Wer-
te annimmt:
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a) Bestimmen Sie das gesuchte Polynom p(x) iiber ein lineares Glei-
chungssystem.

b) Bestimmen Sie das gesuchte Polynom p(z) unter Benutzung von
Lagrange-Polynomen.

c) Wie andert sich p(5), wenn yo = 5,02 statt yo = 5 gesetzt wird?

LOSUNG:
z; |0]1]3] 4
yi|2]4]5]10
a) Ansatz: p(z) = ap + a1x + asx? + azx®
p(O):2 = ag=2
p(l):4 = 24a1+ay+az3=14
S aptataz=2 1
p(3)=5 = 24 3a;+9as+27a3 =5
& ap+3as+9a3=1 11
p(4) =10 = 2+ 4a; + 16ay + 64az = 10
<~ a1—|—4a2+16a3:2 111
Im—1I: 2a9 + 8as = —1
IIr—1: 3as + 15a3 =0 & ay = —dag
= —1Oa3+8a3:—1
1
& 2a3=1 & a3:§
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ag = ——
T2
5 1
=2 gy —as =24 -—=-=4
= ai Ao — a3 +2 5
5) 1
= p(m):2+4x—§x2+§x3
Probe:
p(0) = 2 v
5 1
p(l) = 2+4—§+§:4 \/
45 27 18
p(3) = 2+12—?+?:14—7:14—9:5 v

pd) = 2416-40+32=50—40=10 v



b) Lagrangeformel: p(x) = 2po(x) + 4p1(z) + 5p2(z) + 10p3(x)
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Aufgabe 2: Bestimmen Sie ein quadratisches Polynom p(z), das in 0, § und 7 mit
f(z) = sinx iibereinstimmt.
Rechnen Sie den Fehler | f(z) — p(z)| in # = § explizit aus.

LOSUNG:
f(z) = sinz
f(0) = sin0=0
f(m/2) = sin(n/2) =1
f(m) = sin(r) =0

Fnft) = singr/a) = Y2

Gesucht: p(z) = ag + a1z + agz? mit p(0) =0, p(r/2) =1, p(r) =0

Lagrangeformel: p(z) = 0po(x) + 1p=(x) + 0 p,(x)
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= —P:L’(x —7) = p e
Alternativ:
p(0)=0 = ay=0
2
p(r/2)=1 = alg +a2% =1
= 207 +ayn? =4 1
p(m) =0 = am+an®=0 1II
HIL.ayzmn=4 = a1 = %
Einsetzen in II: 4 + aum2 =0 < ay = —% .

Explizite Berechnung des Fehlers:
lp(mw/4) — f(7/4)| = 0,75 — 0, 707106781 ~ 0, 042893219



Aufgabe 3: Gegeben sei eine stetige Funktion f : [0,1] — R, die wir auf dem Defini-
tionsbereich numerisch integrieren wollen. Dazu teilen wir das Intervall
[0,1] in vier gleichgroe Teilintervalle [z;, z;41] mit z; = ; auf und ap-

proximieren f auf jedem Teilintervall durch eine affine Funktion.

a) Berechnen Sie die Integrale der Lagrangepolynome iiber die Teil-
intervalle. (Welche Integrale miissen gleich sein?)

b) Bestimmen Sie basierend darauf eine numerische Integrationsfor-
mel.
LosuNG: Um die Funktion f auf dem Teilintervall [z;, ;1] = [£, %] durch eine
affine Funktion zu approximieren bendtigen wir zwei Lagrangepolynome. L;(x) und
Lii1(x), wobei L;(x;) =1, Li(x;41) = 0, Liy1(x;) = 0 und L;y1(x;41) = 1. Diese sind
gegeben durch

(v - ) .
(i —*7)
i
Lip(z) = E+1—42 =dx —i
(5 =%

a) Betrachtet man das Intervall [£, ©1], so handelt es sich bei der Fliche unter den
beiden Funktion L; und L;, jeweils um ein Dreieck mit denselben Seitenléngen.
Somit gilt

= =
/ Li(z)dx = / Liyi(x)de.

Des weiteren ist der Wert dieser Integrale fiir alle vier Teilintervalle gleich,
so dass wir die Rechnung vereinfachen kénnen, indem wir das Intervall [0, %‘]

betrachten.
/4 Lo(z)dr = / —4z + ldx
0 0

1
1

=
N

= —22° +1

0
1
8

b) Um die Funktion f auf dem ganzen Intervall [0, 1] zu integrieren, spalten wir
das Integral in Teilintegrale iiber die Intervalle [x;, x;,1] auf. Des weiteren in-
tegrieren wir auf diesen Intervallen nicht die Funktion f, sondern ihre affine



Approximation.
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Aufgabe 4: Berechnen Sie fol (23+32%—x+1) dx einmal direkt und einmal numerisch
mit Hilfe der Kepler’schen Fassregel

K= 5t (rowar (50) +10)

wobei a =0, b=1und f(z) = 2% + 32 — x + 1 ist.

LOSUNG:

1
1 1
/(:1:3+3:L*2—x+1)dx = 2t +2° - 22?4+ 2|}
; 4 2
S
4 2
1 7
— o -l
4 4 ’
if)
flz) = 2 +322 -2 +1
f0) =1
F1) = 143-1+1=4
1 3 1 1 1 11
F1/2) 8+4 2+ +8+4 8
1
= Ky = (f(0)+4f(1/2) + f(1))
1 11
— (144 — 44
s (15 )
1 11 1 21 3-7 7
6<+2+) 62 2.2.3 4 17



Also gilt:
1

1,75 = K, _/ F@)de, @) =2 +30° — o+ 1,
0

Dies ist kein Zufall: Es gilt allgemein:
Die Kepler’sche Fassregel integriert Polynome p € Pj3 exakt.



