Ubungen zur Ingenieur-Mathematik III WS 2013/14
Blatt 13 31.01.2014

Aufgabe 1: Geben Sie eine Basis des Tangentialraum an den Graphen einer glatten
Funktion (z,y) — f(x,y) an.

LOSUNG:
1 0

O f(7,y) Oy f(x,y)

Aufgabe 2: Berechnen Sie die Integrale:

™
a) [sinzcoszdx
0

LOSUNG:

™ ™

1 — 2
/siand:z: = 3 —oosar

0

N | —

[e=]

1 1

(1—x)? 2z oy |1
/1+x2 dr = 1_1+x2 dx:(x—ln(1+x))|ozl—ln2
0 0

1 1 1

/xQexda: = IL‘QGI‘; - /Qxexdm =e— (2ze”)|y + /Qexdx =e—2

0 0 0

Aufgabe 3: Was ist die Fliche des Einheitsdreiecks 7?2 und das Volumen des Ein-
heitstetraeders 7°37?

LOSUNG: Fliche des Einheitsdreiecks 772: 1

Volumen des Einheitstetraeders 7 é



Aufgabe 4: Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Taylor den Grenzwert

o [ ) = 20(@) + flz — 1)

h—0 h2

Y

wobei f: R — R dreimal stetig differenzierbar ist.

LOSUNG:
Fla+h) = F2) + b)) + 00
~2f(x) = ~2f(z)
Fle —B) = f(&) ~ hf'(x) + 5 f"(x) + 00
Es folgt

fle+h)—2f(z) + f(z - h)
12
Durch Grenziibergang folgt, dass der Grenzwert gleich f”(z) ist.

= ["(x) + O(h)

Aufgabe 5: Geben Sie auf dem offenen Intervall (0,1) eine Quadraturformel mit 3
Knoten mit den Werten fiir die Gewichte explizit an.

LOSUNG: Zuerst wahlen wir drei Knoten im Intervall (0,1): zum Beispiel t, =

1
4
t, = % und ty = %. Die zugehorigen Lagrangebasisfunktionen sehen wie folgt aus:

Nun lassen sich die zugehorigen Gewichte berechnen:

Ny

! 5) 3
2
- - —d.



Daraus ergibt sich

w363 /()0

Aufgabe 6: Wie berechnet man auf einem Dreieck mit Knoten pg, p1, po die bary-
zentrischen Koordinaten Ag, - - - , Ay eines Punktes x7?

LOSUNG: Seien p; = PO ) ynd o= 0
Pi1 T1
Die baryzentrischen Koordinaten A; und Ay berechnet man, indem man das Glei-

chungssystem
P1o — Poo P20 — Poo A _ Zo — Poo
P11 — Po1 P21 — Po1 A2 T1 — Po1

16st. Anschliefend berechnet man Ay wie folgt:
)\0 = 1 - )\1 - )\2.

Aufgabe 7: Geben Sie die Formel fiir die Taylorentwicklung dritter Ordnung einer
Funktion f: R — R im Punkt x = 1 an. Wenden Sie diese Formel auf

f(z) = sin(mx).
LOsuNG:
Fl) = F) + O = D+ 3O = 17+ O~ 1° +0((y — 1))
Mit f(x) = sin(mzx) ergibt sich

Jy) = =nly =1+ T - 1"+ 0((y - ")

Aufgabe 8: Berechnen Sie die quadratische Lagrangeinterpolation der Funktion
cos(z) fiir Knoten ¢/2, 0, —¢/2 fiir festes ¢ € (0, 7).

LOSUNG: tg =2, ¢, =0, t, = —%




r=em () e ) (2 ) 0n(5) 2
2
() e 3) ()
= cos <?> ig;? 4 <x2 _ 925_2)
2) ¢ ¢? 4

Aufgabe 9: Geben Sie die Formel der Lagrangeinterpolation fiir allgemeine Knoten-
menge an.

LOSUNG: Fiir eine Knotenmenge xg, ..., x, sieht die Lagrangeinterpolation einer
Funktion f wie folgt aus

mit
n

J
xi—xj

i

ECYLON

Aufgabe 10: Fiir welches m gilt w —u/'(t —7/2) = O(7™) im Fall glatter
Funktionen u?

LOSUNG:
u(t) —u(t —7) , 7. k=% u(t) — u(t — 2h) ,
- —U(t—i) = o _u<t_h)
wi=t—h u(x 4+ h) —u(z — h) (@)
2h

An dieser Stelle sieht man, dass es sich um einen zentralen Differenzenquotienten
handelt und folglich gilt m = 2.

T

Alternativ: Taylorentwicklung um ty =t — 3

Aufgabe 11: Was sagt der Fundamentalsatz der Algebra?

LOSuNG: Fundamentalsatz der Algebra:
Jedes Polynom p(z) = ag+aiz +az* + ... + a,2" mit a; € C fiir i = 0, ..., n, das nicht
konstant ist hat mindestens eine Nullstelle auf C.

Aufgabe 12:  a) Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung z* = 16 in C.

b) Berechnen Sie (5 + 6i)(7 — 3i).

2-2i
[2—2i]

c¢) Berechnen Sie

d) Berechnen Sie (cos ¢ + isin ¢) (cos ¢ + isin ).



LOSUNG:

a)

z=re® mitreR,r>0
Wir kénnen die Gleichung 2* = 16 also aufspalten in zwei Gleichungen
r* =16 und 2} =1,
wobei sich die Losungen z als Produkt von r und z; ergeben.

=16 < r=2

=1 &= « z=d=1 & 2z2=2
=1 &= <« n=€r" =i & =2
d=1 2= & z=e"=-1 & z=-2
A= o=t o g =etT = & =2
b)
(5+6¢)(7—3i) =35+ 420 — 157 + 18
=53+ 28
c)
2—2 2—2i
2—2i]  \/(2+26)(2 — 20)

22

S

1

V2

(cos ¢ + isin @)(cosy + isin)) = cos ¢ cos P + i sin ¢ cos Y + i cos ¢ sin Y — sin P sin Y
= cos(¢ + ) + isin(¢ + )
Aufgabe 13: Schreiben Sie sin’z und sin’z cos’z als Linearkombination von

1, sinz, cosz, sin2x, cos 2z, . ..
Tipp: Verwenden Sie die Formeln

1 1 . .
sin(x) = 5 (e —e™*"), cos(x) = 3 (e +e™'7)
LOSUNG:
1 . .
sin4(m) — E (e’LI _ 6—1:5)4

— E <e4zx _ 4631x€711 4 6621x€721x _ 4€1x673zz 4 6742:1:)
1 . . . .

_ E ((64zx +e—4zaz) _ 4(62130 +6—22:{:) +6)

1 1 3
=3 cos(4z) — 3 cos(2x) + 3



sin?(z) cos?(z) = —

1 . .
— _E (64193 — 24 ef4zm)
1 1
=3 cos(4dz) + 3
1
=3 (1 —cos(4x))
andere Méglichkeit:
sin (ili') — _1 (ezx efzm)2 — _1 (622':1: + 67211 2)
4 4
1
=3 (1 — cos(2x))
= sin®(x) cos?(z) = sin®(z) (1 — sin?(x)) = sin?(z) — sin*(x)

1 3
cos(4z) — 3 cos(2z) + 3

(1 —cos(2x)) —

(1 —cos(4x))

OOIP_*OOI>—t

1 1
=3 cos(4x) + 3=

Aufgabe 14: Geben Sie die zur Matrix
1 00
A=10 3 1
01 3

gehorende Diagonalmatrix D, d.h. A = UDUT mit UT = U~! an. Be-
rechnen Sie die Spur und die Determinante von A und D sowie die
Eigenvektoren der Matrix A.

LOSUNG: Die zu A gehorende Diagonalmatrix hat auf der Diagonalen genau die Ei-
genwerte von A. Diese bestimmen wir mit dem charakteristischen Polynom:

I-X 0 0
det(A—XI) = det 0 3—-Xx 1
0 1 3-2A
(1=2B=N)"=(1-2
(1—=A)(9—6A+)—1)

= (1-=XN(\?—6)+38)
(1=AA=2)A-4)=0

Also ist die zu A gehorende Diagonalmatrix D =

OO =
O N O
= O O

detA=1-3-3+0+0-0-1-1-1-0=38



detD=1-2-4=8=detA
trA=1+3+3=7
trD=1+24+4=7=trA
Eigenvektoren der Matrix A:

1
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 1: < o | 0 aelR
0
0
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 2: ¢ « 1 aeR
-1
0
Menge der Eigenvektoren zum FEigenwert 4: ¢ o | 1 aeR
1

Aufgabe 15: Welche Kurve verbirgt sich hinter der Menge

{(x,y) € R?

3 3

LOSUNG:
Spt 4+ 3y +ay = 1
° (t)()() -
Y Y
v\ -1 1 0 2/)+v21 1 y y N
<:><CO‘S%W Sin%:r)(l O)(c'os;z: —sinﬂ%)(x)h(x) _
—siny cos g 0 2 siny  cos Y Y

N[ =00 o
N O [

Es handelt sich also um eine Ellipse mit den Halbachsen 1 und \/Li’ die um den Winkel
7 gedreht ist.

Aufgabe 16: Sei

8 6 0

A=16 3 0

00 -1
Berechnen Sie
a) max 4L,
z€R3 T¥
b) min 422,

zeR3 T



LOSUNG:
B Az - x

r(z) P
heifit Rayleigh-Quotient und laut Skript gilt
A <r(z) < A,

wobei A; der kleinste und )\, der gréfite Eigenwert der Matrix A ist und Minimum
und Maximum wirklich angenommen werden.

Die Eigenwerte der Matrix A lassen sich blockweise berechnen, da A nur aus Dia-
gonalblocken besteht. Auf den ersten Blick sieht man, dass —1 ein Eigenwert der

6 3 )’
und 12 sind. —1 ist also ein doppelter Eigenwert und 12 der maximale Eigenwert von
A ist. Daraus ergibt sich:

Matrix A ist. Zudem berechnet man die Eigenwerte der Matrix ( 86 die —1

a) max 4Z2 — 12
z€R3 TT

Aufgabe 17: Sei A eine n x n Matrix mit bekannter Singulédrwertzerlegung
A=UDV".

a) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Singularwerte an, damit A invertierbar ist.

b) Bestimmen Sie fiir diesen Fall die Singuldrwertzerlegung von A~
c¢) Fiir welche A ist A + AI fiir symmetrisches A invertierbar?

d) Finden Sie dann die Singulérwertzerlegung von (A+AI)~! im Fall,
dass A symmetrisch ist.

LOSUNG:

a) 1) Sei A invertierbar. Dann gilt:
Rang A=n bzw. detA#0.
Nach einem Satz der Vorlesung gilt:
Rang A = Rang D = Anzahl der Singuldrwerte von A .
Also haben wir:
n = Rang A = Rang D = Anzahl der Singulérwerte ,

d.h. die Matrix A muss n Singuldrwerte haben (die definitionsgemif grofier
Null sind und nicht unbedingt verschieden sein miissen)!



ii) Umgekehrt: Wenn die Matrix A n Singuldrwerte besitzt, dann gilt:
Rang D =n
und deshalb auch
n = Rang D = Rang A |
also ist A invertierbar.
Alternativ: A invertierbar < det A # 0. Wegen A = UDV7T gilt:

det A = det(UDV'T)
= det U det Ddet VT
=detUdet Vdet D
=+4det D ;

denn da U , V orthogonale Matrizen sind, gilt: UUT = I = VVT und daher
1= (detU)* = (det V)2

Also haben wir:

det A#0 <« detD#0 < n Singularwerte !

Es sei A = UDV7 invertierbar.
= Al =(UDVT)™!
— (VT)"1p-ly-t
— (VYT Dyt
— (VT)T -yt
=VD'UT.

Also erhalten wir insgesamt: Genau dann, wenn A n Singuldrwerte besitzt, ist
A invertierbar und die Singulidrwertzerlegung von A~! lautet:

At=vD'U".

Bei den obigen Umformungen haben wir die Regeln fiir das Matrizenprodukt

vH=7=whHt, (v =V,
welche fiir allgemeine quadratische Matrizen gelten, und

vii=vT
fiir orthogonale Matrizen benutzt.
Beachte auch: Wenn wir n Singularwerte o4, ..., o, haben und
o1 0 L 0
_D = . = _Di1 = t.
0 On 0 L



c)

Behauptung: A + A ist invertierbar fiir alle A € R\{—p,...,—pn}, wobei
U1, tn € R die Eigenwerte von A bezeichnen.

Denn: A+ A/ ist invertierbar, genau dann, wenn det(A + AI) # 0.
Aber det(A + AI) = 0 bedeutet, es existiert ein x # 0 € R™ mit

Ar+ X =0 <& Ar= -\,

d.h. —\ ist ein Eigenwert von A.
Folglich ist det(A 4+ A\I) # 0, falls =\ # p; firi=1,...,n.
Anders ausgedriickt: Wenn y # 0 € R" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
i € Rist, d. h. es gilt:
Ay = piy

so folgt

Ay + Ay = (n + Ny =0,
falls i; + A =0 < A= —pu,!
Bemerkung: An Stelle der Argumentation iiber die Determinante kann man

auch mit dem Rang argumentieren!

Da A symmetrisch ist, folgt aus dem Satz {iber die Hauptachsentransformation,
dass es ein orthogonales V' gibt mit A = V. DVT, wobei D eine Diagonalmatrix
ist, in der die Eigenwerte von A stehen.

Wegen VVT = I gilt auch \I = A\VVT = VAIVT, also auch
A+ X =VDVT + VAIVT = V(D + VT .

= (A+ X)) '=V(D+ ) VT
falls A # —p; fiir e = 1,...,n und u; die Eigenwerte von A sind.

Beachte, dass AT = A impliziert: Singulirwertzerlegung = Zerlegung im Satz
iiber die Hauptachsentransformation.

Denn: Die singuldren Werte von A sind gleich der Wurzeln der Eigenwerte von
AT A = Wurzeln der Eigenwerte von A? und die sind (hier in diesem Fall) gleich
den Betriagen der Eigenwerte von A.



Aufgabe 18: Sei A € R™" eine quadratische Matrix.

a) Wenn A orthogonal ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich 1.
ja nein [

b) Wenn A orthogonal ist, sind die Singularwerte von A gleich den
Eigenwerten von A. ja Ul nein [J

¢) Wenn A orthogonal ist, sind die Singuldrwerte von A gleich den
Eigenwerten von AT A. ja Ul nein [J

d) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich 1.
ja nein [

e) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich den
Eigenwerten von A. ja nein [

f) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich
den Betriagen derjenigen Eigenwerte von A, die ungleich Null sind.
ja nein [

LOSUNG:

a) Ja! A orthogonal = AAT =1 = die Eigenwerte von AA” sind gleich 1 = die
Singulidrwerte von A sind gleich v/1 = 1

b) Nein! Die Matrix A = —1 ist orthogonal und ihre Eigenwerte sind —1. Da in
diesem Fall ATA = 1 gilt, sind die Singulirwerte von A jedoch gleich 1.

c¢) Jal! Die Singuldrwerte von A ergeben sich aus den Wurzeln der Eigenwerte von
ATA =1 und V1 =1.

d) Nein! Betrachten Sie die Matrix A = 21. Da in diesem Fall AT A = 41 gilt, sind
die Singuldrwerte von A gleich 2.

e) Nein! A symmetrisch = A = AT
Al
= AAT = A =UDU" =U U’
)\2
= Fiir die Singulirwerte o; von A gilt o; = \/A? = |)\;| (siehe auch b))
f) Jal Begriindung siehe oben.

Aufgabe 19: Zeigen Sie, dass

S O = Ot
S O W
=N OO
N = OO

positiv definit ist.



LOSUNG: Sind alle Eigenwerte der Matrix A positiv, so ist die Matrix A positiv definit.
Die Eigenwerte der Matrix berechnen wir blockweise, da A nur aus Diagonalblécken
besteht:

5—-A 1
det( ) 3_)\):(5—/\)(3—)\)—1
=X —-8\+14
—(A—4)7-2=0

= A=44+V2>0

2—)\ 1 !
det( ) 2_)\):(2—)\)2—1:0

=>A=2+£1>0

Somit sind alle Eigenwerte von A positiv und A ist positiv definit.

Aufgabe 20: Wie testet man, ob eine Zahl \ Eigenwert einer quadratischen Matrix A
ist?

LOSUNG: Man priift nach, ob

det (A—A1)=0
gilt.
Aufgabe 21: Wann ist eine Matrix diagonalisierbar?

LOSuNG: Eine Matrix A € K™" ist allgemein diagonalisierbar falls es eine Diagonal-
matrix

A1
D =
An

gibt, sowie eine invertierbare Matrix B € IK™" mit
A=BDB™' (AB= BD).
Aufgabe 22: Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

() =20(t) —ao(t),  21(0) = —1,
() = —21(t) + 220(t),  a2(0) =2

mit Hilfe der Exponentialfunktion exp At fiir die Matrix

=25



LOSUNG: Die Losung lautet
x(t) = exp Atx(0)

k
Es gilt: et = exp At = zio%:f+tA+t2£2+...

Um die Berechnung zu vereinfachen fithren wir zunéchst eine Diagonalisierung durch:

a=(55)

1 1 1 1
(A2 2)(s1)2

R AN AR
= UDUT

Damit lassen sich die Potenzen von At leicht bestimmen:

A? = (UDUT? = (UDUTY(UDUT) =UD*U"
AP =(UDUT) =...=UDU"

A = (UDUTY = ... = UDFUT

Damit gilt nun:

= tkuDFUT =, DF
tA __ LY k= 7rT
et =>" = Ut il
k=0 k=0
00 k
=U Zk:o tk% 0 Lk UT
0 Zk:o tkH

€3t 0 1 1 eSt 0
N EXIICE)
V2 V2

1<e3t+et —e3t—|—et>

T o\ et et Bty et

SIS
EP&L
N——

(Beachten Sie: Diese Methode funktioniert nur bei diagonalisierbaren Matrizen. Fiir
einige andere Klassen von Matrizen lisst sich e ebenfalls leicht berechnen.)

Damit folgt
-1 1 [ =33 + ¢t
as(t)—eprt( 9 )—5( et + 33t )

Aufgabe 23: Geben Sie die Losung der Differentialgleichung & = 5z + 3 mit 2(0) = 2
an.

LOsuna: Die Differentialgleichung

(t) =bx(t)+3 mit x(0) =2



1aB3t sich auch schreiben als

8x_f() (x) mit f(t) =1, g(x) =5x4+3 und z(0) = 2.

Daraus ergibt sich mit Separation der Variablen

Jo 5dE = [, f(E)di

P
& fxo mmdl = fto 1dt
& t(In(5z+3)—In(13)) = t—t

& tin 2 = ¢

& z(t) = %e‘% — %

Aufgabe 24: Man l6se die Differentialgleichung

a) &= Sinl(x), z(0) = xg

b) & = 2% x(0) = 2
LOSUNG: Durch Separation der Variablen erhilt man

a)

x(t) = arccos (cos(zg) — t)

b)
z(t) = = !

o

Aufgabe 25: Geben Sie fiir die Differentialgleichung & = sin(z) mit z(0) = z( ein
numerisches Verfahren zweiter Ordnung an.

LOsuNG: Das Cauchy-Euler-Verfahren ist ein Verfahren zweiter Ordnung, mit dem
man die gegebenen Differentialgleichung 16sen kann.
Mit f(t;,x;) = sin(z;) lautet die Iterationsvorschrift:

Tip1 =+ %sin(mi)
Tiy1 = T + T sin(:z;H%)

Die ersten Iterationsschritte sehen also wie folgt aus:

)
)
T3 =11+ L sin(zy)
)

To =21 + Ty sin(xs
2



Aufgabe 26: Berechnen Sie den Inhalt der Fléche, die von der Kurve

(t) = 2cost + cos 2t
T =\ 2sint —sin2t )

0 <t < 27 eingeschlossen wird.
Tipp:

1 ) ) ) ) 1
costcos 2t = 1(63” +e M peft pemt) = é(cos 3t + cost)

LOsunG: Die Kurve beschreibt eine sog. Hypozykloide:

Y1 (t) 2cost + cos 2t
7 ( Y2(1) ) ( osint —sin2t |0 2 OSts2m
-1

(3 )= (1) = (1) e (3)

=
=
I
7 N
o w
~—
=2
S

Gesucht: Voly(Q) = [, 1dx

Voly(£2) = / lde = / div Fdrdy mit div F' =1, z.B. F(z,y) = ( g )
Q Q
= F-Ndl nach Gauf}, wobei N duflere Normale

’ (787) (2% ) mamiona. ¥ =g ( 26

2

M (t)(t) dt

2

3

(2cost + cos 2t)(2 cost — 2 cos 2t)dt

2m
(4cos®t — 4 costcos 2t + 2 cost cos 2t — 2 cos® 2t)dt

— 5

=~ =

cost = L(et +e

2 = cos’t = (e 4+ 7% 4+ 2) = L cos 2t + £,

also costcos2t = ~ (¥ + e 4 e ) = §(COS 3t + cost)



27
= Voly(Q) = / [(2cos 2t + 2) — (cos 3t + cost) — (cos 4t + 1)]dt
0
= 04+47-0—-0-0—-27

= 27

Aufgabe 27: Berechnen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktion

=y

fey) = / exp(—#(z + ) dt

xT

LOSuUNG: Wir setzen
v

g(u,v,w) = /exp(—th) dt

u

Es folgt mit Hilfe der Kettenregel

flz,y) = gz, v —y,x+y)

of 9y dg dg
Eriale Rl R

of 9y dg 0

a—y—%-OvL%-(—l)%—%-l
Weiter gilt
89_ 2
20 = — exp(—?(x + y)
ag_ 2
%—eXP( (z—y)(z+y))
@ T

Weiter gilt

% = —exp(—2*(z +y)) + exp(—(z — y)*(z +y)) — / t* exp(—t*(z +y)) dt
L o) - [ et p)a

xT

Hinweis: Das Integral auf der rechten Seite kann auf das Integral in der Aufgaben-
stellung zuriickgefiihrt werden, was aber nicht verlangt ist.

Aufgabe 28: Wie differenziert man eine Funktion f(¢) = fg g(t, s)ds?



LOSUNG:

t

f'(t) =gt t)-1—g(t,0) -0+ i % (t,s)ds

Lo
= g(t,t) +/O ag(t, s)ds

Aufgabe 29: Wie lautet der Satz von Gau3? Wenden Sie dieses Satz auf die Vektor-

felder f(z,y) = ( L

0 und g(z,y) = 0 an.

1

LOSUNG: Satz von Gaufs:

Sei 2 C R™ eine beschréinkte, offene Menge und 052 eine glatte Fléche (in dem Sinn,
dass der Rand 0f) eine lokale, stetig differenzierbare Parametrisierung besitzt), mit
N(z) bezeichnen wir die &uflere Normale auf 02, dann gilt fiir ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld auf

/Q divo(z) dz — / o(x) - N(x) da.

o0
0= / dldrdy= | fla,y) N(w.y)ds= [ Nila,y)ds
0 B o0
0—/(9y1da:dy—/ g(x,y) - N(z,y)ds = No(z,y) ds
Q o0 1)

Aufgabe 30: Berechnen Sie das Volumen des Torus, der durch Rotation des Dreieckes
A={(z,9,2) €ER*|2<2<3,y=0,2—a0<z<x-2}
um die z-Achse entsteht,

a) indem Sie die Formel zur Berechnung des Volumens eines Rotati-
onskorpers (aus der Vorlesung) benutzen.

b) indem Sie die Schnittflichen berechnen, die sich durch Schneiden
des Torus mit Ebenen (im R?) ergeben, die senkrecht zur z-Achse
sind, und iiber diese Schnittflichen (auf-) integrieren.

¢) Berechnen Sie die Oberfléche dieses Torus.
LOSUNG:

a) Das Dreieck A liegt in der x, z-Ebene. Der hier betrachtete Torus ergibt sich
durch Rotation dieses Dreiecks um die z-Achse.

Die Formel zur Berechnung des Volumens V' eines Rotationskorpers, der um die
z-Achse rotiert, lautet

V:W/Zlfg(z)dz,



wobei f(z) der Radius der Kreisscheibe ist, der durch die Rotation um die
z-Achse entsteht.

Hier ist: zp = —1, z; = 1 Dies erkennt man sehr leicht an Hand einer Skizze
oder man iiberpriift dies auf Grund der Definition von A.

Sowie: f,(z) =3 fir —1 < 2z <1 fiur den Rotationskorper, der durch Rota-

tion der dufleren Kante des Dreiecks entsteht und
— ir —1<z<
fi(z) = { §+j Ei é - j - (1)’ fiir den Rotationskérper, der durch Rota-

tion der inneren Kanten des Dreiecks entsteht.

= V:W/_llff(z)dz—ﬂ/_llff(z)dz

0 1
:7T/ 32dz—7r/(2—z)2dz—7r/(2+z)2dz
-1 -1 0

0 1
:187r—7r/ (4—4z+z2)dz—7r/ (4+4z+2%)dz
0

—1
0 Z3
+ (4z + 222+ —)
-1

2 2
=18r — 7 - 4z — 2 —
m™—T (z z —1—3) 3
1
:187r—7r-{—(—4—2—§)+(4+§>}

J

38
= 187 — g'ﬂ'
16
= —T.
3

b) Die Schnittfliche des ,,Dreiecks“-Torus mit Ebenen senkrecht zur z-Achse liefert
fir z = —1 und 2z = 1 jeweils einen Kreis von Radius 3 und fiir —1 < z < 1
ergeben sich Kreisringe von unterschiedlicher Dicke. Die Schnittflichen F(2)
sind also gegeben durch

F(z) = mra(z) — mri(2),

wobei 7,(z) den Radius des dufleren Kreises und r;(z) den Radius des inneren
Kreises bezeichnet.

Integriert man diese Schnittflachen fiir —1 < z < 1 auf, so erhélt man die in
Aufgabenteil a) verwendete Formel.

c¢) Die innere Oberfliche des ,Dreiecks“-Torus ist z. B. parametrisiert durch:

(2+ |u|) cosp
r(u,0) = [ (24 |u])sing
U



fir -1 <u<1,0<p < 27 Denn:

2+ |u]
x(u,0) = 0 , da cos0 =1, sin0=0.
u
2 3 3
20,00=[ 0], 2(=1,00=( 0o |, z(,oy={ 0| v.
0 -1 1
Cos ¢
Ty = sin fir0 <u <1,
1
—Cos
= —sin @ fir —1<u<0,
1
—(2+ |ul) sinp
zo=| (24 ul)cosyp
0

= g1 = |zu|* = cos? ¢ +sin p+ 1 =2,
ga2 = |xp]? = (2 + [u])?sin o + (2 4 u])? cos® p = (2 + u])?,

J12 = 021 = Ty " Ty = Ty - Xy = 0.

9= ( g (2 +0\uy)2 ) ‘

= detg =2(2+ |u|)?

Videt g = V2 (24 |u]) = |z, X x,]!
21 1 OSQO
= F= V2 (2 + |ul) dudyp
o Jo1 1<

1

_ 2\/§7T/_ (2 + Ju]) du

1

D. h. die Metrik ¢ lautet:

:2\/§7r-2/01(2+u)du
:4\/§7r/01(2—|—u)du
=427 - <2u+“;) 1:4\/§7r- (2+%> = 10V2r.

0

Nun addiert man die duflere Oberflache des ,,Dreiecks“-Torus F, = 27r - 2 mit
r =3, d.h. F, = 127 und erhélt als Oberflache

F=F+F,=12V2r+12r = 12(V2+ 1)«



Aufgabe 31: Man berechne das Volumen des Korpers, der von den Fléchen
r+y+z=2 22+y*=1und z = 0 begrenzt wird.

LOSUNG: 1. Méglichkeit - geometrisch
Bei den drei Flachen handelt es sich um folgendes: z =0 ... x,y-Ebene

224+ y? =1 ... ein senkrecht stehender Zylinder mit Radius eins und der z-Achse als
Mittelachse
r+y+2z=2... eine schrig im Raum liegende Ebene

Der Korper ist also ein schrig abgeschnittener, senkrecht stehender Zylinder, dessen
Mittelachse die z-Achse ist. Setzen wir den gleichen Koérper umgekehrt darauf, so ver-
doppeln wir das Volumen und erhalten einen gerade abgeschnittenen Zylinder. Dieser
Zylinder ist doppelt so hoch wie die mittlere Hohe des ersten Zylinders. Die mittlere
Hohe des ersten Zylinders ist der Abstand vom Ursprung des Koordinatensystems
zum Schnittpunkt der z-Achse mit der schridg im Raum liegenden Ebene.

r+y+z=2ander Stellex =y=0 = 2=2

Die Hohe des glatt abgeschnittenen Zylinders ist also h = 4. Das Volumen des ge-
suchten Zylinders ist % x A, wobei A die Grundfléche ist.

4
Vols(Zylinder) = 37 12 =27
2. Méglichkeit
Da es sich um einen schriag abgeschnittenen Zylinder handelt, fiithren Zylinderkoor-
dinaten auf einfache Integrationsgrenzen. Um diese einzufiihren und das Volumen zu

berechnen bendtigen wir zwei Dinge:
Transformationsregel fiir mehrfache Integrale (Skript!)

/V f(y)dy = / f(g(x))] det Dy(x)|dx

Volumen eines n-dimensionalen Kdérpers
Vol,,(A) = / ldz, mit A C R"
A

Fiir die Zylinderkoordinaten ergibt sich fiir die Transformationsregel folgendes:

T T COS @
y | = | rsing |, |detDg(x)|=r
z z

Damit folgt fiir das Volumen des Zylinders:

Volz(Zyl) = /

Zyl

1 d:cdydz:/ r drdpdz

Zyl

Die Grenzen lauten
0<r<1, n<p<m,



0<z<2—rcosp—rsing (ausz=2—1x—y)

Nun konnen wir das Volumen berechnen.

Vols(Zyl) :/ r drdpdz
Zyl

T 2—7rcosp—rsing

// / r dzdpdr
:/ /QT—TQCosap—rzsingp dy dr
0 -

:/ [2T¢—T281ng0+r2c08g0]7:7r dr

1
/ 4rtr dr
0
2

Aufgabe 32: Sei Q ein beschrinktes Gebiet im R?® mit glattem Rand, welches den
Nullpunkt nicht enthalt. Zeigen Sie

—2/—d:c
IICEH [Edl
o0

Dabei bezeichnet N die duflere Normale von 0f).

LOSUNG: Nach dem Gauf’schen Integralsatz im R? gilt:
J F-Nda= [divFdx

Q
N = duflere Normale von 0f).
Wihle hier F(z) := oy und zeige: div F" = e

. 0 X
WE = D5, (nxn)

foll ~ & Tl
3 e
fell ~ JlalP



Aufgabe 33: Existieren folgende Integrale (im Sinne des Kapitels iiber die Integration
unbeschriankter Funktionen)?

a)

2
/ dx
/ AV —

ja nein [J
b)
// e_(w2+y2)dxdy
]RQ
ja nein [
c)
// dx dy
V142?42
RQ
ja nein [
d)
/ / dx dy
V1422 +y2
r2+y2<1
ja nein [J
e)
/// dx dy dz
L+ 22 +y?+ 22
R3
ja nein []

LOSUNG:

a) Ja! Singularitit (bei # = 2) ist vom Typ r~'/2) der Integrationsbereich be-
schrankt im R!, und % < 1.

b) Jal Integral wurde in der Vorlesung berechnet.

c) Nein! Verhalten bei 7 — oo ist vom Typ r~!, der Integrationsbereich unbe-
schrinkt im R? und 1 < 2.

d) Ja! Keine Singularitét.

e) Nein! Verhalten bei r — oo ist vom Typ 72, der Integrationsbereich unbe-
schrinkt im R3, und 2 < 3.

Aufgabe 34: Wie lauter der Transformationssatz der Integralrechnung in mehreren
Dimensionen?



LOSUNG: Sei € ein stiickweise glatt berandetes Gebiet, g : 2 — R" differenzierbar,
Dg(-) gleichméaBig stetig auf Q, f: g(2) — R gleichméBig stetig, dann gilt

/ Iy dy—/f )| det Dg(x)] da.

Aufgabe 35: Gegeben sei ein Kegel der Hohe 5 mit einer Grundfliche von Radius 1
und konstanter Dichte 1. Berechnen Sie den Schwerpunkt dieses Kegels.

LOSuNG: Angenommen die Grundfliche des Kegels liegt in der z1, zo-Ebene und die
Spitze zeigt nach oben, d.h. in Richtung der positiven z3-Achse. Um den Schwerpunkt
xy = (1,79, 73)7 dieses Kegels K berechnen zu kénnen, miissen wir als erstes seine
Masse My berechnen. Dies geschieht mit Hilfe von Zylinderkoordinaten, wobei der
Radius in Abhéngigkeit von der Hohe angegeben werden muss.

A4K = l/1d$
K
5 p2r pl-iz
= // / rdrdpdz
0o Jo 0
5 271'1 1 2
= // —(1—52) dedz

2
= / 1——z+—z dedz

5
2
= /27r 1—Z2+4—2%) dz
2 0 5 25
B 12+z3 >
= 7|z 52 )|,
5
= 5—5+4+—
(s-5+3)
5
= -7
3

Anschlieend berechnen wir komponentenweise, unter Benutzung der Zylinderkoor-
dinaten, den Schwerpunkt.

3
fl = —-— $1d$

2m
= // / r(rcosp) drdpdz
1—7z
= —// ( Cosgpdcp) drdz
om Jo Jo

-

V

=0
Da der Kegel achsensymmetrisch zur x3-Achse ist, gilt

Ty =11 = 0.



Wir miissen also nur noch die dritte Komponente des Schwerpunktes berechnen:

3
.f?g = —-— Qfgdl'

5%
3 5 p2m pl-iz

= —/ / / rzdrdpdz
o Jo Jo 0
3 (% (71 1)?

= — —[1-= dod
57r/0 /0 2( 52) “apaz
3 [°2 1)\?

= — Tl1-22) 2dz
om Jo 2 )

3 [° 2 , 2°
= = - = —d
5/02 5z—|—25z

31, 2, 2z
= |z = =2+ —
2\ 2 15 100

25_50+25
2 3 4

5

0

3
5
)

S

Die Koordinaten des Schwerpunktes lauten also

Ts =

o O O

Der Schwerpunkt liegt also auf der Symmetrieachse in der Hohe % iiber dem Boden.

Aufgabe 36: Welche Kurve I" beschreibt die Funktion v : R — R? mit

cos(2mt)
v(t) = | sin(27t)
t

wobei t € [0, 2] gilt?
Berechnen Sie die Lange der Kurve T'.

LOSUNG: Die Kurve T ist eine Schraubenlinie um die z-Achse, die im Punkt (1,0, 0)
startet, den Radius 1 hat und innerhalb von zwei Umdrehungen die Hohe 2 erreicht.



Die Léange [ der Kurve I' wird wie folgt berechnet:

L= [l

—27 sin(27t)

= / 27 cos(2mt) dt
0 1

2
— / \/47r2 (sin®(2mt) + cos?(2nmt)) + Ldt
0

2

= /\/47r2+1dt
0

= 2V4n? +1

Aufgabe 37: Gegeben sei die Parametrisierung

LOSUNG:

cos(2mo)

x(¢p,h) = | sin(27¢)
h

mit ¢ € [0,1) und h € [0, 1].

a)
b)

Welche Hyperfliche beschreibt diese Parametrisierung?

Betrachten Sie die Kurven

() = (0> te,1]
1o(t) = ( ), te|0,1)

im Parameterbereich. Beschreiben Sie die Kurven xovy; mit ¢ = 1, 2,
die auf der parametrisierten Fléache liegen.

N[—= o+ ~+~

Berechnen Sie mit Hilfe dieser beiden Kurven zwei Tangentialvek-

toren an die Fliche im Punkt z(0, 3).

Berechnen Sie in diesem Punkt einen Normalenvektor an die
Flache.

Berechnen Sie den metrischen Tensor auf dieser Flache.

Verwenden Sie den metrischen Tensor, um die Linge der beiden
Kurven x o~; mit ¢ = 1,2 auf der Fldche zu berechnen.

In welchem Winkel schneiden sich die beiden Kurven?

a) Die Parametrisierung beschreibt einen Zylindermantel. Der Zylinder hat eine
Grundfliche von Radius 1, die Hohe 1 und die Symmetrieachse des Zylinders
liegt auf der z-Achse des Koordinatensystems.



1
{L‘O’}/l(t) = 0 ) te [071]
t
cos(2mt)
roy(t) = sin(27t) |, tel0,1)

1
2

Bei der Kurve z o y; handelt es sich um eine Strecke vom Punkt (1,0,0) zum
Punkt (1,0, 1). Sie verlduft parallel zur Symmetrieachse des Zylinders und steht
senkrecht auf der z — y—Ebene und somit senkrecht auf der Grundfliche des
Zylinders.

Die Kurve x o 75 ist eine geschlossene Kreiskurve auf dem Zylindermantel. Sie
liegt auf Hohe % und verlauft parallel zur Grundfliche des Zylinders.

Mit Hilfe der beiden Kurven aus dem vorherigen Aufgabenteil sollen zwei Tan-
gentialvektoren an die Flache im Punkt

&
N
=
N | —
N———

Il
N O =

berechnet werden. Da 7, (%) = < 8 ) und v, (0) = ( (l) ) gilt, berechnen wir
2 2
1 0
d d
t=3 t ) =3 1
d d cos(2mt) 0
— (z 0 9(t)) = — | sin(27t) =| 2r
dt t=0 dt 1 t=0 0
2

Zwei Tangentialvektoren an die Fliche im Punkt x(0,3) lauten also v; =
(0,0,)T und v, = (0,27,0)7. Da diese beiden Vektoren linear unabhingig
sind, spannen sie den ganzen Tangentialraum an die Fldche im Punkt (0, %)
auf.

Da die beiden Vektoren v; und vy den Tangentialraum an die Flache im Punkt
x(0, %) aufspannen, berechnet sich der Normalenvektor an die Flache im Punkt

z(0, 3) wie folgt:

V1 X Vg
n= ——"-—.
[vr X va|
0 0 =27
V1 X Uy = X 2 = 0



e) Der metrische Tensor G' auf der Mantelfliche des Zylinders berechnet sich wie

folgt

G = (Dx)" Dz
und
—2msin(2m¢) 0
Dx = 27 cos(2mg) 0
0 1
Daraus folgt
G = (Dx)"Dzx
; —2msin(27 0
- ~2msin(2rg) 2w cos(2mg) 0 27 cos((27r¢q§) 0
’ 0 ! 0 1

_ 472 0
N 0 1
f) Aus dem Skript wissen wir, dass sich die Langer l; der Kurve z o 7y auf dem
Zylindermantel wie folgt mit Hilfe des metrischen Tensors berechnen 148t.

w = [ Venmoma

L) ()
/N(?)‘(?)dt
—/dt

o
=1

Fiir die Lénge I, der Kurve x o v5 auf dem Zylindermantel ergibt sich

b = [ VEEm
N ERIORBL
- [T
_ /0127rdt

= 27




g) Die beiden Kurven schneiden sich im Punkt x (0, %) Um den Winkel a zu be-
rechnen, in dem sie sich schneiden, benotigen wir die beiden Tangentialvektoren
v1 und vy. Nun gilt

V1 * Vg
cosa¢ = ————
[[or[] ozl
0 0
O |- 2n
1 0
- 0 0
0 2
1 0
= 0

Daraus folgt die beiden Kurven schneiden sich im Winkel o = 7.

Aufgabe 38: Wie sieht die Spiegelungsmatrix aus, die im QR~Verfahren zur Elimina-
tion der ersten Spalte der Matrix A = (a;;), ,, verwendet wird?

i=1,..
ay;
LOSuUNG: Die i-te Spalte der Matrix A nennen wir a; = : . Nun definieren wir
)
aq = —sign (aq1) ||aq]|
und setzen
app — Qg
az1
v = . = a1 — ;e
QAn1

Die Matrix, mit der man im QR-Verfahren die erste Spalte der Matrix A eliminiert
sieht nun wie folgt aus:
vlvf

=1+ .
||U1H2 a1V11

Wendet man diese Matrix auf die Matrix A an, so erhélt man
[
Q(l) A=
Qaz -+ Qay
0 | |
Aufgabe 39: Berechnen Sie die Q) R-Zerlegung der Matrix

A:

N DN
Tt = W
DN DN >~



LOSUNG:

-1 3 4
A=AD = 2 4 2
2 5 12
—4 1
ar =3, v = 2 , Q(l) =1 — —vv;
12
2
—1 —1 L [ 4 3 o
QW 2 | =1 2 -5 2 =(o]=|0 |V
2 2 2 0 0
3 3 L4 5
QW 4 | =1 4 -5 2 16 = 3
5 5 2 4
4 4 o 8
QW 2 | =1 2 —o| 2| = 0
12 12 2 10
35 8
AP =103 0
0 4 10
0 1
ay=-—5, wvy=1| 8 |, Q(z) =1 — —vgvg
40
4
3 3 AL 3
QP 1o |=1{o0 “ ol 8o =10 |v
0 0 4 0
5 5 A 5 5
QY| 3 | =13 ol 8| | 5= a |V
4 4 4 0
8 8 AL
QY| o |=1 0 ~o | 8]0 = -8
10 10 4 6
3 5 8
R=A® =10 -5 -8
0 0 6

Aufgabe 40: Wann ist eine Abbildung f orthogonal und wann ist eine quadratische
Matrix A orthogonal?

LOSUNG:



Definition einer orthogonalen Abbildung:
Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt ,,-“ und zugehoriger Norm
|| - ||, dann heift eine lineare Abbildung f : V' — V orthogonal, falls || f(x)|| = ||z|| fir
alle x € V gilt (langentreue Abbildung).

13

Eine Matrix A ist genau dann orthogonal, wenn gilt AT = A~1,

Aufgabe 41: Gibt es neben Drehungen und Spiegelungen noch andere orthogonale
Abbildungen im R??

LOSuNG: Nein! Siehe Skript.

Aufgabe 42: Berechnen Sie die Koeffizienten zur Approximation der Funktion f(z) =
sin®(z) mittels Schneller Fouriertransformation (FFT) fiir 8 Punkte.

LOSUNG:
Index 8 Knoten 2 -4 Knoten 4 - 2 Knoten 8 - 1 Knoten Index
000 f(0F)= 0 0 2 E 4 =8co 000
oo f(15)=1 D 1 D 2 0 =8cs 100
010 f(2% 1 2 -2 —2 =8¢ 010
o f(3%) =1 1 0 2 —2 =8¢ 110
100 f(43)=0 0 0 0 =8 o001
101 f(5% 3 0 -z 0 0 =8c; 101
110 f(6% 1 0 .22 0 0 =38 o011
m - f(7% : 0 .23 0 .2 0 =38 111
Dann gilt

apg = 2 - Co = 1

a; =c¢ +cy = 0

ag = Cy + Cg = —5

az =c3+cs = 0

gy = C4 = 0

b1 = i(Cl - 67) =0

bg = i(CQ — 06) =0

b3 = i(Cg - 05) =0
und somit

1 1

f(z) = = — = cos(2z).

2 2



Aufgabe 43: a) Es sei g : R — R eine periodische Funktion mit Periode 27 und
Lipschitz-stetig. Geben Sie die Fourierdarstellung (einschliellich
der Formeln zur Berechnung der Koeffizienten) von ¢ an.

b) Angenommen die Funktion g wéire nun 7 periodisch. Gilt die Fou-
rierdarstellung weiterhin?

c¢) Betrachten Sie nun die spezielle Funktion

f(z) = sin®(z).

Begriinden Sie, warum fiir die Fourierkoeffizienten b aus der Vor-
lesung fiir alle £ > 1 gilt b, = 0.

d) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten ag,a; und ay aus der Vor-
lesung fir f(z) (Tipp: Verwenden Sie zur Berechnugn von as:
sin®(z) = (1 — cos(2z)). Warum gilt dies?).

LOSUNG:

a) Die Fourierdarstellung von g lautet:

a o0 oo '
g(x) = 30 + Z a cos(kx) + Z by sin(kzx),

k=1 k=1
wobei
2T
ap = ! d
0= g(x)dz,
0
1 2w
ap = —/g(x) cos(kx)dx,
T
0
1 2T
by = —/g(x) sin(kz)dz.
T
0

b) Da g dann 7 periodisch ist, ist g auch 27 periodisch und damit gilt die Fourier-
darstellung noch immer.

¢) Argumentativ konnen wir analog zur Vorlesung feststellen:

i) wg. periodisch: %fo% f(x)sin(kz)de = £ [T f(x)sin(kz)dz
ii) f(—z) = f(z): gerade /symmetrisch zur y-Achse
iii) sin(—kx) = —sin(kx): ungerade /punktsymmetrisch zum Ursprung
iv) f(—x)sin(—kz) = —f(x)sin(kz): ungerade /punktsymmetrisch zum Ur-
sprung

v) ["_ ungerade Funktion dz =0



d) Zunaechst stellen wir durch partielle Integration fiir aq fest

27 27
1 1
ag = —/sin2(a7)d:v =— /sin(x) - sin(x)dx
T T
0 0
1, . 1
= —[—sin(z) - cos(x)]g" — = | —cos(z) - cos(z)dx
s s

— l[_ sin(x) - cos(z)]2™ + % 1 — sin®(z)dx.

™

o\§ o\§

Damit gilt:
2m

1 1
ap = —|[—sin(z) - cos(z)]2" + — /dm = 1.
2m ™
0

Kommen wir nun zu a,. Hier gilt

27 sin(2)
1

1
ap = — /Sln (x) cos(x)dx - y-dy = 0.
0 y:SiIl(CC) sin(O)

Kommen wir nun zu a,. Hier gilt

2 2

I Y A _ 2
az = — /sm (x) cos(2x)dx = — /005(21’) — cos”(2x)dx

o
o)
2
=]

S

—
8

NS

Il
I
—
-
|
Q
o]
@

A
o
8

NS

=
o

1 1

Hierbei gilt:

1 —cos(2z) = 1 — (cos?(x) — sin®(z)) = 1 — (1 — sin?(z) — sin®(z)) = 2sin®(z).

Aufgabe 44: Geben Sie eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass eine Funktion
f:R*—= Rinz = (2,2) ein lokales Maximum hat.

LOSUNG: Der Gradient der Funktion f an der Stelle (2,2) muss gleich Null sein:
gradf(2,2) = 0 und die Hesse-Matrix von f an der Stelle x = (2,2) muss negativ
definit sein.

Aufgabe 45: Geben Sie die Taylorentwicklung zweiter Ordnung einer glatten Funktion
f:R" = R an?

2m

1 1 1

Dy cos(2x) — (5(1 + cos(4x))dx = %/COS(QZL‘) “573 cos(4x)dx
0



LOSUNG:

o 0“ v o
fere =3 T 57 TIE LI o 52 T oy oy
laf<2 ' laf=3 . laf<2 '

« ist ein Multiindex,
¥ € (0,1) ist abhéngig von f,  und &.

Aufgabe 46: Was sagt der Satz von Schwarz aus iiber eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion w : R? — R?

LOSUNG: Satz von Schwarz:

Sei f: R™ — R zweimal stetig differenzierbar, dann gilt fiir alle v, w € R™:
D?f(z)(v,w) = D*f(z)(w, v).

D.h. die Bilinearform D?f(x) ist symmetrisch und damit ist dann auch D?f(z) eine
symmetrische Matrix:
O*f O*f
(z) =
02,0z, On; O,

K3

().

Aufgabe 47: Welche Aussagen sind richtig fiir eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f: D C R" = Rmit D = {z | ||z <1} 7

a) Hat f ein globales Minimum an der Stelle a, dann gilt V f(a) = 0.
ja nein []

b) Hat f ein globales Minimum an der Stelle a, dann ist die Hesse-
Matrix H(a) positiv definit. ja O nein [J

¢) Gilt Vf(a) = 0 und ist H(x) positiv definit fiir alle z € D, dann
hat f ein globales Minimum bei a. ja nein [

d) Gilt Vf(a) = 0 und hat H(a) nur positive Eigenwerte, dann hat
f bei a ein lokales Minimum. ja nein [

e) Ist H(x) positiv definit fiir alle x € D, dann ist jedes lokale Mini-
mum auch globales Minimum. ja nein [

LOSUNG:
a) Ja, da D eine offene Menge ist.

b) Nein! f(z,y) = 2* + y* besitzt an der Stelle (0,0) ein globales Minimum, aber
H(0,0) ist semidefinit.

c) Wir definieren eine Funktion

g(t) = fla+tv).



g(t)=Df(a+tv)v
g't)=Hf(a+tv)v-v >0

und

g"(t) >0 fiir alle t mit a +tv € D

hat die Funktion g bei ¢ = 0 ein globales Minimum. Da dies fiir alle Richtungen
v gilt, hat die Funktion f an der Stelle a ein globales Minimum.

d) Jal! Da H(a) nur positive Eigenwerte hat, ist H(a) positiv definit und somit
liegt ein lokales Minimum vor.

e) Jal Argument siehe Aufgabenteil c).

Aufgabe 48: Was ist der Gradient der Abbildung f(z) = Az -z + bz fir A € R™"
symmetrisch und b, x € R"?

LOSUNG:
gradf(x) =2Ax +b

Aufgabe 49: Was folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen beziiglich der Null-
Niveaumenge der Funktion f(z,y) = 2%+ y* — 17

43
43
der Null-Niveaumenge der Funktion f.
Damit handelt es sich um eine eindimensionale stetig differenzierbare Mannigfaltigkeit
im R2, das heifit es ist eine stetig differenzierbare Kurve, die sich lokal als Graph iiber
der x— oder y—Achse darstellen l&sst.

LOSUNG: Es ist Df(z) = ( ), das heifit der Rang von Df(x) ist gleich 1 auf

Aufgabe 50: Berechnen Sie den kritischen Punkt der Funktion
f(z,y) = 32> — 5oy — 2y° + 3

und entscheiden Sie, ob ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt vor-
liegt.

LOSUNG: Gesucht wird der kritische Punkt der Funktion f(z,y) = 322 —5xy—2y*+3.
: : 0 .
a) Notwendige Bedingung: grad f(z,y) = ( 0 ) Es gilt

fu(x,y) = 62 — By |
fy(xay) = —dx — 4y .



Dies liefert ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem vom Rang 2:

(_g :i)(z):(8> ,det(_g :2)2—24—25:—497A0.

= Der einzige kritische Punkt liegt bei: z = y = 0 und lasst sich leicht mit

Hilfe des GauB-Algorithmus oder der inversen Matrix berechnen.

b) Zur weiteren Untersuchung des kritischen Punktes betrachtet man die Hesse-

Matrix:

psen= ()= (5 5) =

Bestimmung der Eigenwerte von A: Die charakteristische Gleichung von A lau-

tet

(6—AN)(—4—X)—25=0& )\ —2\ =49,
SA=12=50 M\o=1+50.

Es gilt deshalb: Ay = 1+v50 =1+5v2>0bzw. Ay =1—-+50=1-5V2 <
0 und, da die Eigenwerte verschiedenes Vorzeichen haben, liegt in (0,0) ein

Sattelpunkt mit dem Wert f(0,0) = 3 vor.

Man kann dies auch wie folgt einsehen: Die Hesse-Matrix von f an der Stelle (0,0)

ist indefinit, denn es gilt ja

D*f(0,0) = ( _g :Z )

o0 (1) (3)-(£)-(3)-o-0
oo (1) (2)- () (1)

Also liegt ein Sattelpunkt vor, fiir den gilt

und

sowie

f(0,0) =3,
f(t,0)=3t"+3>3,
f(0,t) = —2t* +3 < 3,

wobei t # 0 sei.



Aufgabe 51: Betrachten Sie die Gleichungen:

h(z,y,2) = (-2 +y* +22—4=0,
g(x,y,z) =z —1=0,

h(z,y, z) ) ( 0 )
f(r,y,z):= o = :
(®:32) (g(:v,y,Z) 0
a) Geben Sie eine geometrische Interpretation der Situation an. Wel-

che Figuren schneiden sich hier? Was ist die Schnittmenge dieser
Figuren?

b) Beschreiben Sie die Schnittmenge vollstindig (in insgesamt 4
Stiicken) als Funktionen iiber z bzw. iiber y.

Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!
LOSUNG:

a) hiz,y,z) = (x —2)* + 9>+ 22 — 4 = 0 beschreibt eine Kugel Br(M) C R? mit
Radius R = 2 (R? = 4!) und Mittelpunkt M = (2,0,0)".

g(x,y,z) = x—1= 0 beschreibt die Ebene x = 1, die parallel zur y-z-Ebene ist
und den Abstand 1 von dieser Ebene hat.

f(z,y,2) = P =
(©.9.7) (g(:v,y,Z) 0
beschreibt die Schnittmenge beider Figuren:

Die Schnittmenge ist ein Kreis in der Ebene z = 1:

0="nh(ly,2)=(1-27%+y" +2°—4

=1 -4+ 427
=y’ +2°—3
2 .2 _
& Yy =3

Dies ist ein Kreis vom Radius R = v/3 mit Mittelpunkt M = (1,0,0)7 im R3.
b) Offensichtlich gilt:

2=3-y = z=2z2(y)=+/3—y* fir |yl <3
(sowie z(y) = 1)

Entsprechend:
v =3-2> = y=y(z) =+V3—22 fir 7| < V3.

(sowie x(z) = 1)

Beachte: Wegen der + erhalten wir in der Tat 4 Funktionen und damit die
gesuchten 4 Stiicke!



Genauer gilt: Die Schnittmenge wird parametrisiert durch folgende 4 Stiicke als
Graph jeweils einer Funktion von einer (geeigneten) Variablen:

1 0
nz)=| v3-22 W)=\ ~m= fiir |2| < V3,
z 1
1 0
12(z) = | —v3— 22 Aa(z) = \/?)Z_7 fir |2| < V3,
z 1
1 0
v(y) = y 3(y) = 1 fiir [y < v/3,
3 — y2 - . 2
3—y
1 0
ly) = y uly) = 1 fiir [y < V3.
Yy
_\/3_y2 37y2

Aufgabe 52: Bestimmen Sie denjenigen Punkt Py = (g, 40, 20) auf dem Rotationshy-
perboloid H := {(z,y,2) € R® | 2* + y*> — 2* — 1 = 0}, der vom Punkt
(1,—1,0) den kleinsten Abstand hat.

LOSUNG: Minimieren Sie die Funktion
2

T 1
f(xayaz) = Yy - —1
z 0

unter der Nebenbedingung
g(w,y,2) =2* +y* =2 = 1=0

f ist das Quadrat des Abstandes!
Zur Losung bilden wir die Lagrangesche Funktion

F(w,y,z,)\) = f(xaya Z) - )\g(.ilf,y,Z)
und wenden den Satz iiber Extrema unter Nebenbedingungen an.
OF =F,=fr— Mgz =2(x—1)—2\z =0,
OF = F,=f,—Agy=2(y+1)—2\y =0,
0. F=F,=f—Xg.=224+2X2=0,
c%F:FA:—g:O.
22(1+X) =0
=< 2Y1 =N +2=0 & y1—-XN)=-1
2r(1—=XN)—2=0 < z(1-X) =1
=>1-)\= ! = e
y

=] b1



und ([z = 0] oder )

Foll 1: 2= —y und z=0:

1
= 1:x2—|—x2:>x2:§ = r=+—=

+
V2 V2 v2 o2\ (2 e\
(52)-(£9 ()

Fall2: A=—-1 = 1—-A=2:

y+2=0 = y=—
b —2=0 = :p_%

2" 2 44
&2t = Loy keine Losung!
T2 T Y &
Der minimale Wert ist also: (v/2 — 1)? <%, —%, O)
Beachte: Die Funktion f(x,y,z) = (z — 1)? + ( +1)? + 22 ist stetig und fiir jedes
2

feste 29 € R ist M,, = {(x,y,20) € R® : 2* +y? = 1 + 23} ein(e) Kreis(linie)
mit Mittelpunkt M = (0,0, z9) und Radius R = /1 + 22, also abgeschlossen und
beschrénkt. Daher besitzt f in M,, sowohl Minimum als auch Maximum.
Bemerkung: Am obigen Gleichungssystem erkennt man, dass der Verbindungsvektor
(xo — x,y0 — y, 20 — z) parallel zu grad g(z,y, z) liegt.

Aufgabe 53: Wann ist eine glatte Kurve x : R — M eine geodétische Kurve auf einer
glatten Hyperfliche M?

LOSUNG: Eine zweimal stetig differenzierbare Kurve z : [0, 1] — M auf einer glatten
Hyperflache M heifit geoddtische Kurve, falls

l=@)l

i) #0 und  E(t) — [#(t) - n(z)] n(z(t)) — {x(t) . () ] o(t)

1z (@)l
Hierbei ist n(x(t)) die Flichennormale auf M.

Aufgabe 54: Geben Sie die Definition der Absolutkriimmung einer bogenlédngenpara-
metrisierten Kurve an?



LOSUNG: Es sei x eine nach Bogenlidnge parametrisierte Kurve, dann nennen wir
k(t) = ||Z(t)]| die Absolutkrimmung oder einfach Krimmung der Kurve im Punkt

x(t).
Aufgabe 55: Betrachten Sie die durch X : (0,27) x R — R3

COS S —sins
(s,v) = X(s,v) = | sins | +wv cos $
0 1

parametrisierte Fléche.

a) Zeigen Sie, dass es sich um das einschalige Drehhyperboloid mit
der Gleichung 22 + 4% — 22 = 1 handelt und fertigen Sie eine Skizze
zur Veranschaulichung der Flache an.

b) Zeichnen Sie die beiden Kurven (z.B. fiir vy = 0, £1, £2 und sy =

07 %7 T, 3777)
COS s — Vg Sin s
7(s) = X(s,ug) = | sins+wvgcoss |, vy =const € R,
Vo
COS Sp — v sin Sg
12(v) = X(sp,v) = | sinsg+ vcos sy sp = const € (0, 2m).

v
in Thre Skizze.
c¢) Berechnen Sie die Absolutkriimmung der beiden Kurven.
LOSUNG:
a) Mit

T = COosS—uvsins

sin s + v cos s

Z = 0

ergibt sich

2

(coss —vsins)? + (sins + vcoss)* — v

cos? s — 2ucosssins + v2sin? s

w2+y2—z

+sin® s + 2ucos ssin s + v2 cos® s — v?
= 14+ =-v*=1 v

Beachte: 2 + 9> — 22 =1 & 22=2*+y° -1 & z=+/2?+y> - 1.



cos s —sin s
b) 11(s) = X(s,v9) = | sins | + vy | coss beschreibt einen Kreis mit
0 1

S O/

Mittelpunkt M = und Radius r = /1 + vZ:

Vo
2 . 2
0 COS S — Vg Sin s
m(s)—1 O = sin s + vy cos s =1+
Vo 0
CoS Sg — sin sq
Y2(v) = X(sg,v) = [ sinsg | +v | cossg beschreibt eine Gerade mit
0 1
COS Sq —sin sq
Anfangspunkt A = | sinsy | fiir v = 0 und Richtungsvektor oS S ,
0 1

die auf obigem einschaligen Drehhyperboloid liegt.
c¢) Die Absolutkriimmung s1(s) von ~;(s) ergibt sich als
1

Ki(s) = \/ﬁ.



Denn:

—sins — vgcos s

T1(s) = cos s — vg sin § :
0
(s = (sin® s 4 2vg cos ssin s + v7 cos® s
71 () ( 0 0
+ cos? s — 2ug cos ssin s + v3 sin? 5)1/?
= /1+02,
3
(IF = 1+,

—cos S+ vgsin s
—sins — vy Cos S ,

0

0
0
(—sins — vg cos s)(—sin s — vy €os s)

;2.
=
X
=
=
I
N

0
— 0
(—cos s + vy sin s)(cos s — vy sin )
0
0
_l’_

1+v2
I1(s) x Au(s)ll = 1+vg,
. .. 1 2 1
e = O Al 1ed .

71 (s)I? (L+v5)*? 1+

Bemerkung: Dies sollte auch so sein, da ein Kreis die Kriimmung x = m
hat!

Die Absolutkriimmung ko(s) von 72(s) lautet dementsprechend
Ko(v) =0.
Anschaulich ist das klar, da y(s) eine Gerade beschreibt!

In Formeln:

— sin sg
Ya(v) = COS S = konstanter Vektor!
1

= Ja(v) =

= 72(v) X 2(v) =

S OO O oo

= Kg(v) =0!



Beachte: ||[Y2(v)|| = v/2 > 0!



