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Aufgabe: 1 2 3 ∅

Note:

Jede Aufgabe wird mit A (gut), B (ausreichend) oder C (nicht ausreichend) bewertet.
Die Gesamtnote ergibt sich als Durchschnitt der Einzelnoten.

Aufgabe 1: a) Zeigen Sie, dass das Produkt von zwei orthogonalen Matrizen or-
thogonal ist.

b) Zeigen Sie, dass die Spiegelung

S = 1− 2nnT

mit ‖n‖ = 1 orthogonal ist.

c) Berechnen sie die QR-Zerlegung der Matrix

A =

(
3 1
4 2

)
.

Lösung:

a) (AB)(AB)T = (AB)(BTAT ) = A(BBT )AT = A1AT = AAT = 1

b)

SST = (1− 2nnT )(1− 2nnT )T

= (1− 2nnT )(1T − 2(nT )TnT )

= (1− 2nnT )(1− 2nnT )

= 1− 2nnT − 2nnT + (2nnT )(2nnT )



= 1− 4nnT + 4nnTnnT

= 1− 4nnT + 4n(nTn)nT

= 1− 4nnT + 4‖n‖2nnT

= 1− 4nnT + 4nnT

= 1

so ST = S−1 ⇒ S is orthogonal.

c) • a1 =

(
3
4

)
and so α1 = − sgn(a11)‖a1‖ = −

√
32 + 42 = −5

• v1 = a1 −
(
α1

0

)
=

(
8
4

)
• Q(1) = 1+

v1v
T
1

α1v11
=

(
1 0
0 1

)
− 1

40

(
82 8 · 4

8 · 4 42

)
=

(
−3

5
−4

5

−4
5

3
5

)
Alternativ (und effizienter):

Q(1)

(
3
4

)
=

(
−5
0

)
Q(1)

(
1
2

)
=

(
1
2

)
− 1

40

(
1
2

)
·
(

8
4

)(
8
4

)
=

(
−11

5
2
5

)

• A(1) = Q(1)A =

(
−3

5
−4

5

−4
5

3
5

)(
3 1
4 2

)
=

(
−5 −11

5

0 2
5

)
Die QR-Zerlegung ist dann A = QR mit Q = (Q(1))T und R = A(1), d.h.

A =

(
−3

5
−4

5

−4
5

3
5

)(
−5 −11

5

0 2
5

)
Aufgabe 2: Sei

x : [0,
√

2]× [0, 2π]→ R3, x(h, ϕ) =

 h cos(ϕ)
h sin(ϕ)
h2


die Parametrisierung einer Fläche P ⊂ R3 und

γ1 :[0,
√

2]→ R2, γ1(t) = (t, π),

γ2 :[0, 2π]→ R2, γ2(t) = (1, t)

Kurven im Definitionsbereich von x.

a) Skizzieren Sie die Fläche P .

b) Berechnen Sie die Oberfläche von P .

c) Berechnen Sie die Länge der Kurve x ◦ γ2.

d) Berechnen Sie den Winkel zwischen den beiden Kurven x ◦ γ1 und
x ◦ γ2 im Schnittpunkt (h, ϕ) = (1, π).



a)

Lösung:

b)

Dx =

cos(ϕ) −h sin(ϕ)
sin(ϕ) h cos(ϕ)

2h 0


Metrik:

g = DxTDx =

(
1 + 4h2 0

0 h2

)

det g = (1 + 4h2)h2 = h2 + 4h4

Dann gilt ∫
P

1dx =

∫ √2
0

∫ 2π

0

h
√

1 + 4h2dϕdh

(Substitution: z = 1 + 4h2,
dz

dh
= 8h) = 2π

∫ √2
0

h
√

1 + 4h2dh = 2π

∫ 3

0

h
√
z
dz

8h

=
π

4

∫ 3

0

√
zdz =

√
3

2
π

c) Aus der Vorlesung: Bogenlänge: s(t) =
∫ t
t0
‖ẋ(ξ)‖dξ, also

∫ 2π

0

∥∥∥∥∥∥ ddt
cos(t)

sin(t)
1

∥∥∥∥∥∥ dt =

∫ 2π

0

∥∥∥∥∥∥
− sin(t)

cos(t)
0

∥∥∥∥∥∥ dt =

∫ 2π

0

dt = 2π

d) Parametrisierungen:

x ◦ γ1 =

t cos(π)
t sin(π)
t2

 =

−t0
t2

 , x ◦ γ2 =

cos(t)
sin(t)

1





Tangentialvektoren:

d

dt
x ◦ γ1 =

−1
0
2t

 ,
d

dt
x ◦ γ2 =

− sin(t)
cos(t)

0


Berechnung des Winkels an der Stelle (1, π):

cos(α) =

−1
0
2

 ·
 0
−1
0


∥∥∥∥∥∥
−1

0
2

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥
 0
−1
0

∥∥∥∥∥∥
= 0

d.h. α = π
2

= 90◦.
Alternativ:

cos(α) =
g(v, w)√

g(v, v)
√
g(w,w)

=

(
1
0

)T (
5 0
0 1

)(
0
1

)
√

5
√

1
= 0,

wobei v = γ̇1(1) =

(
1
0

)
und v = γ̇2(π) =

(
0
1

)
.

Aufgabe 3: a) Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gauß die Fläche eines Krei-
ses mit Radius 2 mit Hilfe eines geeigneten Integrals über den Rand
des Kreises.

Lösung: Der Kreis K mit Radius 2 is gegeben als die Menge

K = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 4},

d.h. der Rand ∂K ist

∂K = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 4}.

Parametrisierung: ϕ ∈ [0, 2π]

γ(ϕ) =

(
2 cos(ϕ)
2 sin(ϕ)

)
Der Flächeninhalt von K ist nun

Fläche(K) =

∫
K

dx =

∫
∂K

N · f(x1, x2)dl
divf=1

=

∫
∂K

x

‖x‖
·
(
x1
0

)
dl

=

∫
∂K

x21√
x21 + x22

dl



=

∫ 2π

0

(2 cos(ϕ))2√
(2 cos(ϕ))2 + (2 sin(ϕ))2

2dϕ

= 4

∫ 2π

0

(cos(ϕ))2

2
2dϕ

= 4

[
1

2
(ϕ+ sin(ϕ) + cos(ϕ))

]2π
0

= 4π


