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Aufgabe 1: Gegeben sei die Parametrisierung
cos(2mo)
#(g.h) = | sin(2mo)
h
mit ¢ € [0,1) und h € [0, 1].
a) Welche Hyperfliche beschreibt diese Parametrisierung?

b) Betrachten Sie die Kurven

() = (0) te[0,1]

() = ( ) Fel0.1)

[

im Parameterbereich. Beschreiben Sie die Kurven xoy; mit ¢ = 1, 2,
die auf der parametrisierten Fléiche liegen.

c) Berechnen Sie mit Hilfe dieser beiden Kurven zwei Tangentialvek-
toren an die Fliche im Punkt (0, 5).

d) Berechnen Sie in diesem Punkt einen Normalenvektor an die
Flache.

e) Berechnen Sie den metrischen Tensor auf dieser Fléche.

f) Verwenden Sie den metrischen Tensor, um die Lange der beiden
Kurven x o~; mit ¢« = 1, 2 auf der Fliche zu berechnen.

g) In welchem Winkel schneiden sich die beiden Kurven?
LOSUNG:

a) Die Parametrisierung beschreibt einen Zylindermantel. Der Zylinder hat eine
Grundfliche von Radius 1, die Hohe 1 und die Symmetrieachse des Zylinders
liegt auf der z-Achse des Koordinatensystems.

b)

1
$O’yl(t) = 0 ) te [071]
t

cos(27t)

roy(t) = sin(127rt) : tel0,1)

2



Bei der Kurve z o ; handelt es sich um eine Strecke vom Punkt (1,0,0) zum
Punkt (1,0, 1). Sie verlduft parallel zur Symmetrieachse des Zylinders und steht
senkrecht auf der x — y—Ebene und somit senkrecht auf der Grundflache des
Zylinders.

Die Kurve x o 7, ist eine geschlossene Kreiskurve auf dem Zylindermantel. Sie
liegt auf Hohe % und verlduft parallel zur Grundfliche des Zylinders.

¢) Mit Hilfe der beiden Kurven aus dem vorherigen Aufgabenteil sollen zwei Tan-
gentialvektoren an die Fldche im Punkt
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berechnet werden. Da 7, (%) = ( 2 ) und 7, (0 ( (l) ) gilt, berechnen wir
2 2
1 0
d d
@on()| = |0 0
dt ST A
d d cos(2mt)
(x 0 va(t)) = — | sin(2nt) = 27T
dt t=0 dt % t=0 0

Zwei Tangentialvektoren an die Fldche im Punkt x(O,%) lauten also v; =
(0,0,1)T und v, = (0,27,0)7. Da diese beiden Vektoren linear unabhingig
sind, spannen sie den ganzen Tangentialraum an die Flache im Punkt (0, %)
auf.

d) Da die beiden Vektoren v; und vs den Tangentialraum an die Fldche im Punkt
z(0, ) aufspannen, berechnet sich der Normalenvektor an die Flache im Punkt
z(0, 2) wie folgt:

V1 X Vg
n= ———.
1 X vg]
0 0 -2
V] X Uy = 0 X 2r | = 0
1 0 0
—1
= n= 0
0

e) Der metrische Tensor G auf der Mantelfliche des Zylinders berechnet sich wie
folgt
G = (Dz)' Dz



und

—2msin(2m¢) 0
Dz = 21 cos(2mg) 0
0 1

Daraus folgt
G = (Dz)'Dx

‘ —27sin(2m¢) 0
_ < -2 s161(27r¢) 27 co%(27r¢) (1) > 27 cos(2me) (1)

0
_ 472 0
N 0 1
f) Aus dem Skript wissen wir, dass sich die Lénger l; der Kurve x o v, auf dem
Zylindermantel wie folgt mit Hilfe des metrischen Tensors berechnen laf3t.

w = [ VERm
- YD )8
[VG)-(2)a
:/Odt
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Fiir die Lange Iy der Kurve x o 5 auf dem Zylindermantel ergibt sich

b = [ VEEm
- LT DG)()e
L)
_ /Olzm

= 27

g) Die beiden Kurven schneiden sich im Punkt z (0, %) Um den Winkel a zu be-
rechnen, in dem sie sich schneiden, benotigen wir die beiden Tangentialvektoren



v; und ve. Nun gilt

V1 * Vg
cosy = ——————
[} o]
0 0
0 . 2T
1 0
B 0 0
0 2T
1 0
=0

us

Daraus folgt die beiden Kurven schneiden sich im Winkel o = 7.

Aufgabe 2:  a) Scien g : [0,v2] x [0,v27] = R?, g(r,0) = (:Zfség))

kordinaten im R2?. Skizzieren Sie die Fliche g(U) C R? wobei
U = [0,4/2] x [0,v/27] und berechnen Sie ihren Flicheninhalt.

) Polark-

hcos(p)
b) Sei x : [0,1] x [0,27] — R3, z(h,¢) = | hsin(p) | die Parame-
h
trisierung einer Fliche K C R3. Skizziere Sie die Fliche K und
berechnen Sie deren Oberflache.

c) Welche geometrische Bedeutung hat es, dass die Flachen den glei-
chen Oberflacheninhalt haben?

LOSUNG:

a) Es gilt

g (2301 rsnt)

und det(Dg) = r. Der Flicheninhalt des Kreissektors g(U) (, Tortenstiick®)
berechnet sich nun wiefolgt:

V2 pV2r
Flacheninhalt(g(U)) :/ dx :/ / det(Dg)dbdr
9(U) o Jo

V2 V21 V2 1
= / / rdfdr = / V2rrdr = \/57?[57”2]5/5 =27
o Jo 0

b) Es gilt

cos(p) —hsin(p)
Dx = | sin(¢)  hcos(p)
1 0



und damit

2 0
Dz’ Dx = (O h2) .

Der Oberflicheninhalt des Kegels K berechnet sich nun wiefolgt:

1 27
Oberflacheninhalt(K) :/ da :/ / Vdet(DxT Dx)dpdh
Kl 27 ’ ’ 1 1
= / V2hdpdh = / 2V2rhdr = 2\/57[5112]5 = V2n
o Jo

0

c) Kleben wir die den Kreissektor g(U) aus Teilaufgabe a) an den Enden (d.h.
g(.,0) und g(.,/27)) zusammen, so erhalten wir genau den Kegel K aus Tei-
laufgabe b).

Aufgabe 3: Berechnen Sie das Integral

/<z§)~]\/dl

oK

iiber den Rand des Kreises K = {(z,y) | z*> + y? < 1} einmal direkt mit
Hilfe einer geeigneten Parametrisierung von 0K als Kurve und einmal,
indem Sie es mit Hilfe des Satz von Gauf in ein Integral iiber K um-
schreiben. Dabei bezeichnet N die duflere Normale.

Tipp:

it —it\ 4 it —it\ 4
4 4 e +e et —e 1 3
cos*t+sint=— _ = —cos4t + -

+ < 2 > + ( 21 ) 4 + 4

LOSUNG:

a) Um das Integral auf direktem Weg zu berechnen, geben wir als erstes eine
Parametrisierung von 0K als Kurve an:

vi[0,21) > R2, A(t) = ( cost ) .

sint

Bei der Kurve handelt es sich um eine geschlossene Kreiskurve um den Ursprung

mit Radius 1. Der Normalenvektor an die Kurve ist der Vektor N = ( M > =

Ny
( CQSt ) Somit ergibt sich

sint
COS t cost —sint &
sin® ¢ sint cost
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b) Alternativ kann man das Integral auch mit Hilfe des Satz von GauBl berechnen.

Danach gilt
3 3
/ (“},)-Ndz = /div(xg ) d dy
ok \ Y K Yy

= / 32% + 3y* dx dy
K

Unter Verwendung von Polarkoordinaten folgt

3 1 27
/ <$3)~Ndl = // (3 (rcos)® + 3 (rsing)?) rdrdp
ok \ Y o Jo
1 2m
= // 3r3 dp dr
o Jo
1
= 67r/ 3 dr
0

3
= -7

2



