Ubungen zur Ingenieur-Mathematik III WS 2013/14
Blatt 3 08.11.2013

Aufgabe 8: Betrachten Sie die Spiegelungsmatrix

A:(Cosa sin «v )’ I

sinaw —cosa

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.

LOsUNG:Um die Eigenwerte der Spiegelungsmatrix A zu berechnen, berechnen wir
zuerst das charakteristische Polynom

Ps(A) = det(A— A1)
_ det ( cos.oz - A sin o )
sin o —cosa — A
= (cosa—\)(—cosa — \) —sin”a

= —cos?a+ Acosa — Acosa + A% —sin«

= N - <C082 a + sin? a)
= N-1
und bestimmen dessen Nullstellen

P{AN)=0 & MN-1=0 < \==+I

Die Eigenwerte der Spiegelungsmatrix A lauten also A\; = —1 und A\ = 1.
Nun berechnen wir die zugehérigen Eigenvektoren

Ax = )\1,2213'
<~ (A — )\1}2]1) r = 0
(Cosajzl sin av > <x1) _ 0
sin o —cosa=+1 To
o { (cosa+1)x; +z9sinae = 0
T = %I‘Q

Setzt man x; ein, so erhélt man

(cosa 1)z +xasina = 0

& (cosa+1)=Ely, 4 gysina = 0

= %xz 4+ z9sina = 0

& —Tosina + x3sina = 0

& 0 =0

Der Eigenraum zum Eigenwert \; = —1 ist also gegeben durch

(3 Y er) = (5 e
()



denn mit Hilfe der Additionstheoreme 148t sich zeigen

cosa — 1 cos (% + %) — (cos2 <+ sin? %)
s sin (5 + %)
2

2a _ gin2ae _ a g
cos” 5 —sin® 5 — cos” 5 — sin

3 o «
2sin 5 Cos 5

2«
2 sin 5

- 3 (07 [0}
2 sin 5 COS 5

2

e

tan &
= —tan—.
2

Der Eigenraum zum FEigenwert A\, = 1 ist gegeben durch

() [em) = {o( 17 ) |oen}
cos 2
- {r(88) [penf.

wobei man ebenfalls mit Hilfe der Additionstheoreme zeigen kann, dass

Aufgabe 9: Betrachten Sie eine Drehmatrix der Form

A:(cosa —sma)’ 0 eR

sina  COS &

und Spiegelungsmatrizen der Form

B — <cosﬁ sin 3 )’ BeR

sinff —cospf

c - <0087 sin 7y )7 Y ER.

siny —cosvy
a) Berechnen Sie die Matrix AB.
b) Berechnen Sie die Matrix BC'.

c) Da A, B und C in O(2) liegen, sind auch die beiden Matrizen AB
und BC orthogonal. Handelt es sich bei AB bzw. BC' jeweils um
eine Drehung oder Spiegelung?

LOSUNG:



AB — cosa —sina cosfp  sinf
- sina  cosa sin3 —cosf3
cosacos 8 —sinasin 8 cosasin 3 4 sin «a cos 5
sinacos f + cosasin B sinasin 8 — cos « cos 3

- (G615 )

BC =

sinf8 —cosf siny — cos~y

cosfS  sinf )(COS’Y sin 7y )

sin B cosy — cos Bsin~y sin 8siny + cos 3 cosy

B (cosﬁcosv—i—smﬂsmv cosﬁsmy—smﬁcosy)

cos 3 cos —sin fsin(—7y) —cos [sin(—y) — sin B cos(—7)
sin 3 cos( —i— cos fsin(—y) —sin B sin(—y) + cos 5 cos(—7)

- (s - zszsm))

c) Bei der Matrix AB handelt es sich um eine Spiegelung und bei der Matrix BC
handelt es sich um eine Drehung.

Aufgabe 10: Welche Aussagen sind richtig?

a) Die Eigenwerte einer Drehmatrix sind stets £1.
ja nein []

b) Die Eigenwerte einer Spiegelungsmatrix sind stets +1.
ja nein [J

¢) Die Eigenwerte einer beliebigen orthogonalen Matrix sind stets +1.
ja nein [J

d) Die Determinante einer beliebigen orthogonalen Matrix ist £1.
ja nein [

e) Jede lingentreue (d.h. orthogonale) lineare Abbildung ist auch
winkeltreu.
ja nein [

f) Jede winkeltreue lineare Abbildung ist auch langentreu.
ja nein [

LOSUNG:

a) Nein! In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Eigenwerte einer Drehmatrix
komplex sein kénnen.



b) Jal Siehe einleitendes Beispiel im Kapitel Diagonalisierung.
Alternativ: Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Spiegelungsmatrix eine or-
thogonale Matrix ist. Zudem wissen wir, dass der Betrag der Eigenwerte einer
orthogonalen Matrix jeweils 1 ist. Da die Spiegelungsmatrix zudem symme-
trisch ist und nur reelle Eintrdge hat, kann sie nur reelle Eigenwerte haben.
Somit miissen die Eigenwerte +1 sein.

¢) Nein! Wie im Fall der Drehmatrix kénnen die Eigenwerte auch komplex sein.

d) Jal Siehe Vorlesung.

e) Ja! Siehe Vorlesung.

)
)
)
)

f) Nein! Die Matrix A = 21 ist zwar winkeltreu aber nicht langentreu.

Aufgabe 11: Es scien u, v € R” mit u # v und ||u|| = [|[v||. Weiter sei n := u — v.

a) Zeigen Sie, daf fir die durch S,z := x — 2-£7>n definierte Spiege-

[In][?
lungsmatrix S, gilt S,u =v und S,v =u.

1 *
b) Sei u = | —1 |. Bestimmen Sie v der Form v = [ 0 | mit
0 0
|lu|| = ||v||. Berechnen Sie die Matrix S,_, aus Aufgabenteil (a).

¢) Multiplizieren Sie diese Matrix von links an die Matrix

1 2 3
A= -1 0 =3
0o -2 3
LOSUNG:
a)
u-n 2u - (u—w)
Spu = u—2 n=u—————=-(u—v)
7|2 [l = wlf?
2u-(u—v) = 2ful|*—2u-v.
lu=ol* = Jlull* = 2u- v+ [lv]|* = 2[jul* = 2u- v wegen [lul| = [v].
= Syu = u—(u—v)=u—u+tv="0.
Ebenso gilt:
Spv=u,

wegen 2v-n = 2v- (u—v) = 2uv —2||v]|* und ||ul|* = 2uv +||v||* = 2||v||* = 2uv =
lu— >



1 «
-1 = 0
0 0
& 124+ (=12 = |qof
< V2 = laf
V2
= v = 0
0

Um die Matrix S,_, berechnen zu koénnen, fithren wir zuerst ein paar Neben-
rechnungen durch:

o O O

1 V2 1—+2
u—v=| -1 | — 0 = -1
0 0 0
1 -2 (1—-+v2)% vV2-1
(u—v)(u—v)" = —1 (1-v2, -1, 0)= V2 -1 1
0 0 0
1-v2\ |
0

- (1- \/5)2 +(—1)2

= 1-2V2+2+1
= 4-2V2
- - T
N S | plu—v)(u 2”)
|u — |
1 (1-v2)? v2—-1 0
= 1- V2 -1 1 0
2-V2 0 0 0
1_(1—\/5)2 _V2-1
2—/2 2—/2
= SRVEES U (P S
2—v/2 2—/2
0 0 1
V2-1 1-2




~75 1 2 3
1
Su—vA - —75 -1 0 —3
0 0 -2 3
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Aufgabe 12: Thema: Eigenschaften schiefsymmetrischer Matrizen
Sei A eine reelle n x n Matrix mit A7 = —A, d. h. A ist schiefsymme-
trisch. Welche Aussagen sind richtig?

a) Die Spur von A, tr A, ist gleich null. ja O nein [
b) Es gilt det A = 0 fiir n = 2. ja O nein [J
c) Es gilt det A =0 fiir n = 3. ja O nein O
d) Es gilt Az -z =0 fiir alle z € R™. ja O nein [
e) Wenn A € R ein Eigenwert von A ist, dann folgt A = 0.

ja nein [
f) exp A ist eine orthogonale Matrix. ja O nein [
g) Es gilt det (exp A) = 1. ja O nein [

LOsSuNG:Die Antworten lauten:

a) Ja, denn alle Diagonaleintrige von A sind Null.

b) Nein! Beispiel A = ( (1) _01 )

c) Ja. Man berechnet fiir eine beliebige schiefsymmetrische 3 x 3-Matrix

0 ¢ b
det | —¢ 0 a | =0+4+abc+ (—a)-(=b)-(—c)—0—-0—-0=0.
b —a 0

d) Ja. Av -z =2 - ATe =2 (—A)z = —1-Ax = —Ar -2 = 2Az -z = 0.

e) Ja. Ax-x = 0 bedeutet, dass Ax stets senkrecht auf x steht. Also kann Az kein
Vielfaches von x sein, ausser das Nullfache.

Formal: Sei Az = Az mit x # 0. Dann 0 = Az -2 = Az -z = A|z||? = A = 0.

f) Ja, siehe Vorlesung.



g) Ja. det(exp(tA)) ist stetig (differenzierbar) in ¢ und kann fiir beliebige ¢ nur
die Werte 1 und -1 annehmen, da exp(tA) stets orthogonal ist. Da die Werte
dazwischen nicht moglich sind, muss die (stetige) Funktion fiir alle ¢ konstant

sein. Da
det(exp(0A)) = det(exp(0)) = det(1) = 1,

muss auch gelten
det(exp(A)) = det(exp(14)) = 1.



