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Aufgabe 20: a) Zeigen Sie,

(i) (zjn)k = zj·kn ,

(ii) zj+ln = zjn · zln,

(iii) z2j2n = zjn,

(iv) zjn = zj+nn ,

(v) zj2n = −zj+n2n .

b) Zeichnen Sie zj4 und zj8 auf dem komplexen Einheitskreis. Interpre-
tieren Sie die Relationen aus der ersten Teilaufgabe am komplexen
Einheitskreis.

Lösung:

a) (i)

(
zjn
)k

=

(
exp

(
i
2πj

n

))k
= exp

(
i
2πj · k
n

)
= zj·kn .

(ii)

zj+ln = exp

(
i
2π(j + l)

n

)
= exp

(
i
2πj

n

)
· exp

(
i
2πl

n

)
= zjn · zln.

(iii)

z2j2n = exp

(
i
2π(2j)

2n

)
= exp

(
i
2πj

n

)
= zjn.

Alternativ:

z2j2n = cos

(
2π(2j)

2n

)
+ i sin

(
2π(2j)

2n

)
= cos

(
2πj

n

)
+ i sin

(
2πj

n

)
= zjn.

(iv)

zj+nn = exp

(
i
2π(j + n)

n

)
= exp

(
i
2πj

n

)
· exp

(
i
2πn

n

)
︸ ︷︷ ︸

=cos(2π)+i sin(2π)=1

= exp

(
i
2πj

n

)
= zjn.

(v)

zj+n2n = exp

(
i
2π(j + n)

2n

)
= exp

(
i
2πj

2n

)
· exp

(
i
2πn

2n

)
︸ ︷︷ ︸

=cos(π)+i sin(π)=−1

= − exp

(
i
2πj

n

)
= −zj2n.



b)

z04 z08

z18z14

(z18)2 = z28 = z14

z28 · z18 = z38

z24(z18)4 = (z28)2 = z48

z138 = z58
z34

z68

z78 = −z38

Aufgabe 21: a) Betrachten Sie die Koeffizienten ck der Forier-Interpolation zu den
Funktionswerten fj,

nck =
n−1∑
j=0

fjz
−kj
n ,

wobei n ∈ N und fi ∈ R für alle i = 0, . . . , n− 1.
Schreiben Sie für den Fall n = 4 die Formeln für 4c0, 4c1, 4c2 und
4c3 ohne Verwendung des Summenzeichens.

b) Betrachten Sie für n = 2 die zwei Interpolationsprobleme zu den
Funktionswerten g0, g1 bzw. h0, h1, dann gilt für deren Koeffizien-
ten {

2d0 = g0z
0
2 + g1z

0
2

2d1 = g0z
0
2 + g1z

−1
2

,

{
2e0 = h0z

0
2 + h1z

0
2

2e1 = h0z
0
2 + h1z

−1
2

.

Sei nun

g0 = f0 + f2,

g1 = f1 + f3,

h0 = (f0 − f2),
h1 = (f0 − f2)z−14 .

Welchen Zusammenhang zwischen 4c0, 4c2, 4c3, 4c4 einerseits und
2d0, 2d1, 2e0, 2e1 andererseits stellen Sie fest?

c) Woher kennen Sie den Zusammenhang der Interpolationsproble-
me?

Lösung:



a) Es gilt

4c0 = f0 + f1 + f2 + f3,

4c1 = f0 + f1z
−1
4 + f2z

−2
4 + f3z

−3
4 ,

4c2 = f0 + f1z
−2
4 + f2z

−4
4 + f3z

−6
4 ,

4c3 = f0 + f1z
−3
4 + f2z

−6
4 + f3z

−9
4 .

b) Beginnen wir mit d0:

2d0 = g0z
0
2 + g1z

0
2 = (f0 + f2)z

0
2 + (f1 + f3)z

0
2

= f0z
0
2 + f1z

0
2 + f2z

0
2 + f3z

0
2

= f0z
0
4 + f1z

0
4 + f2z

0
4 + f3z

0
4

= 4c0

Nun d1:

2d1 = g0z
0
2 + g1z

−1
2 = (f0 + f2)z

0
2 + (f1 + f3)z

−1
2

= f0z
0
2 + f1z

−1
2 + f2 z02︸︷︷︸

=z04=z
−4
4

+f3 z−12︸︷︷︸
=z−2

4 =z−6
4

= f0z
0
4 + f1z

−2
4 + f2z

−4
4 + f3z

−6
4

= 4c2

Dann e0:

2e0 = h0z
0
2 + h1z

−1
2 = ((f0 − f2)z04)z02 + ((f1 − f3)z−14 )z02

= f0 + f1z
−1
4 − f2z04 − f3z−14

= f0z
0
4 + f1z

−1
4 − f2(−z−24 )− f3(−z−34 )

= f0z
0
4 + f1z

−1
4 + f2z

−2
4 + f3z

−3
4

= 4c1

Zum Schluss e1:

2e1 = h0z
0
2 + h1z

−1
2 = ((f0 − f2)z04)z02 + ((f1 − f3)z−14 )z−12

= f0 + f1z
−1
4 z−12 − f2z04 − f3z−14 z−12

= f0z
0
4 + f1z

−1
4 z−24 − f2z04 − f3z−14 z−24

= f0z
0
4 + f1z

−3
4 − f2(−z−64 )− f3(−z−94 )

= f0z
0
4 + f1z

−3
4 + f2z

−6
4 + f3z

−9
4

= 4c3

c) Dies ist ein Schritt in der Fast Fouriertransformation (FFT, Schnelle Fourier-
transformation).



Aufgabe 22: Betrachten Sie die Funktion

f(x) =


1
π
x, x ∈ [0, π),

2− 1
π
x, x ∈ [π, 2π),

f(x− 2kπ), x ∈ [2kπ, 2(k + 1)π), k ∈ Z.

a) Berechnen Sie die Koeffizienten zu einer Approximation dieser
Funktion mittels Schneller Fouriertransformation (FFT) für

(i) 4 Punkte und

(ii) 8 Punkte.

b) Plotten Sie die Funktion f und die beiden Approximationen mit-
tels eines geeigneten Programms (z.B. Matlab).

Lösung:

a) (i) Wir notieren die Rechnung in Tabellenschreibweise:

Index

00

01

10

11

f(0π
2
)

f(1π
2
)

f(2π
2
)

f(3π
2
)

4 Knoten

=

=

=

=

0

1
2

1

1
2

+

−

+

−

1

1

−1

0

4 · 2 Knoten

·z−14

+

−

+

−

4 · 1 Knoten

2

0

−1

−1

= 4ĉ0

= 4ĉ2

= 4ĉ1

= 4ĉ3

Index

00

10

01

11

Dann gilt

â0 = 2 · ĉ0 = 1

â1 = ĉ1 + ĉ3 = −1

2
â2 = ĉ2 = 0

b̂1 = i(ĉ1 − ĉ3) = 0

und somit

f̂(x) =
1

2
− 1

2
cos(x).

(ii) Wir notieren die Rechnung in Tabellenschreibweise:



Index

000

001

010

011

100

101

110

111

f(0π
4
)

f(1π
4
)

f(2π
4
)

f(3π
4
)

f(4π
4
)

f(5π
4
)

f(6π
4
)

f(7π
4
)

8 Knoten

=

=

=

=

=

=

=

=

0

1
4

1
2

3
4

1

3
4

1
2

1
4

+

−

+

−

2 · 4 Knoten

1

1

1

1

−1

−1
2

0

1
2

·z

·z2

·z3

+

−

+

−

2

2

0

0

−1

− (z−z3)
2

−1

− (z+z3)
2

4 · 2 Knoten

·z2

·z2

= − 1√
2

= 1√
2

+

−

+

−

8 · 1 Knoten

4

0

0

0

−1− 1√
2

−1 + 1√
2

−1 + 1√
2

−1− 1√
2

= 8c̃0

= 8c̃4

= 8c̃2

= 8c̃6

= 8c̃1

= 8c̃5

= 8c̃3

= 8c̃7

Index

000

100

010

110

001

101

011

111

Hierbei haben wir benutzt

z = z−18 =
1√
2
− i√

2
,

z2 = −i,

z3 = − 1√
2
− i√

2
,

z2 − z3 =
√

2,

z2 + z3 = −
√

2i,

(z2 + z3)z2 = −
√

2.

Dann gilt

ã0 = 2 · c̃0 = 1

ã1 = c̃1 + c̃7 =
−1− 1√

2

4
ã2 = c̃2 + c̃6 = 0

ã3 = c̃3 + c̃5 = −1 +
1√
2

ã4 = c̃4 = 0

b̃1 = i(c̃1 − c̃7) = 0

b̃2 = i(c̃2 + c̃6) = 0

b̃3 = i(c̃3 + c̃5) = 0

und somit

f̃(x) =
1

2
+ (
−1− 1√

2

4
) cos(x) + (

−1 + 1√
2

4
) cos(3x).
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