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Aufgabe 42: Zeigen Sie:
Für eine zweimal differenzierbare Kurve x(t) : [a, b] → R3 lässt sich die
Absolutkrümmung mittels

k(t) = ‖ẋ(t)‖−3‖ẋ(t)× ẍ(t)‖

berechnen.

Tipp: Zeigen Sie k(t) = κ(t), wobei κ(t) durch die Formel in der Vorle-
sung gegeben ist. Verwenden Sie eine geeignete Eigenschaft des Kreuz-
produktes.

Lösung:Aus der Vorlesung wissen wir

‖ẋ(t)× ẍ(t)‖2 = ‖ẋ(t)‖2‖ẍ(t)‖2 − (ẋ(t) · ẍ(t))2

und diese Eigenschaft wollen wir nutzen, um die Gleichheit von k(t) und κ(t) zu
zeigen.

κ(t) = k(t)

⇔ ‖ẋ(t)‖−4 ‖‖ẋ(t)‖2ẍ(t)− (ẍ(t) · ẋ(t)) ẋ(t)‖ = ‖ẋ(t)‖−3‖ẋ(t)× ẍ(t)‖
⇔ ‖ẋ(t)‖−1 ‖‖ẋ(t)‖2ẍ(t)− (ẍ(t) · ẋ(t)) ẋ(t)‖ = ‖ẋ(t)× ẍ(t)‖

⇔ ‖ẋ(t)‖−2 ‖‖ẋ(t)‖2ẍ(t)− (ẍ(t) · ẋ(t)) ẋ(t)‖2 = ‖ẋ(t)× ẍ(t)‖2

⇔ ‖ẋ(t)‖−2
(
‖ẋ(t)‖4‖ẍ(t)‖2 + ‖ẋ(t)‖2 (ẍ(t) · ẋ(t))2

)
= ‖ẋ(t)‖2‖ẍ(t)‖2 + (ẋ(t) · ẍ(t))2

⇔ ‖ẋ(t)‖2‖ẍ(t)‖2 + (ẋ(t) · ẍ(t))2 = ‖ẋ(t)‖2‖ẍ(t)‖2 + (ẋ(t) · ẍ(t))2



Aufgabe 43: Betrachten Sie die durch X : (0, 2π)×R→ R3

(s, v) 7→ X(s, v) =

 cos s
sin s

0

+ v

 − sin s
cos s

1


parametrisierte Fläche.

a) Zeigen Sie, dass es sich um das einschalige Drehhyperboloid mit
der Gleichung x2 +y2−z2 = 1 handelt und fertigen Sie eine Skizze
zur Veranschaulichung der Fläche an.

b) Zeichnen Sie die beiden Kurven (z.B. für v0 = 0,±1,±2 und s0 =
0, π

2
, π, 3π

2
)

γ1(s) := X(s, v0) =

 cos s− v0 sin s
sin s+ v0 cos s

v0

 , v0 = const ∈ R,

γ2(v) := X(s0, v) =

 cos s0 − v sin s0
sin s0 + v cos s0

v

 s0 = const ∈ (0, 2π).

in Ihre Skizze.

c) Berechnen Sie die Absolutkrümmung der beiden Kurven.

Lösung:

a) Mit

x = cos s− v sin s

y = sin s+ v cos s

z = v

ergibt sich

x2 + y2 − z2 = (cos s− v sin s)2 + (sin s+ v cos s)2 − v2

= cos2 s− 2v cos s sin s+ v2 sin2 s

+ sin2 s+ 2v cos s sin s+ v2 cos2 s− v2

= 1 + v2 − v2 = 1 X

Beachte: x2 + y2 − z2 = 1 ⇔ z2 = x2 + y2 − 1 ⇔ z = ±
√
x2 + y2 − 1 .



b) γ1(s) = X(s, v0) =

 cos s
sin s

0

 + v0

 − sin s
cos s

1

 beschreibt einen Kreis mit

Mittelpunkt M =

 0
0
v0

 und Radius r =
√

1 + v20:

∥∥∥∥∥∥γ1(s)−
 0

0
v0

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
 cos s− v0 sin s

sin s+ v0 cos s
0

∥∥∥∥∥∥
2

= 1 + v20

γ2(v) = X(s0, v) =

 cos s0
sin s0

0

 + v

 − sin s0
cos s0

1

 beschreibt eine Gerade mit

Anfangspunkt A =

 cos s0
sin s0

0

 für v = 0 und Richtungsvektor

 − sin s0
cos s0

1

,

die auf obigem einschaligen Drehhyperboloid liegt.

c) Die Absolutkrümmung κ1(s) von γ1(s) ergibt sich als

κ1(s) =
1√

1 + v20
.



Denn:

γ̇1(s) =

 − sin s− v0 cos s
cos s− v0 sin s

0

 ,

‖γ̇1(s)‖ = (sin2 s+ 2v0 cos s sin s+ v20 cos2 s

+ cos2 s− 2v0 cos s sin s+ v20 sin2 s)1/2

=
√

1 + v20 ,

‖γ̇1(s)‖3 =
√

1 + v20

3

,

γ̈1(s) =

 − cos s+ v0 sin s
− sin s− v0 cos s

0

 ,

γ̇1(s)× γ̈1(s) =

 0
0

(− sin s− v0 cos s)(− sin s− v0 cos s)


−

 0
0

(− cos s+ v0 sin s)(cos s− v0 sin s)


=

 0
0

1 + v20

 ,

‖γ̇1(s)× γ̈1(s)‖ = 1 + v20 ,

⇒ κ1(s) =
‖γ̇1(s)× γ̈1(s)‖
‖γ̇1(s)‖3

=
1 + v20

(1 + v20)3/2
=

1√
1 + v20

. X

Bemerkung: Dies sollte auch so sein, da ein Kreis die Krümmung κ = 1

Radius
hat!

Die Absolutkrümmung κ2(s) von γ2(s) lautet dementsprechend

κ2(v) ≡ 0 .

Anschaulich ist das klar, da γ2(s) eine Gerade beschreibt!

In Formeln:

γ̇2(v) =

 − sin s0
cos s0

1

 = konstanter Vektor!

⇒ γ̈2(v) =

 0
0
0


⇒ γ̇2(v)× γ̈2(v) =

 0
0
0


⇒ κ2(v) = 0 !



Beachte: ‖γ̇2(v)‖ =
√

2 > 0 !

Aufgabe 44: Betrachten Sie die durch X : [0, 2π)× [0, 100]→ R3

(u, v) 7→ X(u, v) =

 2 cosu
2 sinu
v


parametrisierte Fläche.

a) Zeigen Sie, dass es sich um den Drehzylinder mit der Gleichung
x2 + y2 = 4 handelt und fertigen Sie eine Skizze zur Veranschauli-
chung der Fläche an.

b) Zeichnen Sie die Kurven

γ1(t) := X(0, t) =

 2
0
t

 ,

γ2(t) := X(t, 10) =

 2 cos t
2 sin t

10

 ,

γ3(t) := X(t, t) =

 2 cos t
2 sin t
t


in Ihre Skizze. Um welche Kurven (auf der Fläche) handelt es sich?

c) Berechnen Sie γ̇i(t), γ̈i(t) und γ̇i(t)× γ̈i(t) für i = 1, 2, 3.

d) Zeigen Sie, dass die Vektoren

N1(t) :=

 1
0
0

 ,

N2(t) :=

 cos t
sin t

0

 ,

N3(t) :=

 cos t
sin t

0


für alle t ∈ [0, 2π) orthogonal zu γ̇i(t), i = 1, 2, 3, sind und, dass
gilt Ni(t) ist orthogonal zu γ̇i(t) × γ̈i(t) für i = 1, 2, 3. Versuchen
Sie sich die Situation in einer Skizze zu veranschaulichen.

Lösung:

a) Drehzylinder mit x2 + y2 = 4 und Höhe h = 100:



Mit

x = 2 cosu ,

y = 2 sinu

ergibt sich
x2 + y2 = 4 cos2 u+ 4 sin2 u = 4 X

v ∈ [0, 100] ⇒ h = 100 .

b) γ1(t) = X(0, t) =

 2
0
t

 =

 2
0
0

+ t

 0
0
1

 beschreibt eine Gerade mit An-

fangspunkt A =

 2
0
0

 (für t = 0) und Richtungsvektor

 0
0
1

 = ∂tX, welche

ganz auf dem Drehzylinder liegt. Es handelt sich um eine Mantellinie.

γ2(t) = X(t, 10) = 2

 cos t
sin t

5

 beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt M = 0
0
10

 und Radius r = 2, welcher ganz auf dem Drehzylinder liegt.

Es handelt sich um einen Breitenkreis des Drehzylinders in der Höhe h = z = 10.

γ3(t) = X(t, t) =

 2 cos t
2 sin t
t

 beschreibt eine Schraubenlinie, die auf dem Dreh-

zylinder liegt.

c) γ̇1 =

0
0
1

, γ̈1 =

0
0
0

, γ̇1 × γ̈1 =

0
0
0


γ̇2 =

−2 sin(t)
2 cos(t)

0

, γ̈2 =

−2 cos(t)
−2 sin(t)

0

, γ̇2 × γ̈2 =

0
0
4





γ̇3 =

−2 sin(t)
2 cos(t)

1

, γ̈3 =

−2 cos(t)
−2 sin(t)

0

, γ̇3 × γ̈3 =

 2 sin(t)
−2 cos(t)

4


d)

N1(t) · γ̇1(t) =

 1
0
0

 ·
 0

0
1

 = 0 ⇔ N1⊥γ̇1 !

N1(t) · (γ̇1(t)× γ̈1(t)) =

 1
0
0

 ·
 0

0
0

 = 0 ⇔ N1⊥(γ̇1 × γ̈1) !

N2(t) · γ̇2(t) =

 cos t
sin t

0

 · 2
 − sin t

cos t
0

 = 0 ⇔ N2⊥γ̇2 !

N2(t) · (γ̇2(t)× γ̈2(t)) =

 cos t
sin t

0

 ·
 0

0
4

 = 0 ⇔ N2⊥(γ̇2 × γ̈2) !

N3(t) · γ̇3(t) =

 cos t
sin t

0

 ·
 −2 sin t

2 cos t
1

 = 0 ⇔ N3⊥γ̇3 !

N3(t) · (γ̇3(t)× γ̈3(t)) =

 cos t
sin t

0

 ·
 2 sin t
−2 cos t

4

 = 0 ⇔ N3⊥(γ̇3 × γ̈3) !


