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Aufgabe 42: Zeigen Sie:
Fiir eine zweimal differenzierbare Kurve z(t) : [a,b] — R? lisst sich die
Absolutkriimmung mittels

k() = 2@ |2 () x £(1)]

berechnen.

Tipp: Zeigen Sie k(t) = k(t), wobei k(t) durch die Formel in der Vorle-
sung gegeben ist. Verwenden Sie eine geeignete Eigenschaft des Kreuz-
produktes.

LOSUNG:Aus der Vorlesung wissen wir
() x E@I7 = 1EO1PIE@O] = (@) - &(t)*

und diese Eigenschaft wollen wir nutzen, um die Gleichheit von k() und k(t) zu
zeigen.

(t) = k(1)
N IO @122 — @) - &) 2@l = [|2@OI7[l#() x E@)]
N Iz e @1E() — @) - &) 2@ = [l2) x é@)]
N @I @172 — (@) - @@) el = (&) x #@))°
& a@I (@I E@IP + a0 @@ - 21)7) = le@OIIE@)]? + (@) - #(0)°
N lEOIP1E@)I? + (@) - 21)* = Ne@IPIE@)I* + (@) - &)’



Aufgabe 43: Betrachten Sie die durch X : (0,27) x R — R3

cos s —sins
(s,v) = X(s,v) = | sins | +v cos §
0 1

parametrisierte Fléche.

a) Zeigen Sie, dass es sich um das einschalige Drehhyperboloid mit
der Gleichung 2% 4 3? — 2% = 1 handelt und fertigen Sie eine Skizze
zur Veranschaulichung der Fléche an.

b) Zeichnen Sie die beiden Kurven (z.B. fiir vy = 0, +1, £2 und sy =

07 %7 T, 3771—)
CcOS S — Vg sin s
1(s) = X(s,v9) = | sins+wvgcoss |, wvo=const € R,
Vo
COS 59 — vsin Sy
12(v) = X(sp,v) = | sinsg—+ vcossy sp = const € (0, 2m).

v
in Thre Skizze.
c¢) Berechnen Sie die Absolutkrimmung der beiden Kurven.
LOSUNG:
a) Mit

r = coss—uvsins

sins + vcoss

Z = 0

ergibt sich

2 +y* — 22 = (coss—wvsins)? + (sins + vcoss)? — v

cos? s — 2ucos ssin s + v2sin? s
+sin? s + 2v cos ssin s + v2 cos® s — v?

= 1+ =v*=1 v

Beachte: 22 +9° —22=1 & 22 =2 +9y° -1 & z2=+/22 +y2 - 1.



cos s —sin s
b) 11(s) = X(s,v9) = | sins | + vy | coss beschreibt einen Kreis mit
0 1

S O/

Mittelpunkt M = und Radius r = /1 + vZ:

Vo
2 . 2
0 COS S — Vg Sin s
m(s)—1 O = sin s + vy cos s =1+
Vo 0
CoS Sg — sin sq
Y2(v) = X(sg,v) = [ sinsg | +v | cossg beschreibt eine Gerade mit
0 1
COS Sq —sin sq
Anfangspunkt A = | sinsy | fiir v = 0 und Richtungsvektor oS S ,
0 1

die auf obigem einschaligen Drehhyperboloid liegt.
c¢) Die Absolutkriimmung s1(s) von ~;(s) ergibt sich als
1

Ki(s) = \/ﬁ.



Denn:

—sins — vgcos s

T1(s) = cos s — vg sin § :
0
(s = (sin® s 4 2vg cos ssin s + v7 cos® s
71 () ( 0 0
+ cos? s — 2ug cos ssin s + v3 sin? 5)1/?
= /1+02,
3
(IF = 1+,

—cos S+ vgsin s
—sins — vy Cos S ,

0

0
0
(—sins — vg cos s)(—sin s — vy €os s)

;2.
=
X
=
=
I
N

0
— 0
(—cos s + vy sin s)(cos s — vy sin )
0
0
_l’_

1+v2
I1(s) x Au(s)ll = 1+vg,
. .. 1 2 1
e = O Al 1ed .

71 (s)I? (L+v5)*? 1+

Bemerkung: Dies sollte auch so sein, da ein Kreis die Kriimmung x = m
hat!

Die Absolutkriimmung ko(s) von 72(s) lautet dementsprechend
Ko(v) =0.
Anschaulich ist das klar, da y(s) eine Gerade beschreibt!

In Formeln:

— sin sg
Ya(v) = COS S = konstanter Vektor!
1

= Ja(v) =

= 72(v) X 2(v) =

S OO O oo

= Kg(v) =0!



Beachte: ||[Y2(v)|| = v/2 > 0!
Aufgabe 44: Betrachten Sie die durch X : [0,27) x [0,100] — R?

2cosu
(u,v) = X(u,v) = | 2sinu
v

parametrisierte Fléache.

a) Zeigen Sie, dass es sich um den Drehzylinder mit der Gleichung
22 +1y? = 4 handelt und fertigen Sie eine Skizze zur Veranschauli-
chung der Flache an.

b) Zeichnen Sie die Kurven

2
71<t) = X(Oat) = 0 5
t
2cost
Yo(t) == X(t,10) = | 2sint |,
10
2cost
v3(t) == X (t,t) = | 2sint
t

in Thre Skizze. Um welche Kurven (auf der Fléche) handelt es sich?
c¢) Berechnen Sie 7;(t), 4i(t) und ~;(t) x ;(¢) fiir i = 1,2, 3.

d) Zeigen Sie, dass die Vektoren

fiir alle t € [0, 27) orthogonal zu 4;(t), i = 1,2, 3, sind und, dass
gilt N;(t) ist orthogonal zu 4;(¢) x %;(¢) fiir ¢ = 1,2, 3. Versuchen
Sie sich die Situation in einer Skizze zu veranschaulichen.

LOSUNG:

a) Drehzylinder mit 22 + y* = 4 und Hohe h = 100:



Mit
= 2cosu,

= 2sinu

ergibt sich
vty =4dcosPu+4sin*u=4 Vv

v € [0,100] = h=100.

——
—
—
2 2
Nnt)=X0,8)=( 0 | =1 0 | +t| 0 | beschreibt eine Gerade mit An-
t 0 1
2 0
fangspunkt A = | 0 | (fiir t = 0) und Richtungsvektor | 0 | = 0,X, welche
0 1
ganz auf dem Drehzylinder liegt. Es handelt sich um eine Mantellinie.
cost
v2(t) = X(t,10) = 2 sint | beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt M =
)

0
0 und Radius r = 2, welcher ganz auf dem Drehzylinder liegt.
10
Es handelt sich um einen Breitenkreis des Drehzylinders in der Hohe h = 2z = 10.

2cost
v3(t) = X(t,t) = | 2sint | beschreibt eine Schraubenlinie, die auf dem Dreh-
t

zylinder liegt.

0 0 0
=10, =0, nxn=10

1 0 0

—2sin(t) —2 cos(t) 0
Vo= 2cos(t) |, 52 = | —2sin(t) |, J2 X H2 =10

0 0 4



—2sin(t) —2 cos(t) 2sin(t)

V3= | 2cos(t) |, Y3 = | =2sin(t) |, 3 x §3 = [ —2cos(?)
1 0 4
1 0
0 1
1 0
Ni(t) - (7u(t) x 71(t)) = 0 0 | =0 NiL(y1 x)!
0 0
cost —sint
Ng(t) . ’)/2(75) = sint -2 cost =0 & NQJ_’YQ‘
0 0
cost 0
No(t) - (72(t) x $a(t)) = sint 0 ] =0 < Nol(y2 XA2)!
0 4
cost —2sint
Ns(t) - vs(t) = sint | - | 2cost | =0 < N3lnys!
0 1
cost 2sint
Ng(t) . (Vg(t) X ’}/3(t)> = sint . —2cost =0 & NgJ_(’Yg X ’73)'

0 4



