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Aufgabe 1: Zeigen Sie

n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q

für q 6= 1.
(10 Punkte)

Lösung:

IA: n = 0:
∑0

k=0 q
k = q0 = 1 =

1− q1

1− q
X

IV: Gilt für n:
∑n

k=0 q
k =

1− qn+1

1− q
.

IS:

n+1∑
k=0

qk =

(
n∑
k=0

qk

)
+ qn+1 IV

=
1− qn+1

1− q
+ qn+1

=
1− qn+1 + (1− q)qn+1

1− q
=

1− qn+2

1− q
X
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Aufgabe 2: Konvergieren die Folgen (an)n? Geben Sie gegebenenfalls den Grenzwert
an.

a) an = n
(

2−
√

4− 1
n

)
b) an =

n2 − sin(n) + 3

6n2 + cos(n)− 1

(10 Punkte)

Lösung:

a)

n

(
2−

√
4− 1

n

)
=
n
(

2−
√

4− 1
n

)(
2 +

√
4− 1

n

)
2 +

√
4− 1

n

=
n
(
4−

(
4− 1

n

))
2 +

√
4− 1

n

=
n 1
n

2 +
√

4− 1
n

=
1

2 +
√

4− 1
n

Es folgt

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

2 +
√

4− 1
n

=
1

2 +
√

4
=

1

4

b)

lim
n→∞

n2 − sin(n) + 3

6n2 + cos(n)− 1
= lim

n→∞

1− sin(n)
n2 + 3

n2

6 + cos(n)
n2 − 1

n2

=
1

6
,

weil

∣∣∣∣sin(n)

n2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
→ 0 und

∣∣∣∣cos(n)

n2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
→ 0 wenn n→∞.
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Aufgabe 3: a) Zeigen Sie, dass die Gleichung

x = cosx

genau eine Lösung in [0, π] hat.

b) Geben Sie das Newton-Verfahren zur Bestimmung dieser Lösung an.

c) Geben Sie die ersten zwei Schritte des Newton-Verfahrens mit Start-
wert x0 = π

2
an.

(10 Punkte)

Lösung: Lösungen der Gleichung sind Nullstellen von f .

a) • f(x) = x− cos(x) stetig auf [0, 1]

• f(0) = −1 < 0 und f(1) = 1 − cos(1) > 0 ⇒ es gibt eine Nullstelle in (0, 1)
(Zwischenwertsatz)

• f ′(x) = 1 + sin(x) > 0 auf (0, 1) ⇒ f streng monoton wachsend ⇒ es gibt
genau eine Nullstelle

b) xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
= xn −

xn − cos(xn)

1 + sin(xn)

c)

d) i) x0 = π
2

ii) x1 = π
2
−

π
2
−cos(π2 )

1+sin(π2 )
= π

2
−

π
2

1+1
= π

4

iii) x2 = π
4
−

π
4
−cos(π4 )

1+sin(π4 )
= π

4
−

π
4
−

√
2

2

1+
√
2
2

= π
4
−

π
2
−
√
2

2+
√
2

sin (2θ) = 2 sin (θ) cos (θ)

sin (θ) = cos
(π

2
− θ
)

Aus der zweiten Gleichung folgt sin
(
π
4

)
= cos

(
π
4

)
. Damit bekommte man mit der

ersten Gleichung 1 = sin
(
2π
4

)
= 2 sin

(
π
4

)2
.
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Aufgabe 4: a) Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion g : R→ R,

g(x) = sinn(x)− sin(xn).

b) Ist die Funktion f : R→ R,

f(x) =

{
x sin( 1

x
), x ∈ R \ {0}

0, x = 0

stetig? Begründen Sie Ihre Antwort.

c) Ist die Funktion f aus Teil b) differenzierbar? Begründen Sie Ihre
Antwort.

(10 Punkte)

Lösung:

a) g′(x) = n sinn−1(x)·cos(x)−cos(xn)·(nxn−1) = n
(
sinn−1(x) cos(x)− xn−1 cos (xn)

)
b) f ist stetig: klar für x 6= 0, und für x = 0,

|x sin( 1
x
)| ≤ |x| −−→

x→0
0 ⇒ lim

x→0
x sin( 1

x
) = 0 ⇒ lim

x→0
f(x) = f(0)

c) f ist nicht differenzierbar an x = 0:

f(0 + h)− f(0)

h
=
h sin( 1

h
)− 0

h
= sin( 1

h
)

aber limh→0 sin( 1
h
) existiert nicht, weil

h(1)n =
1

2nπ + π
2

→ 0 ⇒ sin( 1

h
(1)
n

) = sin(2nπ + π
2
)→ 1

h(2)n =
1

2nπ − π
2

→ 0 ⇒ sin( 1

h
(2)
n

) = sin(2nπ − π

2
)→ −1
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Aufgabe 5: Gegeben seien die lineare Abbildung f : R2 → R3 mit

f

(
x1
x2

)
=

 x1
x1 − x2
2x1 − x2

 .

und die Systeme von Vektoren

B =

{(
1
−1

)
,

(
1
0

)}
und

A =


 1

1
−1

 ,

 1
−1
0

 ,

−1
0
0

 .

a) Zeigen Sie, dass B eine Basis des R2 und A eine Basis des R3 ist.

b) Geben Sie die Matrixdarstellung der linearen Abbildung f bezüglich
der Basen B und A an.

(10 Punkte)

Lösung:

a) dimR2 = 2 und b1, b2 linear unabhängig, weil

∣∣∣∣ 1 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1 6= 0.

dimR3 = 3 und a1, a2, a3 linear unabhängig, weil

∣∣∣∣∣∣
1 1 −1
1 −1 0
−1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0.

b)

f(b1) = M11a1 +M21a2 +M31a3

⇒ f

(
1
−1

)
= M11

 1
1
−1

+M21

 1
−1
0

+M31

−1
0
0


⇒

1
2
3

 =

 1 1 −1
1 −1 0
−1 0 0

M11

M21

M31


⇒

M11

M21

M31

 =

−3
−5
−9


f(b2) = M12a1 +M22a2 +M32a3
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⇒ f

(
1
0

)
= M12

 1
1
−1

+M22

 1
−1
0

+M32

−1
0
0


⇒

1
1
2

 =

 1 1 −1
1 −1 0
−1 0 0

M12

M22

M32


⇒

M12

M22

M32

 =

−2
−3
−6


und

Mf =

M11 M12

M21 M22

M31 M32

 =

−3 −2
−5 −3
−9 −6


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Aufgabe 6: Seien U, V ⊂ Rn Untervektorräume des Rn.
Ist U ∩ V = {w |w ∈ U und w ∈ V } ⊂ Rn ein Untervektorraum des Rn?
Begründen Sie Ihre Antwort.

(10 Punkte)

Lösung: Ja:

i) 0 ∈ U, 0 ∈ V ⇒ 0 ∈ U ∩ V X

ii) für λ ∈ R gilt w ∈ U ∩V ⇒ w ∈ U und w ∈ V ⇒ λw ∈ U, λw ∈ V ⇒ λw ∈ U ∩V
X

iii) w,w′ ∈ U ∩ V ⇒ w,w′ ∈ U und w,w′ ∈ V → w + w′ ∈ U und w + w′ ∈ V ⇒
w + w′ ∈ U ∩ V X
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Aufgabe 7: Gegeben ist die Ebene

E =

x ∈ R3 : x =

 1
−1
0

+ λ

2
0
1

+ µ

0
1
1

 .

a) Bestimmen Sie die Normalform von E, d.h. einen Vektor n ∈ R3 und
eine Zahl d ∈ R, so dass E = {x : n · x− d = 0}.

b) Prüfen Sie, ob der Punkt p =

 5
−2
1

 in der Ebene liegt.

c) Geben Sie die Gleichung der Geraden an, die senkrecht zu E ist und
durch p verläuft.

(10 Punkte)

Lösung:

a) Der Vektor n =

2
0
1

×
0

1
1

 =

−1
−2
2

 ist senkrecht zu E und x0 =

 1
−1
0

 ∈ E,

also

n · (x− x0) = 0⇒

−1
−2
2

 ·
xy

z

−
 1
−1
0

 = 0⇒ −x− 2y + 2z − 1 = 0

ist die Normalform von E.

b) n · (p− x0) =

−1
−2
2

 ·
 4
−1
1

 = −4 + 2 + 2 = 0⇒ p ∈ E.

c) x = p + λn
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Aufgabe 8: a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix

A =

1 1 1
1 3 3
1 5 9

 .

b) Berechnen Sie die Lösung von Ax =

1
2
3

 = b.

c) Berechnen Sie detA.

(10 Punkte)

Lösung:

a)

A1 = A =

1 1 1
1 3 3
1 5 9


⇒L1 =

 1 0 0
−1 1 0
−1 0 1

⇒ A2 = L1A1 =

1 1 1
0 2 2
0 4 8


⇒L2 =

1 0 0
0 1 0
0 −2 1

⇒ A3 = L2A2 =

1 1 1
0 2 2
0 0 4

 = R

und

L = (L1)−1(L2)−1 =

1 0 0
1 1 0
1 0 1

1 0 0
0 1 0
0 2 1

 =

1 0 0
1 1 0
1 2 1


b) Ly = b und Rx = y ⇒ LRx = b⇒ Ax = b, also

Ly = b⇒

 y1
y1 + y2

y1 + 2y2 + y3

 =

1
2
3

⇒ y =

1
1
0


Rx = y ⇒

x1 + x2 + x3
2x2 + 2x3

4x3

 =

1
1
0

⇒ x =

1
2
1
2

0


c) detA = (detL)(detR) = (1 · 1 · 1)(1 · 2 · 4) = 8
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Aufgabe 9: Bestimmen Sie die Gleichung des Tangentialraumes an den Graphen der
Funktion f : R2 → R,

f(x, y) = ex sin y

im Punkt (x̃, ỹ, f(x̃, ỹ)).
(10 Punkte)

Lösung: Definiere F : R2 → R3, (x, y) 7→

 x
y

f(x, y)



⇒ DF =

 1 0
0 1

∂f(x,y)
∂x

∂f(x,y)
∂y

 =

 1 0
0 1

ex sin y ex cos y


also

(x, y, z) ∈ T(x̃,ỹ,f(x̃,ỹ)) ⇒

xy
z

 =

 x̃
ỹ

f(x̃, ỹ)

+ λ

 1
0

ex̃ sin ỹ

+ µ

 0
1

ex̃ cos ỹ


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Aufgabe 10: Sei f : R2 → R,

f(x, y) =


x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
.

a) Bestimmen Sie die Richtungsableitungen in Richtung v = (v1, v2),
mit ‖v‖ = 1, im Ursprung.

b) Ist f im Ursprung (total) differenzierbar? Begründen Sie Ihre Ant-
wort.
Hinweis: Betrachten Sie die Richtungsableitung in Richtung (1, 1).

(10 Punkte)

Lösung:

a)

∂vf(0, 0) = lim
h→0

f(0 + hv1, 0 + hv2)− f(0, 0)

h

= lim
h→0

1

h

(hv1)
2(hv2)

(hv1)2 + (hv2)2

=
v21v2
v21 + v22

=
v21v2
‖v‖2

= v21v2

b) Nein:
Annahme f sei differenzierbar, dann gilt:

∇f(0, 0) =

(
∂(1,0)f(0, 0)
∂(0,1)f(0, 0)

)
=

(
0
0

)
.

Sei w =

(
1
1

)
, dann ∂wf(0, 0) = 12 · 1 = 1 und

∇f(0, 0) · w = 0 6= ∂wf(0, 0).

Das ist ein Widerspruch.


