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0 Einleitung

Thema: Numerische Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen
Modellproblem:

0? 0?
Diese sogenannte ,,Poisson-Gleichung“ tritt beispielsweise bei der Datenglattung oder
der Modellierung eines Schwerefelds auf.

Notation 0.1. Wir schreiben

0* 0

@—Fa—w::am—i—ayy:: A.

Diskretisierungsmethoden: Folgende Diskretisierungsmethoden werden in der
Vorlesung behandelt:

e [inite Differenzen
e Finite Elemente
e Randelemente

Algorithmische Umsetzung: MATLAB
Literatur:

e Dietrich Braess: , Finite Elemente® (Kapitel I & II), Springer.

e Wolfgang Dahmen und Arnold Reusken: , Numerik fiir Ingenieure und Natur-
wissenschaftler* (Kapitel 12), Springer.

e Lothar Gaul, Martin Kogl und Marcus Wagner: , Boundary Element Methods
for Engineers and Scientists“ (Kapitel 4), Springer.






1 Finite Differenzen

1.1 Finite Differenzen in 1D

Modellproblem: Datenglattung fiir Funktionen f: R — R
Als Beispiel wollen wir gemessene Hohendaten entlang eines Weges betrachten. Die
Hohenwerte mogen dabei starkes Rauschen (z.B. durch schlechten GPS-Empfang)

enthalten.
Wie erhalt man daraus ein ,verniinftiges® Hohenprofil?

Hohe &

gemessenes Hohenprofil

e

echtes Hohenprofil

| Weglinge

|

L

Einfacher Ansatz: Interpretiere die Hohendaten als kontinuierliche Funktion
f:[0,L] = R.

Gesucht ist nun eine Funktion
u:[0,L] = R,

die die wesentlichen Eigenschaften von f widerspiegelt, aber weniger Rauschen ent-

halt.
Ansatz: Was wollen wir nicht?

e Die Funktion u soll nicht weit weg von f sein, d.h. |u(z) — f(z)| soll klein sein.
e 1 soll nicht verrauscht sein, d.h. |u/(x)| soll klein sein.

Dies fithrt uns auf das folgende Funktional, das wir minimieren wollen:

Elu) := / (u(z) — f(z))* + B« (x))>dz, B > 0 konstant.



1 Finite Differenzen

Erinnerung: Hat eine differenzierbare Funktion ein Minimum, so ist die Ableitung
dort 0.

Wie sieht nun die Ableitung von E nach u aus? Wir betrachten hierzu die Rich-
tungsableitung % Elu + tv]’t , von E in Richtung einer differenzierbaren Funktion

v:[0,L] = R fir die v(0) = v(L) = 0 gilt. Dann gilt:

0 = SEu+n) 3y
= CZO/L(U(QU) +to(x) — f(2)” + B (z) + t'(2))* da g
_ O/L jt (u(z) + to(z) — f())? + 5;1(1/(3;) (@) de|
Kettenregel O/L 2 (u(z) + t0(x) — F(2)) v(x) + 280 () + 10/ (2))0' () da
_ O/L 2 (ulx) — f(2)) vl(x) + 2600 () (z) da
part.In. O/L 2 (ule) - f(2)) v(a) de O/L 26 (z)0(x) da + o ()v(a) o

L
= 2/ (u(x) — flx) — 51/’(:76))2}(:}5) dx
0
Die Richtungsableitung muss im Minimum fiir alle Richtungen 0 ergeben, d.h. es muss
gelten:

2/ (u(m) — f(x) — Bu"(:p))v(x) dr =0

fir alle differenzierbaren v : [0, L] — R mit v(0) = v(L) = 0. Daraus ergibt sich
u(x) — f(x) — pu”(z) =0 fir alle z € (0, L).
Was passiert am Rand?
Einfacher Fall: Wir kennen die Hohen am Start- und Zielpunkt sehr genau. Dann

kénnen wir diese einfach vorschreiben: u(0) = f(0), u(L) = f(L). Insgesamt erhalten
wir:

Problemstellung 1.1. Gegeben sei eine stetige Funktion f :[0,L] - R und g > 0.
Wir suchen eine zweimal stetig differenzierbare Funktion w : [0, L] — R mit

—pu"(z) + u(z) = f(x), x€(0,L)
f(0)

u(0) = £(0 (P)

9



1.1 Finite Differenzen in 1D

Wie findet man v ndherungsweise?

Wir approximieren u auf einem Gitter der Schrittweite h = ﬁ Die Funktion u :
[0,L] — R wird dann durch Werte an den Knoten xz; = (i — 1) - h approximiert.
U € RY ist der Vektor mit den Knotenwerten, U; &~ u(z;).

Zu einer gegebenen Funktion uw kann man natiirlich stets einen Vektor U mit U; =
u(z;) finden. Wenn jedoch u die (unbekannte) Lésung von (P) bezeichnet, so werden
wir in der Regel nur eine Approximation der Knotenwerte von u berechnen kénnen,

A

y

~— L
h =L
N—1
T

TN

Approximation der Ableitung? Hierbei diirfen nur Werte an den Knoten verwen-
det werden! Idee: Differenzenquotienten

Nach dem Satz von Taylor gelten fiir eine viermal stetig differenzierbare Funktion
u die Identitaten

Wz +h) = ule)+d(@)h+ u(@)h? + " (@) + O(h),

2 6
ulx—h) = u(z)—d(x)h+ ;u"(ﬂc)h2 — éu’"(az)h?’ + O(hY).

Addition ergibt u(z + h) + u(z — h) = 2u(x) + u”(x)h? + O(h*), d.h. es ergibt sich
der folgende Differenzenquotient fiir die zweite Ableitung

1

u'(z) = ﬁ(u(x —h) = 2u(z) + u(z + h)) + O(h?)
= u'(z;) = };(u(;pi_l) = 2u(;) + u(wi1)) + O(h?)

Die Differentialgleichung (P) wird also wie folgt approximiert.
Bemerkung 1.2. Bezeichnen wir die erste Ableitung mit

_u(z+h) —u(z)
w(z) = - :




1 Finite Differenzen

so ist die Diskretisierung der zweiten Ableitung durch

w(z) —w(x —h)
h

gegeben. Wir haben also erst Vorwartsdifferenzen und dann Riickwartsdifferenzen ver-
wendet. Dies hdingt damit zusammen, dass wir in hoheren Dimensionen A = divV,
also die Divergenz des Gradienten, haben. Dabei werden Divergenz und Gradient un-
terschiedlich diskretisiert, siehe auch Bemerkung 1.18.

Problemstellung 1.3. Gegeben sei eine stetige Funktion f :[0,L] — R und g > 0.
Sei N € N und h = L/(N —1). Wir suchen U € RN mit

_hﬁQ(Ui—l —2U; + Uir) + U, = f(zy), i=2,...,N—1,
Ul = f($1>7 (Ph)
Un = f(zn).

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir U € RY. In Matrixschreibweise ergibt sich
die folgende Darstellung.

Schema 1.4. (Matrizdarstellung von (Fy))

0 0 1 0 Uy f(x1)
1 -2 1 1 Us f(x2)
B : _
—3 —— L . : = :
1 -2 1 1 Un-1 flzn-1)
0 0 0 1 Un flzn)

Der zugehorige MATLAB-Code sieht folgendermafien aus:

Schema 1.5. (MATLAB-Code zu (Fy))

e = ones (N, 1);

% Matrix for second derivative

A = spdiags ([e -2*%e e], [-1 0 1], N, N);
% First and last line

A (1, :) = zeros (1, N);

A (N, :) = zeros (1, N);

% Identity matrix

B = spdiags (e, 0, N, N);

% Complete matrix

L = - beta / (h*xh) * A + B;

10



1.2 Konvergenztheorie fiir Differenzenverfahren

Programmieraufgabe 1. Implementieren Sie das beschriebene Finite-Differenzen-
Verfahren zur Datengldttung in MATLAB. Experimentieren Sie mit dem Parameter (5.

1.2 Konvergenztheorie fiir Differenzenverfahren

(Py) fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem. Wir wenden uns nun den folgenden
Fragen zu:

1. Ist dieses stets eindeutig losbar?

2. Konvergiert die Losung von (P,) fir N — oo (bzw. h — 0) gegen die Lésung
von (P)? Wenn ja, wie schnell?

Dazu bendétigen wir zunédchst das folgende Lemma, das sowohl fiir die kontinuierliche
Losung von (P) als auch fir die diskrete Losung von (P,) gilt. Um die Analogie
herauszuarbeiten, beweisen wir beide Varianten.

Lemma 1.6 (Maximumprinzip).

a) Seiw Losung von (P). Dann ist

max u(z) < max f(z),
z€[0,L] z€[0,L]

i > i .
A 2 I

b) Sei U Léosung von (Py). Dann ist

Da w und f stetig sind, kénnen wir in a) von Maxima (und nicht nur von Suprema)
reden.

Beweis.
a) Sei & € [0, L] Maximalstelle von u. Falls & = 0 oder & = L, so ist

Jnax u(x) = u(t) = [(2) < max f(z).

Falls € (0, L), so folgt (Z ist Maximalstelle, u ist zweimal stetig differenzierbar)

11



1 Finite Differenzen

wobei wie oben f(Z) < maxX,ep,) f(x). Fir das Minimum betrachte 4 =

—u, f = —f.

b) Sei? € {1,..., N} Maximalstelle von U. Falls i = 1 oder i = N, so ist

-----

Falls 2 € {2,..., N — 1}, so gilt (7 ist Maximalstelle)

Uin < U
Uiqn < Ui
Daraus folgt
U1—-2U0;4U;;1 <0 = _nﬁQ(Uil —2U; + U@Jrl) >0

= u; < f(),

wobei wie oben f(z;) < max;—;__n f(;).

Fiir das Minimum betrachte U = —U, f = — .

Folgerung 1.7. Das lineare Gleichungssystem zu (Py) ist stets eindeutig losbar.

Beweis. Das lineare Gleichungssystem ist eindeutig losbar genau dann, wenn seine
Matrix regulédr ist. Die Matrix ist regular, wenn das homogene Gleichungssystem
(mit rechter Seite Null) nur die Lésung U = 0 hat.

Betrachten wir also das homogene Gleichungssystem d. h. fir alle ¢ = 1,..., N ist
f(z;) = 0. Es gilt also

Ly

Nach dem Maximumprinzip folgt dann

0< min U; < max U; <0,
i=1,..,.N i=1,..,N

dh. U;=0firalle:i=1,..., N. m

Kommen wir nun zur zweiten Frage. Dazu benotigen wir vorweg einige Definitionen,
die uns viel Schreibarbeit sparen werden.

12



1.2 Konvergenztheorie fiir Differenzenverfahren

Definition 1.8 (Diskreter Differentialoperator).
Sei Q= (0,L) und u : Q — R. Wir schreiben

LPu(z) == —pu’(z) + u(z).
Sei weiter N € N, h = ﬁ und
Qp={x;=@G—-1h|i=1,...,N}
bezeichne die Menge der Gitterpunkte. Dann heifst qu Q= R,

g

(L) (2) =~

(u(mi—1) — 2u(x;) + w(zigr)) + u(z;),

diskreter Differentialoperator zu L?. Analog schreiben wir fir U € RN

(LQU)Z = —hﬂQ (Ui—l — 2Uz aF Ui+1> aF Uz

Mit diesen Bezeichnungen konnen wir nun den Begriff der Konsistenz definieren.
Dies bezeichnet die Approximationsqualitdt der Ableitungen durch den gewéhlten
Diskretisierungsansatz.

Satz 1.9 (Konsistenz). Sei u auf Q viermal stetig differenzierbar. Dann gilt

max |Lou(z;) - (LFu)(z;)| < Ch?

i=2,.,N

(mit einer Konstanten C' unabhdngig von h). Ein solches Verfahren heifst konsistent
der Ordnung 2.

Beweis.
| = Bu” () + ulw:) — (Lyu)(@:)| = B —u"(w:) + };(U(fvm) — 2u(z;) + u(wis1)]
= BO(n?)
< BCH.

Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus den Uberlegungen anhand des Satzes von
Taylor, die wir in Abschnitt 1.1 angestellt haben. O

Satz 1.10 (Stabilitat, stetige Abhéangigkeit von der rechten Seite).
Sei U € RN Lisung von (By,). Dann gilt

i:rrlL%?leUil < Ci:mL%;;N | f (z3)]

(mit einer Konstanten C' unabhdngig von h). Ein solches Verfahren heifst stabil.

13



1 Finite Differenzen

Beweis. Aus dem Maximumprinzip folgt

.maXNUi < ;IIllaXNf(J?i),

i=1,..., 1=1,...,
Ty U= o iy J).
Also erhalten wir
Jax |U;| = max{ max U;,— min Ui}
< rnaX{Z. max, flx:), — Jin f(x:)}

]

Aus diesen beiden Eigenschaften kénnen wir nun die Konvergenz des Verfahrens her-
leiten. Ein wichtiger Merksatz ist

‘Konsistenz + Stabilitat = Konvergenz‘

Satz 1.11 (Konvergenz). Sei u Lésung von (P) und viermal stetig differenzierbar,
sei U Losung von (Py). Dann gilt

‘max_|u(z;) — U;| < Ch>.
1, ,N

i=1,...,

Fin solches Verfahren heifst konvergent zweiter Ordnung.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass der Fehler e : Q, — R, e(z;) := U; — u(x;) eine
Variante des diskreten Problems (P,) mit einer speziellen rechten Seite erfiillt:

(Lpe)(wi) = (LRU); — (Lyu)(z;)
= f(z:) — (Lyu)(z:)
= — " () + u(x;) — (Lyu) ()
= (LPu)(z;) — (Lou)(z;) = r(x;) Firi=2,...N —1.

Setzt man zusdtzlich r(x;) := r(zy) := 0, so 16st e tatséchlich das Problem (P,) mit
r anstelle von f. Da unser Verfahren stabil ist, wissen wir also

max le(x;)] < Ci:IIIlaXN ()]

Thyeetyo o ey

und aus der Konsistenz erhalten wir firi =2,... N — 1
r(z;)| < Ch.

An den Randpunkten gilt dies sowieso, da r dort gleich Null ist. Zusammen folgt
somit

max_|e(x;)| < Ch?

=1,.,N

]

Dabei verwenden wir die Bezeichnung C' fiir alle von A unabhéngigen Konstanten und
verzichten auf eine Unterscheidung.

14



1.3 FEin zweidimensionales Beispiel

1.3 Ein zweidimensionales Beispiel

Als Beispiel betrachten wir das Entrauschen von Luftbildern. Dabei interpretieren
wir ein quadratisches Graustufen-Bild als kontinuierliche Funktion

f:Q—=1[0,1 mit Q=(0,1)>%Q=1]0,1)%.

Dabei interpretieren wir beispielsweise den Wert 0 als schwarz und den Wert 1 als
weif.
Wir setzen wieder an

Elu) = [ 8IVule,y)l + (u(z,y) = fa.))* do dy
und wollen wie im eindimensionalen

d
%E[u + tv] ‘t:() =0

fiir alle differenzierbaren v mit v = 0 auf 92 berechnen.

Bemerkung: Im Folgenden verwenden wir stets |-| fur die euklidische Norm im R".
Die Schreibweise ||| ist fir Normen auf Funktionenrdumen (vgl. Definition 1.17)
reserviert.

Zunéchst erinnern wir uns an einige Definitionen und Resultate aus der Analysis.
Dazu sei im Folgenden u : R? — R stetig differenzierbare Funktion und F : R? — R?
stetig differenzierbares Vektorfeld.

Notation 1.12 (Gradient, Divergenz, Laplace). Wir bezeichnen den Gradienten von

u mat
Oyu\ -
<8yu> =: Vu := grad u.

Wir unterscheiden insbesondere nicht zwischen Vu und grad u.
Die Divergenz von F' ist gegeben durch

0. F1 + 0y Fy =: divF.
Schlieflich schreiben wir

Au := divVu = Oppu + Oyyu.

Satz 1.13 (Satz von GauB). Sei Q eine offene und beschrinkte Teilmenge von R?
mat stickweise glattem Rand. Dann gilt

/ divF = F-v,
Q i)

wobei v duflere Normale an §) ist.

15



1 Finite Differenzen

Lemma 1.14 (Produktregel). Es ist div(uF) = Vu - F + u(divF).

Beweis.

2 2
div(uF') Z@xl (WF); =Y 0y, (uF;) =Y (Op,u + F; + udy, F)
i=1 i=1

2
= ZF@mZu—i— uY 0y Fy =F -Vu+u(divF).

=1 =1

O
Satz 1.15 (Partielle Integration). Es gilt
/VU-F:—/u(divF)+/ uF - v.
Q Q o9
Beweis. Nach Satz von Gaufl und der Rechenregel ist
/Vu-F—i—/ u(divF') :/div(uF):/ uF - v.
Q Q Q 00
O

Folgerung 1.16. Ersetzen wir F' durch Vv, so erhalten wir

/QVwVv:—/Qu(Av)—ir/aQqu-u

Definition 1.17 (L?(2)). Wir definieren durch

(U, w) 2(q) = /Qu cw
das L?-Skalarprodukt. Man rechnet leicht nach, dass (-,-) symmetrisch, bilinear und

positiv definit ist und damit ein Skalarprodukt. Mit diesem Skalarprodukt erhdlt man
eine Norm, die L?>-Norm

2
”UHL2(Q) = (u, u) 2 ) = /Qu2 dzx.

Schliefflich bezeichnen wir die Menge aller quadratintegrierbaren Funktionen mit

L2(Q),
L*(Q) = {u ‘ /Qu2 dz < oo} = {u ‘ [ull f2(q) < oo}.

L*(Q) ist ein Vektorraum.

16



1.3 FEin zweidimensionales Beispiel

Bemerkung 1.18. Mit Hilfe des L*-Skalarprodukts lisst sich die partielle Integration
schreiben als
(Vu, F>L2(Q) = (u, —diVF>L2(Q).

Vergleichen wir dies mit dem Standardskalarprodukt auf R™ fiir eine Matrix A und
Vektoren u und F':
<AU, F>]Rn = <U, 14tF1>]Rn7

wobei A' die transponierte Matrix ist. Es liegt nun Nahe zu sagen, dass der zu V
transponierte Operator —div ist. Dies wird uns spater dabei helfen V und div richtig
zu diskretisieren, ndamlich so dass der obige Zusammenhang gegeben ist.

Nun kénnen wir die “Richtungsableitungen” von E berechnen

dE[u—l—tv]’

_d 2 2
o —dt/QMVu—irth\ + (u+tv—f) ‘

t=0 t=0

— /925(Vu V) Vo +2uttv = fly

t=0

:26/QVu~VU+2/Q(u—f)U
:—25/9Auv+2ﬁ/aQ(Vu-y)\'zL—2/Q(f—u)v
=0

:2/(—6Au+u—f)v

Q

Damit dieses Integral fiir alle v mit v = 0 auf 02 verschwindet, muss gelten
—BAu+u=f in Q.

Wir sagen —SAu + u — f ist die erste Variation von E.
Analog zum 1D-Fall nehmen wir hier ebenfalls an, dass auf dem Rand die Werte von
w und f Ubereinstimmen sollen:

Problemstellung 1.19. Es seien Q = (0,1)2, Q = [0, 1] und 9Q = Rand von .
Ferner sei f : Q0 — R stetig. Gesucht ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
u:Q— R mit

—BAu(x,y) + ulz,y) =f(x,y) fir (z,y) € Q, (P?)
u(z,y) =f(z,y) fir (z,y) € 0.

Bemerkung 1.20. Aus dem Maximumprinzip folgt

f:Q=100,1 = u:Q—]01]

Nun approximieren wir die kontinuierliche Funktion u wiederum auf einem Gitter mit
Gitterweite h = ﬁ, dabei soll jeder Gitterpunkt einem Pixel des urspriinglichen
Bildes entsprechen.

17



1 Finite Differenzen

0 1

Wir definieren die Knoten (z;,y;) = ((i—1)h, (j—1)h) mit den Knotenwerten u(x;, ;).
Ein Bild bestehe aus N x N Pixeln und U;; entspreche dem Grauwert des Pixels (4, j).
Wie approximieren wir nun Au(x,y)? Im Kontinuierlichen ist

Au@y y) = amu(% y) + ayyu<37> y)7

also die Summe aus den zweiten Richtungsableitungen. Zur Approximation benutzen
wir die bekannte eindimensionale Approximation der Richtungsableitungen:

1

8xxu<xi7 yj) ~ 12 (U’(xi—la yj) - 2“(% ?/j) + U(l‘z‘ﬂa yj)) )
1
ayyu<xia yj) ~ ﬁ (U(SL’“ yj*l) - 2U<l’2, yj) + U(.CCi, yj+1)) .

Zusammen ergibt sich fiir den diskreten Laplace-Operator

1
Au(zi, yj) = 2 (—4u(zs, yj) + w(@iz1, y;) + u(@Tipr, y5) + (@, yi—1) + u(@i, yje)) -

Man spricht bei dieser Diskretisierung auch von dem 5-Punkte-Stern

1
1

— 1 -4 1
2

h 1

Wie im Eindimensionalen erhélt man Konsistenz der Ordnung 2.

Diese Diskretisierung ergibt wie in 1D ein lineares Gleichungssystem. Um die unbe-
kannte U € RY” als Vektor zu schreiben, muss man die N2 Pixel durchnummerieren.
Es gibt zwei weit verbreitete Varianten

e column-major order: hierbei werden nacheinander die Spalten durchnummeriert,
also u(x;,y;) ~ Uy mit k = (N(j — 1) + 1), oder

e row-major order, wobei die Zeilen durchnummeriert werden, also u(z;,y;) ~ Uy
mit k= (N(i — 1) + j).

Die erste Variante wird z.B. in MATLAB und Fortran benutzt, die zweite z.B. in C.

18



1.3 Ein zweidimensionales Beispiel

Programmieraufgabe 2. Implementieren Sie das beschriebene Finite-Differenzen
Verfahren zur Bildgldttung in MATLAB.

Als Ergebnis fiir 8 = 10~* erhalten wir

Beobachtung: Das Bild ist kaum noch verrauscht, aber “verschwommen”. Woran
liegt das?

Exkurs: Warmeleitungsgleichung
Wir betrachten das Anfangswertproblem

ou — Au =10 t>0,z € R?
u=f t=0,z € R
Dann ist u gegeben durch
ule.t) = 7 [ e p) dy.
At JRr2

Die Losung der Warmeleitungsgleichung nach einer Zeit ¢ kann man also Gauf-
Filterung der Anfangsdaten mit der Filterweite o = v/2t ansehen. Was hat dies nun
mit unserer Gleichung zu tun? Wenn wir die Zeiableitung 0; mittels Riickwértsdiffe-
renzen diskretisieren, erhalten wir
U(I7 7—) B u(m, 0)
T
<~ u(z,7) — TAu(z, 7) = u(z,0)
— u(x,7) — TAu(z,7) = f(2)

— Au(z,7) =0

und mit 7 :=

Wir kénnen also die Differentialgleichung
—BAu+u=f

interpretieren als den ersten Zeitschritt einer implizit diskretisierten Wéarmeleitungs-
gleichung. Die Losung dieser Gleichung approximiert also die Gauf-Filterung der
Eingabedaten mit der Filterweite /2.

Im obigen Beispiel entspricht dies einer Filterweite von ca. 7 Pixeln.
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1 Finite Differenzen

1.4 Totale Variation

Wir haben gesehen, dass die gewédhlte Energie dazu fiihrt, dass Bilder stark geglittet
werden. Um zu sehen, wie wir die Energie abédndern miissen, um dies zu verhindern,
schauen wir uns die Energie eines Ubergangs von 0 nach 1 mit der Breite d (in 1D)
an:

1A S
u
| -
| >
0 d
Die Funktion u ist also gegeben durch
0 <0
u(r)=qiz 0<z<d
1 xz>d

Wir interessieren uns zunéchst fiir den ersten Beitrag der Energie, also fiir [ «/(z)? da.
Da die Ableitung auflerhalb der Intervalls (0,d) verschwindet, betrachten wir nur
dieses Intervall:

/Odu'(x)2dx—/od<cll> da:—wl)Q/Odl—(dl)Q(d)—cli.

Dieser Wert wird kleiner, wenn d grof ist. Wir sehen also, dass dieser Energiebei-
trag, den wir ja zur Verringerung des Rauschens angesetzt hatten, lange Uberginge
bevorzugt und damit die Unschérfe erzeugt.

Wiirden wir statt dessen die Enegie [u/(x) dx (also ohne das Quadrat) betrachten,

so erhielten wir
d
/ o' (z) de = fdx— /
0 0 d

Die Energie des Ubergangs ist also unabhingig von der Lange des Ubergangs! Es soll-
ten also auch steile Ubergéinge und somit scharfe Kanten moglich sein. Da die Energie
nicht von der Richtung des Ubergangs abhingen darf und nicht negativ werden soll,
miussen wir noch den Betrag von u’ nehmen. Taten wir das nicht, konnte man durch
Einfiigen von zusitzlichen Ubergingen in Gegenrichtung die Energie verringern.

1.4.1 TV-1?

Wir benutzen also die neue Energie

:/Qﬁyw +(u— )2 (1.1)
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1.4 Totale Variation

Den Term [, |Vu| bezeichnet man mit Totale Variation von u, kurz TV. Der zweite
Term, [,,(u— f)?, ist die L>-Norm von u — f. Daher bezeichnet man die Energie mit
TV-L2.

Da die Betragsfunktion nicht differenzierbar, konnen wir unsere bisherige Vorgehens-
weise, namlich die erste Variation der Energie zu berechnen, nicht mehr anwenden.
Um dieses Problem zu umgehen, verwenden wir folgende Darstellung

Satz 1.21. Es gilt

/Q |Vu(x)| de = max {/Q u(z)(divp(x)) dx} :

wobei tiber alle stetig differenzierbaren Vektorfelder p : Q — R? mazimiert wird, die
punktweise mazimal Linge eins haben, |p(z)| < 1Va € Q, und die in einer Umgebung
des Randes 0S) verschwinden.

Beweis. Zunachst sehen wir mittels partieller Integration, dass

/ (divp) = / Vu - p,

da p auf dem Rand verschwindet. Wir betrachten die Gleichung nun punktweise. Falls
Vu(z) = 0, dann ist offenbar fiir alle p die Gleichung |Vu| = Vu - p erfiillt. Nehmen
wir nun also an, dass Vu(z) # 0. Es ist Vu - p < |Vul|p| (Vu und p sind in jedem
Punkt Vektoren) und es gilt Gleichheit, falls Vu und p parallel sind, d.h. p = AVu
mit A € R. Um die Beschrankung |p| < 1 einzuhalten, wéhlen wir

Vu
=+ —.
P vl
Damit erhalten wir
Vu IVu|? B
m]z)aux/g (divp) = max—/Vu p= /V ~Vul o vl —/Q\Vu|.

Durch diesen Trick kénnen wir die Energie (1.1) umschreiben in

—maxﬂ/ (divp) +/u—

lp|<1

wobei die Bedingungen an p aus dem Satz mit |p| < 1 abgekiirzt wurden.
Die Minimierungsaufgabe ist nun also

min Efu] = minmax 8 [ u(divp) + /Q(U —f)?

w v pl<1 Q

=: max min F'[u].
Ip[<1 @
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1 Finite Differenzen

Wir kénnen nun die Minimierungsaufgabe min, Flu] (fiir p fest) wie tublich durch
berechnen der ersten Variation losen:

d d
0= EF[U + tv]’tzo == /Q B(u+ tv)(divp) + (u + tv — f)Q‘tZO
= / pu(divp) + 2(u + tv — f)v’
Q t=0
= | (B(aivp) +2(u = f))v.
Als Bedingung erhalten wir also
B(divp) +2(u— f) =0 <= u= —g(divp) + f (1.2)

Einsetzen liefert

mmE = max/ B(—= dlvp) + f)(divp) +/ lep

lp|<1

:max—/ﬁ2 (divp) +/6f divp) +/ d1vp
Q

Ip|<1
2

: B 2
= max div —/ — (divp)~.
mas [ f(divp) — | - (divp)
Statt der Minimierung eines nicht differenzierbaren Funktionals haben wir also nun
die Maximierung unter Nebenbedingungen eines differenzierbaren Funktionals erhal-
ten. Hat man das Maximum p* gefunden, so erhélt man die Funktion u* durch (1.2).

Minimierung unter Ungleichungs-Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt leiten wir Optimalitdtsbedingungen fiir Minimierungen unter
Ungleichungs-Nebenbedingungen (restringierte Optimierung) her. Wir besprechen die
Theorie fiir Funktionen im R™ und iibertragen die Ergebnisse dann auf den Fall
unseres Energiefunktionals.

Erinnern wir uns zunéchst an Gleichungs-Nebenbedingungen: Zu dem Minimierungs-
problem

mIan f(p) wunter der Nebenbedingung g(p) =0
peR™

heif3t
L(p, ) = f(p) + Ag(p)

Lagrange-Funktion und A € R heifit Lagrange- Multiplikator.
Zu einer Minimalstelle p* gibt es dann stets ein \*, so dass

0=V, L(p", \") = V(') + X" Va(p"),
0= ViL(p*, X*) = g(p*).

Die zweite Gleichung gilt, da die Nebenbedingung erfiillt sein muss. Die erste Glei-
chung besagt, dass V f(p*) in die selbe Richtung wie Vg(p*) zeigt. Der Anteil von
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1.4 Totale Variation

V f(p*), der senkrecht zu Vg(p*) ist — also tangential zur durch g(p) = 0 beschriebe-
nen Niveaumenge — muss namlich Null sein.

Die selbe Funktion L(p, A) kann man auch im Fall von Ungleichungs-Nebenbedingun-
gen definieren. Wir betrachten nun zur Veranschaulichung die verschiedenen Félle,

wo das unrestringierte Minimum von f in Bezug auf die zuldssige Menge liegt:
Im Inneren Auf dem Rand Auflen

g=0

Vip)=0=-XVg(p*), VI(p')=0=-X"Vg(p*), Vf(p")=-A"Vg(p),
A" =0, A" =0, A" >0,
g(p") <0, g(p*) =0, g(p*) = 0.

Die Situation im (zweiten und) dritten Fall liegt analog zur Gleichungs-Nebenbedin-
gung, da ¢g(p*) = 0. Zusammen erhalten wir also

Vf(p*) = —-X"Vg(p*),
>0,

9(p") <0,
Ag(p*) = 0.
Nun definieren wir einige Begriffe, die wir bei der Behandung von Ungleichungs-
Nebenbedingungen bendtigen.

Definition 1.22 (Konvexe Funktion). Eine Funktion f : R™ — R heifit konvex, wenn

fOz+ (1= XNy) <Af(z) + (1= N)f(y)

fir alle z,y € R™ und alle A € [0, 1] gilt.

Lemma 1.23. Eine differenzierbare Funktion f : R™ — R ist genau dann konver,
wenn fir alle x,y € R”

flx) > fy) + Vi) (z—-y)

qgilt.

Betrachtet man fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f das entsprechende
Restglied der Taylorentwicklung, so sieht man, dass diese Ungleichung jedenfalls dann
erfillt ist, wenn die Hesse-Matrix von f positiv semidefinit ist.
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1 Finite Differenzen

Bemerkung 1.24. In 1d mit h := x — y heifst das

fly+h) = fy) + f'Wh,
der Graph der Funktion verlduft also immer oberhalb der Tangente.

Nun kommen wir zu den Optimalitdtsbedingungen.

Definition 1.25 (Optimalitatsbedingungen). Seien f : R* — R und g : R* — R
differenzierbar und konvexr. Zu dem Minimierungsproblem

Hel]%n f(p) wunter der Nebenbedingung g(p) < 0 (1.3)
p n

heifst

L(p,\) = f(p) + Ag(p)
Lagrange-Funktion und A € R heifit Lagrange-Multiplikator. Ein Punkt (p*, \*) €
R™ x R heifft KKT-Punkt (nach Karush, Kuhn und Tucker) von (1.3), wenn er die

Bedingungen
vpL(p*7 )‘*) =
)\*
9(p*)
Ag(p™) =

0
>0
<

erfillt.

Bemerkung 1.26. Die letzte Bedingung heif$t, dass in einem KKT-Punkt immer
A* = 0 oder g(p*) = 0 gilt. Im ersten Fall ist p* auch ein Minimum von f ohne
Nebenbedingung, denn L(p,0) = f(p) und daher 0 = V,L(p*,0) = Vf. Wir sagen in
diesem Fall, dass die Nebenbedingung nicht aktiv ist. Im zweiten Fall, wenn g(p*) = 0,
liegt p* also auf dem Rand des zuldssigen Gebietes. Wir sagen, die Nebenbedingung
ist aktiv.

Satz 1.27. Seien f : R" — R und g : R" — R konvex und (p*, \*) sei KKT-Punkt
von (1.3). Dann ist p* Minimalpunkt von f unter der Nebenbedingung g(p) < 0.

Beweis. Nach Voraussetzung ist
VP +AVg(p") =0 <= V[({p") = -A"Vg@p).
Sei nun p ein beliebiger zuléassiger Vektor, d.h. g(p) < 0. Da f konvex ist, gilt

f(p) = f(p") +Vf(p") - (p—p°)
= f(p") = A"Vg(p*)-(p—p").
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1.4 Totale Variation

Falls \* = 0 ist, dann gilt also f(p) > f(p*). Ist andererseits A* > 0, dann muss
g(p*) = 0 sein und da g konvex

9(p) > @JrVg(p*) (p—p")
= Vg(p_*) “(p—p") <glp) <0.

Damit erhalten wir auch im zweiten Fall f(p) > f(p*). Da dies fiir alle zulassigen p
gilt, ist p* ein Minimierer von f. O

()~ (5)

Wir berechnen den KKT-Punkt zum Minimierungsproblem

Beispiel (in 2D):
2

mit xg € R.

flz,y) =

R

Dazu setzen wir g(z,y) := 22 + y*> — 1. Dann ist g konvex und
glr,y) <0 <= 2 +y* < 1.
Die Bedingungen fiir einen KKT-Punkt sind

2(x* —x9) + 2N 2" =0

Vi y*)+ N Vg(a*,y") =0 < 2" + 2N = 0

sowie
A*>0, g(a",y*) <0, und XNg(z",y") =0.

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich
(1+A)y" =0,

und da A* > 0 muss y* = 0 sein. Die Nebenbedingung g(z*, y*) < 0 ist also dquivalent
zu |x*| < 1.

Falls die Nebenbedingung nicht aktiv ist, also A* = 0, dann folgt aus der ersten
Gleichung z* = x¢ und ((zo,0),0) ist KKT-Punkt. Hierzu muss |zo| < 1 sein. Wie
erwartet ist dies auch das Minimum des unrestringierten Minimierungsproblems.
Falls die Nebenbedingung aktiv ist, also A* > 0, dann muss g(z*,y*) = 0 sein, also
x* = +1. Wir unterscheiden

o z* = +1. Dann (1 + X*) = 2y <= X = 29— 1 und ((1,0),29 — 1) ist
KKT-Punkt falls g > 1 (wegen \* > 0).

e ¥ =—1.Dann —(14+\) =29 <= N = —z9—1und ((—1,0), —z¢ — 1) ist
KKT-Punkt falls o < —1.
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1 Finite Differenzen

Zusammen erhalten wir also fir den KKT-Punkt

((—170), —ZTo — 1) Ty < —1,

(=", 97), A") = { ((w0,0),0) 1<z <1,.
((1,0), 20 — 1) x9 > 1.
i@ f(x)
f(z)
AR T AT

Kommen wir nun zuriick zu unserem Minimierungsproblem
2

mq}nE[ —maxﬁ/ f(divp) — / P — (divp)>.

Ip|<1

Wir konnen dies leicht in ein Minimierungsproblem umschreiben:

mJnE[ = —min 6/ f(divp) —I—/ dlvp

Ip|<1

Um die KKT-Bedingungen herzuleiten, berechnen wir wieder die erste Variation:
2

= jt /Q —pBf(divp + tdivg) + i(divp + tdivq)2’

=0
=—f /Q f(divg) + ﬁ: /Q 2(divp + tdivq)(divq)’

t=0
2

- —ﬁ/Qf(divq) - é/g(divp)(divq)
zﬁfgvf-q—ﬁ;/QVdiVP-q

62
:/ <—Vdivp+6Vf) - q
Q 2

Dabei verwenden wir wieder Testfunktionen ¢, die auf dem Rand Null sind, so dass
das Randintegral bei der partiellen Integration wegfallt. Die erste Variation ist also

—pV (gdivp(x) — f(x)) )

Wenn wir die erste Variation statt des Gradienten verwenden, erhalten wir als Be-

dingung fiir einen KKT-Punkt

— BV (gdivp(ac) — f(x)) + 2\ (x)p(z) = 0. (1.4)

Anders als im Fall einer Minimierung in R™ ist der Lagrange-Multiplikator A hier

keine Zahl, sondern eine Funktion.
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1.4 Totale Variation

Lemma 1.28. Fs ist A(z) = 5 |V (§(divp(x)) — f(x))|.

2

Beweis. Wir zeigen die Aussage wieder punktweise. Falls A\(z) > 0, dann muss |p| = 1
sein. Nehmen wir den Betrag von (1.4), so erhalten wir in x

Mz) = \@)] = (M@)p(@)| = § |V (§(divp(x) — f(x))|.
Falls A(x) = 0, so ist nach (1.4) auch die rechte Seite Null. O

Einsetzen liefert

— V (§(divp(x)) — f(2)) + |V (§(divp(z)) = f(x))|p(x) = 0. (1.5)

Diese Gleichung wollen wir nun mit Hilfe einer Fixpunktiteration numerisch l6sen.

Fixpunktiterationen

Allgemein ist eine Fixpunktgleichung von der Form f(z*) = x*. Gesucht ist also
ein Fixpunkt x* von f. Man kann nun eine Gleichung in eine Fixpunktgleichung
umformulieren und dann die Fixpunktgleichung mittels einer Fixpunktiteration l6sen.
Der einfachste Fall einer Fixpunktiteration ist die Richardson-Iteration. Um ein li-
neares Gleichungssytem Ax = b zu 16sen, addiert man Null

Ar=b <— -2+ Az =b << rx=z+b— Ax

und setzt
ZEn+1 _ + h— Ax" <— :L,n—i-l — (ld . A>xn + b. (16)

Gesucht ist nun z* mit z* = (id — A)a* + b und somit Az* = b. Die Konvergenz der
Iteration (1.6) héngt von den Eigenwerten der Iterationsmatriz (id — A) ab.

Um die Iterationsmatrix zu dndern (und damit das Konvergenzverhalten), kann man
z.B.

e r/7 —x/7 (mit einer Zahl 7) statt 2 — x addieren,
e A aufteilen in A = A; + A, und die Summanden unterschiedlich behandeln.

Damit andert sich obige Rechnung zu

1x_%x+(A1+A2)x:b — v=z+7(b— (A + Ay)x)

;
und man setzt
e =" 7 (b — A"t — Agx”) ,

also

(id + 74;)2" ™ = (id — 7 A9)2™ + 7b (1.7a)
— 2" = (id 4 7A)) 7 ((id — TAy)a" + 7). (1.7b)
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1 Finite Differenzen

Die Iterationsmatrix ist nun (id + 74;) 7' (id — 7A). Um 2" zu bestimmen wiirde
man nicht (id 4+ 7A4;) invertieren, sondern das Gleichungssystem (1.7a) losen.

Bevor wir die Fixpunktiteration auf die Gleichung (1.5) anwenden, teilen wie die
Gleichung durch (£/2:

=V ((divp(x)) = 2f(x)) + |V ((divp(x)) - 2f(x))| p(x) = 0.
Dann verwenden wir punktweise die folgende Fixpunktiteration:
L (@) = 1" () + V ((divp" (2)) = 2 (2)) = [V ((divp" (@) = 3£ (@) |p"" ()

p'(z )+Tv(dlvp (z) — 5 /(@)
1—|—T‘Vdivp( —%f ))‘

— pn+1 (x) —

Der Vorteil dieser Formulierung besteht darin, dass

e der neue Wert p"*! einfach und ohne Lésen eines Gleichungssystems berechnet
werden kann,

e die Konvergenz des Verfahrens sich durch die Wahl von 7 steuern lasst und
e die Iteration fiir 7 klein genug konvergiert.

Wir stoppen die Fixpunktiteration, wenn sich p nicht mehr oder kaum noch andert,
denn wenn p"*! & p", dann ist p" (fast) ein Fixpunkt.

Ortsdiskretisierung

Wir benutzen wie in Abschnitt 1.3 ein aquidistantes zweidimensionales Gitter mit
Gitterweite h. Wie vorher Diskretisieren wir die eindimensionalen Richtungsableitun-
gen 0, und 0, durch Vorwartsdifferenzen. Fir das Entrauschen eins Bildes schien
unsere Randbedingung v = f auf 0f) nicht ideal zu sein, da sich so ein unschoner
Rand bildete. Wir verwenden diesmal die Randbedingung

Vu-v =0,

wobei v die &uflere Normale ist. Bei einem rechteckigen €2 heifit dies, dass d,u = 0 am
linken und rechten Rand und dyu = 0 am oberen und unteren Rand. Wir erhalten
also fiir die diskreten, approximierten Gradienten 9" und 85

i i i) — i Yj falls i < N
8h (;L'i’yj) — h(U(.’L’ +1ay]> u(x ,yj)) alls Z f
0 falls i = N

und
(w(xi, yj1) — u(zy,y;)) falls j < N
falls j = N

O ==

8Zu(xi,yj) = {
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1.4 Totale Variation

Das Vektorfeld p speichern wir in zwei Komponenten p™") und p®. Die Divergenz
von p erhélt man dann nach Bemerkung 1.18 durch Negieren und Transponieren der

Matrixdarstellung des Gradienten:

1
P
(div"p)(zi, y;) = { p*

SRS

( )(Iz,y]) falls i = 1
D (zi,y5) — pW(2ii1,y;) fallsl<i< N

—pW (2,1, y5) falls i = N

PP (i, 5)

falls j =1

—p(z4,y5-1)

falls j = N

Das Aufstellen der Matrizen verlauft analog zu Abschnitt 1.3. Statt spdiags zu ver-
wenden und die entsprechenden Zeilen und Spalten Null zu setzen, kann man auch

die Funktion sparse benutzen. Der Aufruf ist

S=sparse(i,j,s,n,n);

mit Vektoren i, j, s, die fiir jeden nicht-Null-Eintrag der Matrix einen Eintrag haben.
Die Matrix S ist dann eine n x n Matrix mit Sy ;&) = s(k) fir alle k. Fir den

Gradienten in x-Richtung also z.B.

Schema 1.29 (MATLAB-Code fir x-Ableitung).
rows=N*N;

nzs=2*N* (N-1) ;

row=zeros (nzs,1);

col=zeros(nzs,1);

val=zeros(nzs,1);

count=0;
for i=1:(N-1)
for j=1:N

count=count+1;
row(count)=(i-1)*N+j;
col(count)=(i-1)*N+j;
val (count)=-1/h;
count=count+1;
row(count)=(i-1)*N+j;
col(count)=i*N+j;
val (count)=1/h;
end
end
dx=sparse(row,col,val,rows,rows) ;

Achtung: Die Vektoren i, 7 und s in jedem Schritt um 1 zu verlangern wére sehr
langsam. Daher sollte unbedingt vorher mittels zeros die richtige Menge Speicher

reserviert werden.
Als Abbruchkriterium wahlen wir

max [p"* (2, ;) — p" (w1, 95)] < 0

ij

mit 6 klein.
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1 Finite Differenzen

Bemerkung 1.30. Mit der Energie aus Abschnitt 1.3 war es egal, ob die Helligkeit
eines Bildpunktes durch Werte in [0,1] oder [0,255] (wie imread es liefert) gerechnet
wurde, denn

Ew] = /Qﬂ IAVal® + (O — Af)? = )\2/96 Vul® + (u— f)>2
Dies ist nun anders, denn
E[w] = /Qﬁ IAVa| + (O — Af)? = A2/QB IVul® + (u— f)2

mit B = B/X. Man muss 3 also je nach verwendeter Skalierung anpassen.

Als Ergebnis fir 7 =7.6-1077,4=8-10"*0 = 1073,Q = [0, 1]?, h = 1/511 erhalten
wir nach ca. 60 Sekunden

Wie wir sehen, ist das Ergebnis weit weniger verschwommen als zuvor. Ein Nachteil
dieses Verfahrens ist allerdings, dass der Kontrast des Bildes verringert wird.

Bemerkung 1.31. In der Rechnung wurde ein Bild mit den Dimensionen € = [0, 1]?
angenommen. Da das Bild 512 x 512 Pizxel hat, ergibt sich ein Wert von h = 1/511.
Hierbei ist zu beachten, dass die Schrittweite T sich mit h? verdndert. Im Programm
wurde T = 0.2h? gesetzt.

Als andere Méglichkeit wiirde man h = 1 setzen, also Q = [1,512)*. Dann ist T zwar
unabhdngig von der Aufliésung des Bildes, aber dafiir muss man (8 anpassen, wenn
sich die Auflosung dndert.

Der Vorteil der ersten Variante ist also, dass man das passende [ fiir ein niedrig
aufgelostes Bild suchen kann und dann die hoher aufgeloste Variante mit demselben
B rechnen kann.

1.4.2 TV-L!

Um den Nachteil des verringerten Kontrastes zu beheben, betrachten wir folgende
weitere Anderung an der Energie

Blu] = [ 81Vul+u—fl.
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1.4 Totale Variation

Da der zweite Term der (hier nicht eingefithrten) L'-Norm von u — f entspricht,
bezeichnet man diese Energie als TV-L!.

Anders als beim TV-Term, bei dem wir eine dquivalente Formulierung gefunden hat-
ten, wihlen wir fiir den L!-Term eine Approximation:

~ 1
Blu) = [ 81Vl + o [ (wtv=p?+ [ o],

wobei ¢ sehr klein ist. Die Idee dahinter ist, dass durch das kleine ¢ der Term [, (u +
v — f)? sehr stark bestraft wird. Fiir einen Minimierer (u*,v*) der Energie erwarten
wir also u* +v* — f = 0, also |v*| = |u* — f|. Damit

- 1
Blu*, v z/gﬂ|Vu*]+2—€/QO+/Q\u*—f|:E[u*].

Um den Minimierer (u*, v*) zu finden, minimieren wir separat in » und v und iterieren:

1. Fiir v" gegeben und fest finde den Minimierer u"*! von
1
min/ B|Vu|+f/(u+vk—f)2+/ ’vk‘
u o Jo 2e Ja Q

Da der Minimierer der Gleiche bleibt, wenn wir die Zahl [ ‘vk‘ weg lassen und
die Energie mit 2¢ multiplizieren, konnen wir auch den Minimierer von

in [ BIVul+ [ (u= ) 1.8
min | §[ul+ [ (u=f) (18a)
berechnen, wobei 3 := 2¢8 und f = f — vF.

2. Fiir u"*! fest finde den Minimierer v™t! von

min/Q 218(1) — 9%+ /Q lv|, (1.8b)

wobei g = f —u"™! und wir wieder die Zahl [, 3|Vu""!| weg lassen konnten.

Um (1.8a) zu lésen, konnen wir also den TV-L?-Algorithmus aus dem vorigen Ab-
schnitt verwenden. Der zweite Teil (1.8b) lasst sich leicht 16sen.
Dazu betrachten wir das 1d Minimierungsproblem

1 2
min o— (v — g)° + |v|

und nehmen an, v* sei ein Minimierer. Dann gibt es drei Moglichkeiten

e v* < (0. Dann ist v* Minimierer von

1 9
min 2—8('0 —g)° —v,
erfillt also 1
g(v*—g)—lzo — v =g+e

und die Annahme v* < 0 ist dquivalent zu g < —e.
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1 Finite Differenzen

o V¥ = 0.

e v* > (. Dann ist v* Minimierer von

1 )
min —(v — )" +v,

erfiillt also )
g(v*—g)+1:0 = v'=g—c¢
und die Annahme v* > 0 ist dquivalent zu g > ¢.

Die Losung von (1.8b) ist also gegeben durch

g+e falls g < —¢
" =40 falls —e<g<e

g—ec fallsg>e¢
Die Iteration soll abgebrochen werden, wenn

mi?x ‘U”H(xi,yj) — v"(xi,yj)‘ < 0.

Programmieraufgabe 3.

1. Implementieren Sie das TV-L*-Verfahren zur Bildglittung in MATLAB als Funk-
tion.

2. Implementieren Sie das TV-L'-Verfahren zur Bildglittung in MATLAB und be-
nutzen Sie dabei obige Funktion.

3. Wenden Sie beide Verfahren auf das Testbild (weiffer Kreis auf schwarzem
Grund) an. Wie dndert sich das Resultat bei verschiedenen . Achten Sie auf
den Kontrast, hier die Differenz aus dunkelstem und hellstem Grauwert. Gibt

es einen Zusammenhang zwischen dem Radius des Kreises und dem Verhalten
des TV-L'-Verfahren?

4. Fiir welche Werte von T konvergiert die Iteration und wie schnell?

5. Wenden Sie beide Verfahren auf das Luftbild an.

Bemerkung: Wenn Sie das Bild auf Q = [0,1]*> und nicht auf Q = [1,#Pixel]?
skalieren, also den Gradienten mit h # 1 verwenden, kénnen Sie zuerst die kleinen
Testbilder verwenden und mit dem gleichen § dann die groflen Testbilder rechnen.
Es spart viel Rechenzeit, wenn man das letzte p aus der inneren (TV-L?) Iteration
als Startwert fiir die néchste innere Iteration verwendet.

Als Ergebnis fir 7 =7.6-1077,4=2-102,0 =103, L=1,h=1/511 und e = 1072
erhalten wir nach ca. 35 Minuten
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1.4 Totale Variation
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2 Finite Elemente

Finite Differenzen haben den Vorteil, einfach implementierbar und effizient zu sein.
Allerdings

e sind sie unflexibel bei der Approximation des Gebiets €2, falls dieses kein Recht-
eck bildet (z.B. bei Messpunkten auf einem Dreiecksgitter).

e besitzen sie nur dann eine gute Konvergenzordnung, wenn die kontinuierliche
Losung sehr glatt ist (viermal stetig differenzierbar!)

Abhilfe schafft die sogenannte Finite-Elemente-Methode.

2.1 Schwache Losungen

Wir wollen nun einen Losungsbegriff definieren, der auch dann giiltig ist, wenn u
weniger glatt ist.
Erinnern wir uns nochmal an die Herleitung der notwendigen Bedingung

—BAu+u=f
in Abschnitt 1.3. Es war
— [ 8190 + (u— £

und es sollte gelten

d
0= %E[u%—tv]‘

t=0

fiir alle stetig differenzierbaren v : Q — R mit v = 0 auf 9, also

_ d 2 2
0= dt/ﬂmthvm +(u+to— f)

t=0

B /QQB(Vquth)'VU+(U+tU_f)2”

:2/96Vu~VU+(u—f)v.

t=0

Bisher hatten wir weiter gerechnet

:2/—5Auv+(u—f)v+2/mVu-uv
:2/ — BAu+ (u— f)).
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2 Finite Elemente

Stattdessen sagen wir, dass u eine schwache Lisung von —BAu+u = f ist, wenn fiir
alle , Testfunktionen* v gilt

/QBVU'VU-F(U—]C)U:O.

Damit reicht es, wenn v einmal differenzierbar ist. Allerdings brauchen wir gar nicht,
dass u stetig differenzerbar ist, sonder nur dass

/QVU-VU

existiert. Daher definieren wir

Definition 2.1. Sei 2 C R"™ beschrdnkt, der Rand von ) sei stickweise glatt. Dann
ist C§°(82) die Menge aller beliebig oft differenzierbarer Funktionen, die in einer Um-
gebung des Randes von £ Null sind.

Wir nennen w; = O;u schwache Ableitung beziiglich x; von w auf 2, falls fir alle

w € Cy° gilt, dass
/wiwz—/uaigo.
Q Q

Bemerkung 2.2.

1. Schreiben wir w := (wy, ..., wy,), so erhalten wir

/chpz—/QuV<p Vo e C5°(Q)

oder

/Qw-<I>:—/Qu(div(I>) VD 1 Q — R” mit &; € C(Q).

2. Falls u differenzierbar ist, so ist stimmen die ubliche (,starke“) Ableitung und
die schwache Ableitung tberein: mit w := Vu erhalten wir

/Qw-(I):/QVu-(I):—/Qu(dWQD)Jr mu@-yz—/gu(dlvfb).

Beispiel 2.3. Seiu: (—1,2) — R gegeben durch

0 —1<z<0
u(r) =q1i2> 0<z<1
r—1 1<x<2 ' x

Dann ist die schwache Ableitung von u gegeben durch
0 —-1<z2<0

u(x)=<%z 0<z<l1
1 1<z<2 % z

Die schwache Ableitung von u' ist analog
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2.1 Schwache Losungen

0 —1§I§0 u”(x)
u(xz) =<1 0<xz<1
0 1<x<2 11 -z

u” besitzt keine schwache Ableitung.

Allgemein ist fur eine stetige Funktion u : [a, ¢] — R, die auf den Intervallen (a, b) und
(b, ¢) differenzierbar ist (im Punkt b jedoch nicht), die schwache Ableitung gegeben
durch

In der Tat ist
c b c
/w<p = /w<p+/bwgo
b c
= /u’gp—i—/ v
a b
b ! ¢ / b c
= —/auso—/bwsa + upl, + upl,

_ /ac ug' + u(c)&(/c_)/—u(b)gp(b) + u(b)p(b) —u(a) p(a)

~——
= —/ ',

=0 =0 =0
Dabei ist u(b) einmal als linksseitiger Grenzwert, einmal als rechtsseitiger zu verste-
hen, die bieden Werte sind also nur gleich, wenn w stetig ist.
Also ist w schwache Ableitung von u, obwohl u im Punkt b nicht differenzierbar ist.
Wir wir gesehen haben, ,sieht das Integral einzelne Punkte nicht, denn

c b c
/u:/u—l—/u
a a b

und somit ist die Festlegung w(b) = 0 beliebig und eigentlich auch iiberfliissig. Wie
in obigem Beispiel schon geschehen, werden wir die schwache Ableitung in einzelnen
Punkten nicht festlegen.

Wir wollen jetzt noch zeigen, dass die Funktion u aus Beispiel 2.3 schwache Losung
von

-1 z€(0,1)
0 sonst

—Au=f in(—-1,2) mit f(z) = {
ist. Dazu ist zu zeigen, dass

/QVuVsoz/Qfso Vi

gilt. Setzen wir die schwache Ableitung von u ein, erhalten wir

2 0 1 2
/ ul(p/ — / 0()0/ _|_ / x(p/ _|_ / 1@/
—1 -1 0 1
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2 Finite Elemente

und mittels partieller Integration im zweiten Term

=~ [ o+ loely + f

Definition 2.4 (Sobolevraum). Sei ) C R™ offen mit einem stickweise glatten Rand.
Wir bezeichnen mit H*(Q)) die Menge aller Funktionen u aus L*(Q), die in alle Rich-
tungen schwach differenzierbar sind deren schwache Ableitung in L*(QY) liegt (also
Jo(0z,u)? < 0o fiirallei=1,...,N).

Wir definieren eine Norm auf H'(Q) durch

n
2 2 2 2 2
el ) = llullz2i) + IVullza) = ullzz@) + D2 105ullz2)

= /Q <u2 + g(&riu)Z) . -

Weiter sei H3(Q) die Menge der Funktionen v € H'(Y), die beliebig gut in C5°(£2)
approximiert werden kénnen, d.h. jedem ¢ > 0 gibt es ein u. € C§°(Q2) mit
lu — us”l,Q <E.

Die Mengen H*(Q) und H(Q) sind Vektorriume.

Notation 2.5. Wir schreiben kurz ||lullyq = [[ullp2qy (Null-mal schwach differen-
zierbar) und ||ull, o == [lull g1 (qy (Ein-mal schwach differenzierbar).

Wir schauen uns nun einige Beispiele fiir Funktionen aus H'(2) an. Das wichtigste
Beispiel, namlich stetige, stiickweise differenzierbare Funktionen, haben wir schon
gesehen. In 1d lassen alle Funktionen aus H'(QQ) stetig erginzen, indem man sie ggf.
auf einer Ausnahmemenge A, die vom Integral ,nicht gesehen* wird (Jo\4 1 = Jo 1),
umdefiniert.

In hoheren Dimensionen miissen Funktionen aus H'(f2) nicht stetig erganzbar sein.
Betrachten wir z.B. die beiden Funktionen
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2.2 Approximation durch Finite Elemente

f(z) =log <log (1 + |xl|>> , g(x) = =

die im Nullpunkt eine Singularitat besitzen, sich also dort nicht stetig ergénzen lassen.
Fiir beide Funktionen kann man zeigen, dass sie schwache Ableitungen besitzen (die
aulerhalb des Ursprungs ihren klassichen Ableitungen entsprechen), aber nur die
schwache Ableitung von f liegt in L?(B;(0)). Damit ist f € H'(B;1(0)) und g ¢
H'(B(0)). Der Unterschied zwischen beiden Funktionen ist, wie schnell sie gegen
Unendlich gehen.

Schliefllich sei noch angemerkt, dass Funktionen mit einem Sprung nicht in H'(f2)
liegen.

Fiir uns wird im weiteren Verlauf nur das Beispiel der stetigen, stiickweise differen-
zierbaren Funktion relevant sein.

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun Problemstellung 1.19 wie folgt verallgemei-
nern.

Problemstellung 2.6 (Schwache Losung). Sei 2 C R™ beschrankt mit einem glatten
Rand. Sei f € L*(Q). Dann heifit u € Hi () schwache Losung von —BAu +u = f
mit Nullrandwerten, falls fir alle Testfunktionen v € H} () gilt, dass

/gzﬁVu-Vv—l-(u—f)v:O. (PY)

2.2 Approximation durch Finite Elemente

Wir kommen nun zur Approximation von schwachen Losungen. Zur besseren Veran-
schaulichung betrachten wir zunéchst den eindimensionalen Fall (n = 1). Der Definiti-
onsbereich einer Funktion u wird in Intervalle unterteilt, auf denen wir u durch affine
Funktionen approximieren. Es ergibt sich eine stiickweise affine, stetige Funktion wy, :
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2 Finite Elemente

Up

Wie koénnen wir u;, einfach darstellen?

Definition 2.7 (Hiitchenbasis in 1D). Sei 0 = 27 < z9 < -+ < xy = L. Dann
bezeichnet o;(x) diejenige stetige, stiickweise affine Funktion, fir die

o 1 fallsi=j,
pilz;) = 0ij = { 0 sonst.
gilt.
1_A_ Pi
| -
| | I >
Ti—1 Z; Ti1

Satz 2.8. Jede stetige, in Bezug auf die Gitterpunkte x1 < ... < xy stiickweise affine
Funktion uy, kann als Linearkombination aus Hitchenfunktionen dargestellt werden:

up(r) = Z: Uipi(z),

wobei U; = up(x;) zu setzen ist.

Die Funktionen {¢;} bilden eine Basis des Vektorraums der stetigen stickweise affi-
nen Funktionen. Diesen Raum bezeichnen wir mit Vi, bzw. V2 (mit Nullrandwerten,
d.h. ohne 1, pn ). Der Vektorraum V;, bzw. V) ist ein Untervektorraum von H' ([0, L])
bzw. HY([0, L]), insbesondere sind Funktionen in Vi, und V¥ schwach differenzierbar.

Nun ldsst sich das Problem (P") einfach approximieren: Wir ersetzen lediglich H] (£2)
durch V2!
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2.2 Approximation durch Finite Elemente

Gesucht ist also uj, € V), so dass

ﬁ/ Vuy, - Vuy, —|—/ UpVp = / fron Y, € V}? (2.1)
Q Q Q
Die Gleichung (2.1) ist linear in Bezug auf vy,. Es geniigt also, statt allen v, nur
v, = @; fiir e = 2,..., N — 1 zu betrachten, also

ﬁ/wh-wﬁ/um:/m i=2,.. N—1
Q Q Q

Nun kénnen wir noch u, und f; in der Basis darstellen
N-1 N—-1
up(z) = Y Uppj(x)  und  fulz) = D Fypi().
=2 =2

Damit muss fiir alle Basisfunktionen ¢;, 1 = 2,..., N — 1 gelten:

N-1 N-1 N-1

N—-1 N—-1 N—-1

— E:Uyﬂ/v%-vs@ﬂr E:Uj/%‘s@j: E:Fj/%%
—~ Q —~ " Jo — o
J J N—_—— J

= Lij = Mz’j

Wir nennen die Matrix M Massematriz und die Matrix L Steifigkeitsmatrix.
Daraus ergibt sich die Matrix-Vektor-Formulierung des Gleichungssystems:

(L+M)U=MF

Bemerkung 2.9. Wir mussten uns bei der Finite-Elemente-Diskretisierung keine
Gedanken tber die Art der Approximation des Gradienten machen. Nach Wahl der
Approzimationsfunktionen sind die Matrizen durch die Integrale fiir M;; und L;; ge-
geben, dabei kénnen die schwachen Ableitungen der Basisfunktionen exakt berechnet
werden. Die einzige Approximation findet durch die Wahl des Ansatzraumes Vi, bzuw.
V9 statt.

Berechnung der Matrizen M und L

Wir berechnen die Matrizen in 1d auf einem aquidistenten Gitter, also x; = (i — 1)h.

. 1 rre o 1 falls ¢ =7,

Fiir die Hittchenbasis gilt ¢;(x;) = d;; = 0 sonst.

Dazwischen wird affin interpoliert.

Es ergeben sich damit folgende Definitionen fiir die Funktionen und ihre Ableitungen:
0 falls * < x; 1 oder x > x;,4,

T — X

pilz) = ———— falls z € (z;_1, 24,

T 7T s € (i, Tiv1),

falls z < z;_1 oder x > x4,

falls x € (zi_1, zi],

0
1
h

1
—% falls v € (2, xit1).
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2 Finite Elemente

1L Pi Pi+1
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \

L > -
I I I I >

Ty Lit+1

Da sich nur benachbarte Hiitchenfunktionen iiberlappen, sind die meisten Eintrége
der Matrizen Null. Die Nicht-Null-Eintrage fiir die Massematrix sind

1 Ti 1 T
M;; = /((pi)2 h2/ 1(33 - iEz‘—l) dr + h2/ H(ZL‘Z‘_H — $)2 dx
1 1 T=T4 1 1 T=Ti41
el R -1 Rl
11 1 1 2
- e
ZERRE AN 3
]_ Ti+1
My = /%%H h7/ (i1 — ) (x — 2;) dx
part. Int. 1 Tit1 1 9 1 1 T=Tit1
= B S R EC e
=0
1 rzivr 1 1771 T=Tit1
- ﬁ/. 5@—%%: Lo,
_ 3 _
= ﬁéh *h = M

also hat die (N — 2) x (N — 2)-Matrix M die Gestalt

Fir die Steifigkeitsmatrix erhalten wir

Ly = ﬁ/(% /21h2+ /W( )

B 1 28
—ﬁh +Bhs =

Tiq1 1 1
Lijy1 = 5/%%+1 , <_h) <h>

= fBh <_h2> = —f = L1
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2.3 Randwerte

somit hat die (N —2) x (N — 2)-Matrix L die Gestalt

Bemerkung 2.10. Multipliziert man die Steifigkeitsmatriz mit %, so erhalten wir

genau die selbe Matriz, die wir auch bei der Finite-Differenzen-Diskretisierung des
Laplace-Operators erhalten haben. Die Massematriz unterscheidet sich jedoch (auch
nach Multiplikation mit %) von der Matriz, die an dieser Stelle bei Finiten Differenzen
auftrat — der Finheitsmatrix.

2.3 Randwerte

Bisher haben wir implizit Null-Randwerte durch Wahl der Raume H}(Q) bzw. V}?
vorgeschrieben, also

—BAu+u=f in
u =0 auf 02

Wir wollen aber (zunéchst)

—BAu+u=f in
u=f auf 02

Dazu fiuhren wir das Problem auf ein Problem mit Nullrandwerten zuriick: wir setzen
w :=u — f. Mit dieser Definition erhalten wir w = 0 auf 02 und

—BAw+w = —pPAu+BAf+u—f
= —pAu+u— f+LAf.

=0

Wir erhalten also ein aquivalentes Problem mit Nullrandwerten:

—BAw+w = PAf inQ
w = 0 auf 9.

In der schwachen Formulierung erhalten wir (falls f € H'()) aus

/QBVU'VU—F(u—f)v:O
mit uw = w + f die Gleichung

/QBVw-Vv—l—wv—i—BVﬂVv:O,
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2 Finite Elemente

d.h. nach der Diskretisierung
LW+ MW+ LF=0.

Die (Approximation an die) Funktion w erhédlt man nach Definition von w durch
u=w+ f.

Wir hatten aber gesehen, dass zumindest fiir die Bildglattung Nullrandwerte nicht
unbedingt ideal sind. Daher betrachten wir wie in Abschnitt 1.4 die Randwerte

Vu-v=0.

Diese erhélt man, indem man das Problem (P¥) mit H'(Q) statt H} () betrachtet:
Gesucht wird eine Funktion u € H'(Q), so dass fiir alle v € H'(2)

/BVU-VU—I—(u—f)v:O
)
gilt. Falls u zweimal differenzierbar ist, erhélt man mit Hilfe des Satzes von Gaufl
/ —5Auv+(u—f)v+6/ Vu-vv=0.
Q o9

Verwendet man Testfunktionen v mit Nullrandwerten (diese sind zuldssig da Hj(Q) C
H'(2)), so ergibt sich wie bisher

—BAu+u=f.
Daher ist
Vu-vo=20
o0
fur alle v, also
Vu-v=0.

Dies nennt man natirliche Randwerte. In der schwachen Formulierung unterscheiden
sich natiirliche von Null-Randwerten nur durch Verwendung von H'(Q) statt H} ().
Analog verwendet man in der Diskretisierung V}, statt V2.

Im eindimensionalen Fall betrachten wir die folgenden Raume:

VY =span{p;|i =2,...,N — 1} Vi, =span{p;|i=1,...,N}

A
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2.4 Finite Elemente auf Dreiecksgittern

Die rechte Abbildung enthélt zusédtzlich die ,,abgeschnittenen“ Basisfunktionen zu
den Randknoten.

Die entstehenden Masse- und Steifigkeitsmatrizen sind N x N-Matrizen. Die Struktur
entspricht den Matrizen fiir Nullrandwerte bis auf den linken oberen und den rechten
unteren Eintrag. Bei den Integralen [, v1¢1, [o V1-V; und den analogen Integralen
von @y wird jeweils nur iiber ,halbe“ Basisfunktionen integriert, so dass sich dort
auch jeweils der halbe Wert ergibt. Wir erhalten also

2 1 0 1 -1 0
5 1 4 1 -1 2 -1
M= — , Lzé
6 h
1 4 1 -1 2 -1
0 1 2 0 -1 1

2.4 Finite Elemente auf Dreiecksgittern

Als Beispiel wollen wir die Generalisierung von DHM (digitalen Hohenmodellen) be-
trachten. Hier besteht die Aufgabe darin, die grobskaligen bzw. die ,,wichtigen“ Ge-
landeeigenschaften zu finden. Dazu betrachten wir Dreiecksgitter in den Ebenen (z.B.
GauB3-Kriiger-Koordinaten) und der Funktionswert u stellt die Hohe des Gitterpunk-
tes dar. Dies fithrt auf die bekannte partielle Differentialgleichung

—BAu+u=f in €,
Vu-v=20 auf 0f).

Definition 2.11. Fine Triangulierung eines polygonalen Gebietes €2y, ist eine Unter-
teilung von €, in Dreiecke, wobei gilt

e ganz §, wird tberdeckt

o zwei Dreiecke schneiden sich entweder gar-
nicht, in einem Punkt, oder einer kompletten
Kante, es gibt also keine ,hingenden® Knoten

o die Winkel sind nicht ,zu spitz“

Eine derartige Triangulierung hat beispielsweise die Form:
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2 Finite Elemente

Um eine Triangulierung im Rechner zu implementieren, speichert man ihre Punkte
und Dreiecke ab. Nehmen wir als Beispiel das einfache Gitter

T3 Ty
T €2
Liste von Punkten: Liste von Dreiecken:
Ty = (070) T, = ($17332,$4)
Lo = (170) T2 - (x47'r37x1)
T3 = (O, 1)
Ty = (1, 1)

Dabei ist es sinnvoll, eine Konvention fir die Orientierung der Dreiecke zu haben,
z.B. gegen den Uhrzeigersinn.

In eine Datei schreib man tblicherweise zunachst die Anzahl der Punkte und die
Anzahl der Dreiecke und listet diese dann auf:

4 2
0 0
1 0
0 1
1 1
1 2 4
4 3 1
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2.5 Assemblierung der Matrizen

Auch in 2d definieren wir wieder eine Basis fiir stetige, stickweise affine Funktionen:

Definition 2.12. Zu einer Triangulierung wie oben bezeichnet ; die stetige stick-
weise affine Funktion, fir die am Knoten x; gilt:

1 firi=j
pil@;) = 0y = { 0 sonst.

Analog zum 1d-Fall bezeichnen wir mit Vj, den von diesen Funktionen aufgespannten

Vektorraum und setzen V)2 := span {gpl(:v) x; liegt im Inneren von Cy ¢.

Wie in 1d gilt

2.5 Assemblierung der Matrizen

Um den (7, j)-ten Eintrag der Massematrix (und analog der Steifigkeitsmatrix) zu
ermitteln, berechnen wir [, p;¢; nicht direkt fiir das gesamte €2, sondern werten das

Integral
/T PiPj

fir jedes einzelne Dreieck T' und fiir alle ¢;, ¢;, die auf diesem Dreieck nicht Null
sind, aus.

Hierbei wissen wir genau, welche ¢; auf dem Dreieck 7" nicht Null sind: diejenigen,
die zu einer Ecke des Dreiecks gehoren. Fir T' = (x,, xp, x..) sind waren das also i, j €
{a,b,c}. Dies fithrt zu 3 x 3-Kombinationen, die auf die entsprechenden Stellen der
Matrix verteilt werden, dabei addiert man die Beitrége aus allen beteiligten Dreiecken
auf.
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2 Finite Elemente

d b
a b c “ ¢
a a A N
b — >
c
¢ + -
c d a
d
c
d —_—
a
b

Zunachst ein Wort zur Notation: Um die Menge an Bezeichnungen iibersichtlich zu
halten, sind wir im Folgenden etwas ungenau. Wir unterscheiden nicht explizit zwi-
schen

e lokalen (1,2, 3) und globalen (1,..., N) Kantennummern,

e der Punktemenge, aus der eine Seite besteht und dem zugehorigen Kantenvek-
tor.

Die Bedeutung ergibt sich jeweils aus dem Kontext.

Steifigkeitsmatrix

Die Steifigkeitamatrix ist einfacher, denn V; und Vy; sind konstante Vektoren auf
T, also

/TWZ' Vi; = |T|V: - Vg,
Zur Berechnung dieses Skalarprodukts wollen wir die Formel
v-w = |v||w|cos(<(v, w))

verwenden. Hierfiir miissen wir die Betréage der Gradienten berechnen:
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2.5 Assemblierung der Matrizen

i(@i) — pi(bi 1
|V<pz-|:|¢( ) —wi(bi)| _

p; = const |x2 - bi| hi
v =0
Daher
[vel =11l
p! VA= h?’
11
/TV% -V, =T h—zh—] cos(fij)-
Um cos 3;; zu berechnen, betrachten wir
€T
@ a
Ty .m
Zj
so dass wir cos(f3;;) = cos(180° — ;) = — cos(ey;) erhalten. Letzteres konnen wir

nun einfach aus den Seitenvektoren bestimmen. Wir bezeichnen mit s; := x;,9 — 2;41
(und der Konvention, dass die Punkte entgegen des Uhrzeigersinns durchnummeriert
sind, Indizes jeweils modulo 3) die Seite gegeniiber von x;. Damit ist
—si - 55 = || |s;] cos(<t(=si,55)) = [si] |s;] cos(ai;) = cos(ay;) = Tl
il 15j
Wir brauchen nun noch die Flache des Dreiecks und die Lénge der Hohe h;. Nach
dem Satz des Heron erhdlt man mit dem Semiperimeter s = (|s1| + |s2| + |s3])/2 die
Flache des Dreiecks durch

7] = /(s = [s]) (s = [sal) (s — |ss]).

Damit kann man dann schliellich durch ,Flache gleich Grundseite mal Hohe®“ die
Hohe berechnen:

2|7
|Sz'| '

49



2 Finite Elemente

Damit erhalten wir

Massematrix

Die Eintrége der Massematrix berechnen wir durch eine numerische Quadraturformel,
die auf den vorkommenden Funktionen den exakten Wert des Integrals liefert.

Lemma 2.13. Sei T ein Dreieck mit den Seitenmitten a, b, c und p sei quadratisches
Polynom. Dann gilt

[ pta) dz = Elp(a) +p(6) + 510) 22)

Beweis. Zunachst zeigen wir das Lemma fiir das Einheitsdreieck T. Es reicht, die
Aussage fiir die Basis {1, z,y, vy, 2, y*} der quadratischen Polynome zu zeigen. Aus
Symmetriegriinden geniigt es, die Funktionen {1, x, zy, z?} zu betrachten. Es gilt

e p(z,y) =1

\
—_
(oW
S
|

N [—=
OJ‘M\»—A
—
+
—_

+
N
<<

e p(z,y) =

1 1 1 1
1— = (1—-14+2)=">
2[ y+3y] ;- 1+3) =5
1 1 1 1
2 - -y — =
3(O+2+2) 6 v
o p(z,y) =zy

1 rl—y 11 9 1 1 9 3
/mydm:// xydxdy:/f(l—y)ydy:—/y—Qy +y° dy
T o Jo 0o 2 2 Jo

1[12_23+15}11(1_2+1)1 6-8+3 1
oY T3 TV, Taela T 3T T 12 21
2010+ =Ly

3 TRV
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2.5 Assemblierung der Matrizen

e p(z,y) = 2?

1 -y 1]
/xdez/ / a:dedy:/ —(1—19)dy
T 0o Jo 03

=;/011—3y+3y2—y3dy=;[y—;)y2+y3—iy4;
1
LRSS
Wir haben also gezeigt, dass
_ 1
[ p(@) dz = L (p(a) +p() + ple).

Wir kénnen ein beliebiges Dreieck T" mit einer affinen Abbildung auf das Einheits-
dreieck 7" abbilden. Aufgrund des Transformationssatzes wissen wir, dass das Integral
dabei genau wie die rechte Seite mit der Flachendnderung skaliert. Da eine affine Ab-
bildung Seitenmitten auf Seitenmitten abbildet und p nach der Transformation ein
quadratisches Polynom bleibt, gilt die Formel auch auf 7T O

Wie sehen nun die Eintriage der (lokalen) Massenmatrix aus? Die Basisfunktionen hat
in der Mitte einer Seite den Wert 0, in den beiden anderen der Wert % Mit Lemma

2.13 erhalten wir
T (A (A 6 )

T L
/T%%‘Zﬁ fiir i # j
Fur die lokale Massenmatrix erhalten wir also

2 1 1
T
MT:|12‘121

112

Bemerkung 2.14 (Mass lumping). Finfacher, aber ungenauer ist die Quadraturfor-
mel

[pte) = o) + ) + (),

wobei x; die Ecken des Dreiecks sind. Sie ist nur fir affine p exakt. Der Vorteil ist,
dass wegen ;(x;) = 6;;

o T
T%% ~ (1+0+0)
T

3
/TW ~ 3’(o+0+0) falls i # j.
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2 Finite Elemente

Damit ist die lokale Massematriz

1 00

T
MT:‘B‘ 010
0 01

und so ist auch die Massematriz M eine Diagonalmatriz (und damit sehr effizient in
der Handhabung). Man bezeichnet diesen Ansatz als ,Jumped masses”.

Assemblierung von Matrizen in MATLAB

In MATLAB kann man das eigentliche Assemblieren dem Aufruf L = sparse ( I, J,
V ) ; iiberlassen, wenn man die Vektoren I, J und V nacheinander mit den 9 Beitrédgen
jedes einzelnen Dreiecks fiillt. Beim Aufruf von sparse werden dann alle Werte, die
zu mehrfach auftretenden Indexpaaren (i, j) gehoren, automatisch aufaddiert.

2.6 Randwerte

Natiirliche Randwerte

Wie schon in 1d wird fiir Randknoten nur der innere Teil der Hiitchenfunktion be-
trachtet. Wenn man die Matrix wie oben beschrieben dreicksweise assembliert, ge-
schieht dies automatisch: Es werden fiir alle Dreiecke im Gebiet die auf dem jeweiligen
Dreieck lebenden Teile der Basisfunktionen integriert.

Null-Randwerte

Um Nullrandwerte zu erhalten, betrachten wir wieder den Raum V¥, d.h. nur dieje-
nigen Ansatzfunktionen, die zu inneren Knoten gehoéren. Unbekannte sind also nur
diejenigen Knoten, die nicht auf dem Rand liegen. Beim Assemblieren beider Matrizen
auf einem Dreieck verwendet man nur die Nicht-Rand-Knoten.

Schwierigkeit: die Nummern der Randknoten sind tiber die Liste der Knoten verteilt.
Um dies zu umgehen, gibt es zwei Moglichkeiten.
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2.6 Randwerte

e eine Umnummerierung der Knoten

e 7Zu Randknoten werden nur Beitrage auf die entsprechende Diagonale in der
Matrix addiert, alle anderen Assemblierungsbeitriage werden ignoriert. Ebenso
werden keine Beitrage zur rechten Seite assembliert. Dies fiihrt dazu, dass fiir
einen Randknoten ¢ alle Eintrége der i-ten Zeile und i-ten Spalte 0 sind, ausge-
nommen dem Diagonalelement (welches z.B. 1 ist). Im Vektor f auf der rechten
Seite ist der zugehorigen Eintrag ebenfalls 0. (Statt ,,1“ ist auf der Diagonalen
jeder nicht-Null-Eintrag moglich.)

t— [0 - 0

O— O R O— O« .

Dies ergibt dann u; = 0 ohne jede Kopplung an andere Freiheitsgrade.

Alternativ: Eine normale Assemblierung (fiir natiirliche Randwerte) durchfiih-
ren, anschliefend fiir Randknoten ¢ die Zeile ¢ und Spalte ¢ auf Null, den Diago-
naleintrag auf 1 setzen (ergibt dieselbe Matrix) und den Eintrag ¢ der rechten
Seite ebenfalls Null setzen. Wir haben allerdings schon bemerkt, dass das Null-
setzen von Zeilen langsam sein kann.

Nicht-Null-Randwerte

Genau wie in Abschnitt 2.3 wird dieser Fall auf den Fall von Nullrandwerten zuriick
gefiihrt.

Programmieraufgabe 4. Implementieren Sie das beschriebene Finite Elemente
Verfahren zur Berechnung von

—BAu+u=f in
Vu-v=0 auf 0N2.

zur Generalisierung digitaler Héhenmodelle auf Dreiecksgittern. Achten Sie auf eine
effiziente Assemblierung der Matriz.

Als Ergebnis fiir § = 5-10? (dieser Wert ist sicherlich zu groB, zerstort also zu viele
Details) erhalten wir
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2 Finite Elemente

26

x 10

5624 259 5.624 259

2.7 Ein wenig Konvergenztheorie

Wir brauchen in diesem Abschnitt mehrfach den

Satz 2.15 (Satz von Holder). Seien u,v € L*(Q2). Dann ist

| v < [y ol ey

Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir die Ungleichung
(a—b)°>0 < a®+b* —2ab>0 < ab < 1a*+ b

Damit ist

S AW g
HUHL2(Q) ”UHLQ(Q) Q Q HUHL2(Q) HU||L2(Q)

</ oo 1

~Ja?2 ||U||i2(sz) 2 ||U||i2(sz)

= 12/ u® + 12/ v?
2[Jullz2q) /2 2[[vl[z2 () 72

=1+i=1

]

Da wir die rechte Seite f durch eine Funktion f;, approximiert haben, ist es wichtig zu
wissen, dass kleine Anderungen der rechten Seite nur kleine Anderungen der Losung
nach sich ziehen.
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2.7 Ein wenig Konvergenztheorie

Satz 2.16 (Stabilitédt). Sei uy, die diskrete Losung von

—BAu+u=f in Q,
u=f auf 0N2.

Dann gibt es C > 0, so dass gilt
HuhHHl(Q) <C HthHl(Q) :
Beweis. Wir konnen den Beweis auf den Fall von Nullrandwerten zurtiickfithren. Mit

wy, = up, — fr, war wy, Losung des Problems mit Nullrandwerten (und anderer rechter
Seite). Wenn wir zeigen konnen, dass fir wy,

||wh||H1(Q) <Ci Hfh”Hl(Q) (2.3)

gilt, dann ist
el = e+ alln oy < ey + Wil < (1 1) Wl
Mit C := C} + 1 folgt dann die Aussage. Nun zu (2.3). Es galt
B/Qth-Vvh—l—/Qwhvh:—B/Qth-VUh Vop, € V.
Wahlen wir vy, := wy, so ergibt sich
5/ ‘th’2+/ wy = —5/ V fr - Vwy
Q Q Q
und daher mit 8 := min{3,1} (also § < f und § < 1)
Bllunling =8 [ [Vwnl+5 [ wi <8 [ [Vl + [ wf
=<5 [ Vi Vun <=8 [ V5i- Vu

<8 [ V£l [Van] < 81V full ey IVenl e

<p ||fh||H1(Q) ”whHHl(Q)

nach dem Satz von Holder. Teilen wir nun durch 3 |jw,|| (o) erhalten wir

B
HwhHHl(Q) < E HthHl(Q)'

SchlieBlich € := 8/ min{j, 1}. O

Wir zeigen nun, dass die Genauigkeit der numerischen Losung wesentlich davon ab-
héngt, wie gut die Losung v in V}, approximiert werden kann.
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2 Finite Elemente

Lemma 2.17 (Lemma von Céa). Sei u die exakte und uy, die numerische Losung von

—BAu+u=f in §,
u=20 auf 0S).
Dann ist
max{f, 1}

inf {Ju —wpl g q) -

e =l ey = min{f, 1} w,ev?

Dies ist die Bestapproximationseigenschaft. Bis auf eine Konstante ist die numerische
Losung so gut, wie die exakte Losung durch stiickweise affine Funktionen (auf dem
gegebenen Gitter) approximiert werden kann. Nun zum

Beweis. Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den Fall, dass f stiickweise
affin ist, also f;, = f. Da u und u; die exakte und numerische Losung sind, gilt

B/QVU}L : Vvh+/QUhUh = /vah Yoy, € V,?, (2.4)
B/QVu-Vv—l—/qu:/va Vo € HA(9Q). (2.5)

Da V2 C H'(Q) gilt (2.5) insbesondere auch fiir alle v, € V), also
6/ Vu - Vo, +/ UV, :/ fUh Yy, € Vho (26)
Q Q )
Subtrahieren wir (2.4) von (2.6), so erhalten wir

B/Q(VU — V’U,h) . Vvh + /Q(u — Uh>’l}h =0 Vvh S Vho (27)
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2.8 Adaptive Methoden

Damit ist mit einem beliebigen wy, € V}?
min{8, 1} lu — un |30 < B/Q(Vu ~ V) - (Vu — V) + /Q(u ) (u — up)
:B/ﬂV(u—uh)'V(U—wh‘th_uh)
+/Q(u—uh)(u—wh+wh—uh)

ZB/QV(u—uh)-V(u—wh)—l—/g(u—uh)(u—wh)
—l—ﬁ/QV(u—uh).V(wh—uh)—l—/g(u—uh)(wh_uh) }(2:7)0

=€V =uy,
< mae{ B, 1} (19 (0= ) gy IV = ) 2
= gy e = w0
< max{, 1} (lu — wnlZaqy + 19— un) 22 "
(e = wnlPaggy + 19 (0 = wn)[22g))
= max{8, 1} [[u — wll gy e — il g gy -
Teilen wir nun durch min{/3, 1} [|u — u || 1) erhalten wir

max{f, 1}

Hu_uhHHl(Q) = min{B, 1} Hu—whHHl(m-

Da wy, beliebig war, kénnen wir auch dasjenige wéhlen, das |[u — wp|| g1 (q) minimiert.
0

Bemerkung 2.18. Ist die Losung u glatt genug, so gilt

inf |l —wpl|grq) < Ch

wiEVS

fiir eine von u abhdngige Konstante C' > 0 und die Gitterweite h. Folglich
lu— uhHHl(Q) < Ch

fiir ein C > 0. Weiterhin kann man fir glattes u zeigen

Ju— Uh||L2(Q) < Ch%.

2.8 Adaptive Methoden

Wir haben gesehen, dass es wichtig ist, die Losung u auf dem Gitter gut approximieren
zu konnen. Dazu konnte man einfach das gesamte Gitter feiner machen. Dies treibt
aber die Anzahl der Unbekannten und damit die Rechenzeit nach oben. Es ist auch gar
nicht notig, das Gitter tiberall fein zu machen. Betrachten wir als Beispiel folgendes
u (blaue, dicke Kurve):
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2 Finite Elemente

1 | I I I I | | I I | 1 -
T L L T Ll

Schon mit relativ wenigen Gitterpunkten, die sich dort haufen wo sich u stark édndert,
kann die Kurve mit einer stiickweise affinen Funktion (rot) gut approximiert werden.
Das Problem ist natiirlich, dass wir die Losung u vor der Berechnung mit einem
gegebenen Gitter gar nicht kennen. Daher verwenden wir folgende Iteration

1. Starte mit grobem Gitter und 16se das Problem

2. Markiere mit Hilfe eines Fehlerschdtzers die Dreiecke, die verfeinert werden
miussen

3. Verfeinere die markierten Dreiecke
4. Lose das Problem auf dem neuen Gitter

5. Gehe zu 2

2.8.1 Fehlerschatzer

Als einfachen Fehlerindikator ny auf einem Dreieck verwenden wir den mit der Sei-
tenldnge gewichteten Sprung der Normalenableitung iiber die Kanten:

2 . 23: | | auh 2
nr = P i 8VZ‘ . )

wobei s; wieder die Kanten von 7" sind, |s;| deren Lénge und [OQuy,/0v;]s, ist der Sprung
der Normalenableitung Vuy, - v; =: duy,/0v; tiber die Kante s;:

[8uh] 8uh . 8uh

(m; — evy),

= lim —(m; + ev;) — lim
81/1- eNo0 aVZ' ( ) eNo (914

wobei v; die zur Kante s; gehorende Normale ist (z.B. s; um 90° gedreht) und m; ein
Punkt auf s; ist.

y
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2.8 Adaptive Methoden

In 1d entspricht dies gerade dem Sprung der Ableitung am Gitterpunkt m;.
Es gibt nun verschiedene Strategien, nach denen man Dreiecke markieren kann. Unter
anderem

e Wahle Fehlerschranke 7
Markiere T zur Verfeinerung, falls ny > n

e Wihle p € (0,1)

Markiere diejenigen p - Ny Dreiecke mit dem gréfiten np

2.8.2 Verfeinerung

Bei der Verfeinerung einer Triangulierung miissen wir darauf achten, dass das neue
Gitter

e keine hidngenden Knoten hat und
e keine zu spitzen Winkel bekommt.

Zunachst diskutieren wir elementare Verfeinerungsoperationen, d.h. Verfahren um ein
Dreieck in mehrere zu unterteilen.

e Zweiteilung, Bisektion (durch die Kantenmitte)

Ein Winkel wird halbiert, ein hdngender Knoten entsteht

e Dreiteilung

keine hangenden Knoten

—\ wiederholte Dreiteilung fiithrt jedoch zu sehr kleinen Winkeln

e Vierteilung (durch die Kantenmitten)

Winkel bleiben gleich, es entstehen jedoch hangende Knoten
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2 Finite Elemente

Keine dieser Operationen ist alleine gesehen optimal. Wir miissen uns also Verfeine-
rungsstrategien anschauen, die die obigen Operationen kombinieren. Da die wieder-
holte Dreiteilung die Winkel zwangslaufig immer weiter verkleinert, werden nur die
beiden anderen verwendet.

Wir diskutieren hier zwei weit verbreitete Strategien. Dazu seien die Dreiecke mar-
kiert, die unterteilt werden sollen (in den Bildern durch ein x dargestellt).

1. Rot-Griin-Verfeinerung

Fiir jedes markierte Dreieck
a) Vierteile das Dreieck (,rote Verfeinerung®)
b) Uberpriife alle Nachbarn des Dreiecks.

e Falls das Dreieck nicht markiert ist, beseitige hangende Knoten durch
Bisektion (,grine Verfeinerung*)

e Falls das Dreieck griin verfeinert ist, entferne die griine Verfeinerung
und verfeinere rot (incl. Nachbar-Test)

Vor einer weiteren Verfeinerung wird die griine Verfeinerung wieder entfernt.
Dadurch wird ein Dreieck stets nur einmal griin verfeinert, und nur diese Ope-
ration verschlechtert die Winkel.

2. Verfeinerung der langsten Kante (longest edge bisection)

AV

AR
&8

(die blauen Pfeile zeigen die lingste Kante an)
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2.9 Lineare Elastizitdtstheorie

a) Fir jedes markierte Dreieck teile die langste Kante

b) Fir jedes (unabhéngig von der Markierung) Dreieck, das eine geteilte Kan-
te besitzt, teile die langste Kante (falls die ldngste Kante schon geteilt war,
ist hier nichts zu tun). Wiederhole diesen Schritt so lange, bis keine neuen
Kanten mehr geteilt werden.

c¢) Erstelle neue Dreiecke

e Falls nur eine Kante geteilt ist, verbinde deren Mittelpunkt mit der
gegeniiberliegenden Ecke.

e Falls zwei Kanten geteilt sind, verbinde den Mittelpunkt der langsten
Kante mit dem Mittelpunkt der zweiten Kante sowie der gegeniiber-
liegenden Ecke.

e Falls alle drei Kanten geteilt sind, vierteile das Dreieck.

Fiir beide Verfeinerungsstrategien gilt, dass
e sie terminieren (d.h. keine Endlosschleifen)
e die Winkel nach unten beschréankt bleiben
e keine hingenden Knoten entstehen

Um die Verfeinerungsstrategien in MATLAB zu implementieren, miissen weitere In-
formationen gespeichert werden, z.B. Nachbarschaftsrelationen, Markierungen der
Dreiecke, etc.

2.9 Lineare Elastizitatstheorie

Wir betrachten in diesem Abschnitt einen (zweidimensionalen) Gegenstand auf den
Krafte wirken und zwar

e Volumenkrifte, die auf alle Teile des Gegenstandes wirken, z.B. Gravitation,
sowie

e Oberflachenkréifte, die nur auf den Rand wirken, z.B. ein Glas auf einem Tisch
oder ein Auto auf einer Briicke.
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2 Finite Elemente

Wir wollen dann berechnen, wie sich der Gegenstand verformt und welche Spannungen
auftreten.

Elastizitatstheorie (in 3d) hat Anwendungen in vielen verschiedenen Gebieten, z.B.
bei der Konstruktion von Bauteilen, Hausern, Briicken, etc. oder bei der Ausbreitung
von seismischen Wellen. In letzterem Fall miisste man allerdings die zeitabhangigen
Gleichungen betrachten.

Wir beschaftigen uns hier nur mit der linearen Theorie, gehen also von geringen
Verformungen des Gegenstandes aus.

Bemerkung 2.19. Wir sprechen von elastischer Verformung, wenn der Gegenstand
bei Nachlassen der Kraft wieder in seinen urspringlichen Zustand zurickkehrt. Bei
einer dauerhaften Verformung sprechen wir von plastischer Verformung.

Wir gehen wie folgt vor: zundchst definieren wir einige grundlegende Begriffe der
Elastizitatstheorie sowie die Energie eines elastischen Gegenstandes bei gegebener
Verformung. Diese Energie wird dann unter gegebenen Kréaften minimiert, um die
Verformung zu berechnen.

Sei also 2 C R? ein Gebiet mit Rand I', das den Gegenstand in seiner Referenzkon-
figuration, also ohne einwirkende Kréafte und frei von Spannungen zeigt.

Der Gegenstand werde durch die Deformation ¢ verformt, d.h. der Punkt x aus der
Referenzkonfiguration befindet sich nach der Verformung an der Position ¢(z).

Dabei fordern wir fiir ¢, dass
e o stetig differenzierbar,

e o injektiv (z # y = p(x) # p(y)), es gibt also keine Selbstiiberschneidung,
sowie

e det(Dy) > 0 (orientierungserhaltend)
ist. Hierbei ist
Oip1 Doy
Dy = :
4 (31902 Dap2

Beispiel 2.20. Sei Q = [—1,1]* und
o1, 72) = pr(zr,22)\ _ (am
’ 302(55175132) ' bxy |
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2.9 Lineare Elastizitdtstheorie

=11 (1,1)

(-a,b) (a,b)

(—a,~b) (a,~b)

=1,-D (1.-1)

a 0
Dgpz(o b>'

Was ist nun die Wirkung einer Deformation ¢?
Wir betrachten ein Langenstiick in €2, beschrieben durch den Pfad

c:[0,1] > Q, ct) = <Cl(t)> .

Dann ist

Die Lange von c ist gegeben durch

[1el at= [ e+ ar = [ e

Der verformte Pfad ist v(t) := ¢(c(t)) mit der Ableitung

i(t) = DA(t) = D(p(e(t)) = Diple(t))e(t).

Daher ist die Lange des verformten Pfades durch

[0l = [ a@mo = [ Deo) Dt
_ /0 1 VE()T DT D (1),

gegeben. Die Matrix Dyp? Dy heifit Verzerrungstensor (siehe auch der metrische Ten-
sor einer parametrisierten Flache) und kann als Ma8 fiir Langenédnderungen im Ma-
terial angesehen werden.
Im Fall D" Dy = id dndert sich die Linge nicht. Man kann zeigen, dass die De-
formation in diesem Fall eine Starrkorperbewegung, also eine Drehung und/oder Ve-
schiebung ist.
Wir betrachten die iiber die Starrkorpertransformation hinausgehenden Veranderung
und bezeichnen mit

V= 1(Dp" Dy —id)

die Verzerrung. Ebenso betrachten wir statt der Deformation ¢ die Verschiebung

u =@ —id.
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2 Finite Elemente

Um V mit v auszudriicken, berechnen wir Du = Dp—id <= Dy = Du+id. Damit
ist

Do’ Dy —id = (Du +id)" (Du +id) — id
= (Du” 4 id)(Du + id) — id
= Du"Du + Du” + Du +id —id
= Du” + Du+ Du” Du,
also
V = L(Du" + Du) + 1 Du" Du.

Wenn Du klein ist, dann ist der quadratische Anteil Du” Du viel kleiner als der lineare
Anteil Du und kann vernachléssigt werden. Wir betrachten im Folgenden nur den Fall
linearer Elastizitdt und definieren

Definition 2.21 (Linearisierter Verzerrungstensor). Sei u eine Verschiebung. Dann
bezeichnet

e(u) == %(DuT + Du)

den linearisierten Verzerrungstensor.

Bemerkung 2.22. ¢ ist der symmetrische Anteil der Ableitung von u:

Du =1 (Du" + Du) +% (Du" — Du) .

symmetrisch schiefsymmetrisch

Der schiefsymmetrische Teil charakterisiert die infinitesimalen Drehungen, die fiir die
Verzerrung keine Rolle spielen.

Die Flachenanderung wird nach dem Transformationssatz durch den Faktor det Dy
beschrieben. Analog zur Liangenanderung suchen wir eine Approximation fiir die Dif-
ferenz det Dy — 1, wobei 1 der Faktor einer Starrkérpertransformationen ist, unter
der Annahme dass Du klein ist.

dethp—lzdet(alul+1 Ortn )—1

8111,2 82112 +1
= (alul + 1)(62’&2 + 1) — (92u181u2 -1
= 81u1 + 82U2 + 61u182u2 — (92u181u2

~ divu
Also gibt divu ndherungsweise die Flachenanderung an.

Uns interessieren vor allem die Spannungen, die im Material auftreten. Um die im
Material auftretenden Spannungen zu quantifizieren, stellen wir uns eine durch den
elastischen Korper laufende Flache vor und untersuchen die Kraft, die auf diese Fléache
wirkt.
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2.9 Lineare Elastizitdtstheorie

\

Dazu nehmen wir an, dass der Korper entlang dieser Flache zerschneiden. Um ihn
genauso zu deformieren wie den urspriinglichen Koérper, miissen wir auf diese Flé-
che in der Regel eine Kraft ausiiben. Diese Kraft lasst sich punktweise durch den
Spannungstensor und die Normale an die Flache beschreiben:

Satz 2.23 (Spannungstensor). Sei u die Verschiebung eines (isotropen) linear-
elastischen Korpers Q zu gegebenen Volumen- und Randkriften. Die Kraft, die entlang
der gedachten Fldche vorgegeben werden muss, um die beiden Teile von €2 entspre-
chend der Verschiebung u zu deformieren, betrdgt im Punkt x

wobei v die Normale an die gedachte Fliche durch den Kérper ist. Die Matriz o(u)
ist der Spannungstensor, gegeben durch

o(u) = 2ue(u) + A(tre(u))id,

wobei tre(u) € R die Spur der Matriz e(u) ist. Dieser proportionale Zusammen-
hang zwischen Spannung und Verformung heifst auch Hookesches Gesetz. Die Lamé-
Konstanten \ und p sind materialabhdngig.

Mit obiger Formel kénnen wir also bei gegebener Verschiebung die im Material auf-
tretenden Kréfte berechnen. Unser Ziel war aber der umgekehrte Fall: wir haben auf
den Korper wirkende Krafte vorgegeben und wollen die entstehende Verschiebung
berechnen. Dazu gehen wir wie folgt vor: wir betrachten die elastische Energie ei-
nes Korpers bei gegebenen Kréften und suchen dann diejenige Verschiebung mit der
minimalen Energie.

Wir brauchen zur Formulierung noch die

Notation 2.24. Fir zwei n x n-Matrizen A und B schreiben wir (analog zum Ska-
larprodukt zweier Vektoren)

A:B= Z AZJB’L]

1) =1
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2 Finite Elemente

Ebenso wie die Linge oder Norm eines Vektors a durch |la|| = v/a-a gegeben ist,
definieren wir die Frobenius-Norm als

1Al = vVA: A= | > A

,j=1

Satz 2.25 (Elastische Energie). Die elastische Energie eines (isotropen, linear ela-
stischen) Korpers Q C R? bei gegebener Verschiebung u ist gegeben durch

A
B = 03 s~ -0
W =p [ e ew)+5 [ re@pP= [ fou=[ g-u
wobei f: Q — R? die auf den Korper wirkende Volumenkraft und g : I'y — R? die
auf das Randstick I'y C I' wirkende Fldchenkraft ist.
Zur Bedeutung der Terme:

e In der linearen Approximation ist e(u) &~ V, wobei V' ein Ma$ fiir Langenén-
derungen. Daher ,bestraft* der erste Term, [y, ||e(u)|%, Langeninderungen im
Material.

e Um den zweiten Term besser zu verstehen, bemerken wir

k k k k
= divu.

Der zweite Term ist also [|divu|| gy und misst die Volumenkontraktion.

Die beiden Terme sind nicht unabhédngig voneinander. Es gibt zwar Langenédnderun-
gen ohne Volumenkontraktion, aber nicht umgekehrt, denn

le(w)|| =0=e(u) =0=tre(u) =0.

Um das Minimum der Energie zu finden, berechnen wir wie in den vorigen Abschnitten
die erste Variation.

E(u+ tv) :u/Qg(u +tv) : e(u + tv) —i—;\/Q(divu + tdive)?
—/Qf~(u—|—tv)—/rlg-(u—|—tv).
Wegen

e(u+tv) :e(u+tv) =e(u) : e(u) + 2te(u) : e(v) + t?e(v) : e(v)

66



2.9 Lineare Elastizitdtstheorie
erhalten wir
TR ) =2u [ () =(o) A [ (@dive)(dive) — [ f
—FE(u+tv = u) :e(v ivu)(dive) — cv— x
dt ‘t:O ) Ja Q rlg
Die zu losende schwache Gleichung ist also

2;1/95(u) ce(v) + )\/Q(divu)(divv) - /Q fv— Lo 0 (2.8)

fiir alle v. Bevor wir zur Diskretisierung dieser Gleichung kommen, leiten wir noch
die starke Form der Gleichung her und rechnen ein Beispiel.

Um die starke Form herzuleiten, integrieren wir in der schwachen Form partiell. Wir
verwenden die folgende

Notation 2.26 (Zeilenweise Divergenz). Fiir eine matrizwertige Abbildung A : Q —
R?*? schreiben wir

Div A(z) := (Zl Ol Al (x))

i=1,...2

Div A(z) ist also ein Vektor, bei dem im i-ten Eintrag die Divergenz der i-ten Zeile
von A(x) steht.

Mit dieser Notation konnen wir die partielle Integration auf matrixwertige Abbildun-
gen verallgemeinern.

Lemma 2.27. Sei A matrizwertige Abbildung und v eine vektorwertige Funktion.
Dann gilt

/AIDU:—/DiVA-U+ ATy .y,
Q Q o9

wobei wie ublich v die duflere Normale an €2 ist.

Beweis.

2 2
/Q v Z 0 3050 Z 0 JU+aQ Vil

ij=1 i.j=1

_ _/ﬂ?:lvi (DivA)i—l—/QZZz:lUi (Av);

:—/DiVA-v—i- ATy v
Q o0
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2 Finite Elemente

Damit kénnen wir nun in Gleichung (2.8) partiell integrieren. Fiir den ersten Term

erhalten wir

:Dv=— [ Di . .
e(u) : Do . ive(u) - v+ aQ&:(u)v v

und der zweite Term ergibt

diva)(di :—/Vd' - / diva)v - v.
/Q( ivu) (dive) | Vdivu v+ 89( ivu)v - v
Zusammen erhalten wir also

0= /Q (—2uDive(u) — AVdivu — f) - v

+ / (2ue(u) + A(divu)id)v-v— | g-v
o0 I
fir alle v. Daher ist die starke Form der Gleichung gegeben durch
—2p Dive(u) — AVdivu = f in Q
(2ue(u) + A(divu)id) v = g auf T';
(2ue(u) + A(divu)id) v =0 auf T'g
u=20 auf I'p

Mit Hilfe des Spannungstensors lasst sich dies vereinfachen zu

—Divo(u) = f in Q
olu)yr =g auf I'y
o(u)r =0 auf Iy

u=20 auf I'p

s
% 5(u)T:DU+% QE(U)iDU:%/Qg(U):DU+%/Q€(U)
s

: Dv

Beispiel 2.28. Wir betrachten einen rechteckigen Gegenstand, Q@ = (0, L) x (0, R),

und ziehen an zwei Enden des Gegenstandes nach auflen, also

_01> auf {(O,y) ’ y € (O,R)}

_ (1]) auf {(Lo)|ve0.m)

und ohne Schwerkaft, also f = 0.
(0, R) (L, R)

A
=
=2

\
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2.9 Lineare Elastizitdtstheorie

Da nach Definition der Energie diese nicht verandert wird, wenn wir den Koérper
verschieben, missen wir ihn noch ,festhalten®, setzen also z.B. T'p := {(0,0)}. Wir
betrachten nun die Abbildung

_ (o m)\ (= b
o) = (% 5 > <y> " <b2> |
—_———
=:A
Diese erfullt (2.9a), denn

_ _ o 51 +72)
Du=A = e(u)—<é(%+72) 3 >7

also ist e(u) konstant und damit Dive(u) = 0. Ebenso ist tre(u) = a + 3 konstant
und daher Vtre(u) = 0. Nun missen wir dberprifen, ob diese Abbildung die Randbe-
dingungen erfillen kann.

Festhalten der Korpers (2.9d) liefert by = by = 0. Fir den Spannungstensor erhalten
wir

o(u) = 2ue(u) + Atre(u)id
. a ! (71 + 71) o+ ﬂ 0
_2M<§(%+%) s >+A< 0 a+6>

_ <2W +Ma+8)  pln+ ) )
i +v2) 2B+ AMa+pB))

ol

Die Randbedingungen (2.9b) liefern
2poc+ Mo+ B) _ (1
(1 +72) 0

(2%?3@@ 5)) B (8) '

Wir bekommen also die zwei Gleichungen

und (2.9¢) liefern

Cu+Na+rg=1
A+ (2u+AN)5=0

fur die beiden Unbekannten o und 3. Im Fall p = 0 haben diese Gleichungen keine
Lésung. Fiir u # 0 erhalten wir

o 20+ A B=— A
App+A) Ap(p+A)

Fiir die beiden anderen Unbekannten v, und - erhalten wir

(1 +72) =0 - Y2 = —M1-
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2 Finite Elemente

Damit erhalten wir also eine Familie von Lésungen

1 20+ X 0 x 0 -1\ [z
o gten (5 2) )0 )

Den zweiten Term kann man wie folgt interpretieren: sei @ eine Drehung um den
Winkel ~v, also

Ha.y) = (COS(W) —sin(7)> (l’) ) = <COS(7) —1  —sin(y) ) (fv)

sin(y)  cos(v) ) \y sin(y)  cos(y) =1/ \y

Fiir sehr kleine Winkel ~y ist cos(y) ~ 1 und sin(y) ~ 7 (vgl. Taylor-Reihe). Daher

= )

und so kann dieser Term als Linearisierung einer Drehung angesehen werden.
Betrachten wir die Losungen ohne Drehung, also

o gten (7 3))

so sehen wir, dass der Korper wie erwartet in x-Richtung gedehnt wird und in y-
Richtung gestaucht wird. Die Stdrke der Stauchung hdngt von X\ ab. Im Fall A = 0
wirken keine Krdfte quer zur Zugrichtung und der Korper wird in y-Richtung nicht
gestaucht.

2.9.1 Diskretisierung

Als Basis fiir den Finite-Elemente-Raum wéhlen wir die 2N Basisfunktionen vy (z),
definiert durch
wik(ﬂﬁj):dljek i,jzl,...,N,kzl,Q,

) ()

Es bietet sich an, die Steifigkeitsmatrix in vier Unter-Matrizen zu zerlegen,
Lll L12
L= ( 72t g22)>

wobei die Eintriage gegeben sind durch

wobei

L8 = 2 [ ) <) + ) [ (@ivi) dive).

Die Berechnung der Eintrage basiert auf dem Transformationssatz und der Ketten-
regel.
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2.9 Lineare Elastizitdtstheorie

Programmieraufgabe 5. Programmieren Sie einen Loser fir lineare Elastizitdt und
wenden Sie ihn auf folgende Beispiele an

1. Einem Block, an dem an beiden Seiten gezogen wird. Vergleiche Sie das Ergebnis
mat der analytischen Losung aus der Vorlesung. Bemerkung. Das Ergebnis aus
der Vorlesung erhalten Sie nur fiir A\ = 0 und diesen Dirichlet- Randwerten.
Konnen Sie erklaren warum?

2. Finem Bauteil mit und ohne Querverstrebung. Finden Sie sinnvolle Werte fiir i
und X und vergleichen Sie die Verschiebungen. Bemerkung. Versuchen Sie z.B.
A = 1600 und p = 270.

3. Erweitern Sie den Loser auf nicht-konstante Werte fiir die Volumenkraft f sowie
fur die Parameter \ und . Wenden Sie den Loser auf das Beispiel eines Hauses
(hohe Steifigkeit, grofie Masse) auf einem Hiigel (geringere Steifigkeit, niedrigere
Masse bzw. Dichte) an.

Die Ergebnisse sind fiir (2):

1 I A2 TAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA AV e R 1t - E
5 508 RN A A
TAVAVAVAVATAVAY, S S8 1 SR
0.8} 4 E 0.8} &LE ,
. X . RIS
S PN
5 KD
Q KIS
A oY
s SRR
s
L R E + E
0.6 ¥ 0.6

AVAVATAVAVAVAS

K

LR

K
SAVAYAVAT
:uu%».‘“

A

7aY
¥

4
2%
x
:
K]
3

0y

3
Kl
5
B
g X
J g
g
X
K
!

IATAVATATATAY:
a0
il

(RN

D

0

0.2

s
XK LRI RN
NAANNNANN K n O

2
o

2%

VA
RS
PRKKRIX

2 K
KRRRRISIK

avi

VATivg
ravavarsd
TAVAVAVAVAVA

ANTVAvAvLy
2
Vs

AVs
Vs

i

Ry

7a)

o
&
<5

1.5 0 0.5 1 1.5

ravavava

| VIS
1 RO
2 S Vavre vt Us,
g
g X
7 Ay R
A5 AaY K O, sOXK]
SO/ Kl R CREK]
0.8} &% : 1 08 & 1
. P 5 . ] SRR
s 5 X SRR
R K i RRRS
K] Kl 7,0
S| K ) S
RO <l 2 SR
B g RO
s v oY v SEX]
L X Rl g + vars SRR 4
Kl S . < R
X 2 K%
R Kl X KRR
& R d s
X K X K&K
Kl o AR
04} g 1 041 B K&K 1
. 3 . KA BOER
Kl NS SRR
Kl pROK] rans|
3 heSans K&K
X AR RORN!
S v o]
r | 1 r SR 1
. X . KR R
o BRERES 5
s 3
Kl B0
A AYAY

1.5 0 0.5 1 1.5

Deutlich sichtbar ist, dass bei gleicher Last die Querverstrebung zu einer viel gerin-
geren Verschiebung fiihrt.

Fiir (3) erhalten wir
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2 Finite Elemente

2.5 2.5
2 2
15} 15}
1 di
0.5} 0.5}
of of
05 0 05 1 St 05 0o 05 i

Auf Grund des weicheren Materials sinkt das Haus in den Hiigel ein.

Hinweis: Damit man iiberhaupt etwas sieht, wurden die Parameter so gewahlt, dass
die Verschiebung grof} ist. Eigentlich ist dann das lineare Modell natiirlich nicht mehr
gliltig.
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3 Randelemente

Wir betrachten folgendes Modellproblem. Sei Q@ C R", n = 2,3, beschrénkt (z.B.
Erde) und I' der Rand von Q. Wir betrachten das Gravitationspotential v : R* — R
im AuBenraum

—Au=0 inR"\Q (3.1)
und u soll klein werden, wenn |z| — oo, z.B.

lu| < c|lz||”"  fir |z] = oo,c e R.

Wir haben gegeben Vu - v, wobei v die dulere Normale an R™ \ 2 also die innere
Normale an € ist, und suchen u auf R" \ €.
Da R™\ Q nicht beschrénkt ist, konnen wir nicht wie bisher das Gebiet triangulieren.

3.1 Losung im AuBBenraum
Wir multiplizieren (3.1) mit einer Testfunktion ¢ und integrieren tiber R™ \ €2

— Aup = 0.
R\Q

Partielle Integration liefert

/ Vu-Vga—/goVu-V:O.
n\Q r

Nochmalige partielle Integration ergibt

— uAg0+/qu0-V—g0Vu~l/:0. (3.2)
R™\Q r

Idee: Wenn Ay = 0, dann bleibt nur eine Gleichung auf I' iibrig. Um diese zu

diskretisieren, benotigen wir lediglich eine Triangulierung des Randes I' statt des
Gebietes R™ \ €.

Lemma 3.1 (Fundamentallésung). Sei

1 1

S falls n = 3,
A ||z =yl

py(T)
1
y(T) = o log ||z — y|| falls n = 2.

Dann gilt fir x # vy
Apy(z) = 0.
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3 Randelemente

Beweis. Zunéchst ist ¢, (z) = @o(z — y). Es reicht also zu zeigen, dass Agy(z) =0
fiir z # 0, denn dann

Apy(r) = A(po(z — y)) = Apo(z —y) = 0.

Fir n = 2 erhalten wir

1 1 =z x
~2mVip(x) = V (logla]) = T V(jal) = T = oy
|z ol |z Jaf?
und damit
: . 1 .. —2
—2nmdivVg(z) = div xw = dex +z-V (]x\ )
x x
2 3 2 2 - x
=—+x- |2z >:—
] ( el ) fal®
R
Ebenso fiir n = 3. [

Wir wollen nun ¢ = ¢, in (3.2) wéhlen und zwar mit y € R™\ 2. Wegen der Bedingung
x # y miissen wir einen Ball B,.(y) um y aus dem Integrationsgebiet heraus schneiden.
Hierbei sei 7 so klein, dass B,.(y) C R™\ Q.
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3.1 Losung im Auflenraum

Wir erhalten also

— Aup, =0
Re@B ) Y
Vu-Vo, — / Vu-v=>0
/Rn\ﬂ\&(w T oo ¥
= — uAp, + uV, - v — e,V - v =0
RPM\Q\Br(y) S~ TUOB:(y) T'UdB-(y)
<— uwVo, - v—o,Vu-v=>0
TU9B.(y) Py Py

<:>/qu0y-1/—goqu-I/+/ uV<py-u—/ ey Vu - v =0.
r 0 OB

()
=11 =1

Br(y)

Lemma 3.2. Seien B,.(y) C R™ und v innere Normale an B,.(y). Dann gilt firr — 0

I / Vu-vdx — 0.
(1) o)

11 / uV, -vdr — uly).
(11) o Y P (y)

Fir den Beweis brauchen wir den folgenden Hilfssatz

Lemma 3.3. Sei u Lipschitz-stetig. Dann gilt fir r — 0

1

— d .
o /(,)Br(y) u(z) dz = u(y)

Beweis. Nach Voraussetzung ist

[uz) = uly)|

<L
|z —yl

Wir zeigen nun

1
2rr

/8&@) u(z) dz —u(y) — 0.

Dazu

1 1
. /837»(3;) u(z) de — u(y)‘ = - /8370@) u(z) — u(y) de

1 L
<—/ lu(z) — u(y)] dx<—/ |lr —y| dz
8B7«(y) 8B'r(

- 27r - 27r Y) ——r

1
:Lr—/ de = Lr — 0 firr — 0.
27r JoB,(y)
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3 Randelemente

Beweis von Lemma 3.2. Fir das Integral (I) erhalten wir

Vu-v
/aBr<y> o

< max |Vu-v /
= aBr(w’ | 9B, () il

1 c
_ C—/ ] ) 1
o 8Br(y)|0g(7°)! o log ()| .

= Crllog(r)] = 0 firr — 0

nach de I'Hospital. Fiir (II) erinnern wir uns, dass

1 z—y T —y

eyl

Ve, (z) = und  v(z) =

2|z —yf?

Damit

o 1 r—y x—y 1 1
Spy Y= — u 3 . —_ U—-
OB, (y) 21 JoB,(y) |v—y|* |lv—yl 27 JoB.y) |z —y

1
= — d
2rr /QB,«(y) u(x) T u(y)

nach Lemma 3.3. OJ

Damit ergibt sich fiir y € R™ \ Q
/qupy-u—goqu-uda:+u(y) =0,
r

also
u(y) = /Fgoqu v —uV, 1. (3.3)

Wir konnen also u itberall in R\ € ausrechnen, wenn wir v und Vu - v auf I" kennen!
In unserem Modellproblem kennen wir bereits Vu - v auf I', wir miissen also noch u
auf I' berechnen. Bevor wir dazu kommen, miissen wir uns kurz mit der Integration
singuldrer Funktionen beschaftigen

3.2 Exkurs: uneigentlich Integrale

Wir untersuchen zwei Typen von Integralen mit Singularitaten

3.2.1 Schwach singulare Integranden

Das Integral iiber den Integranden existiert und ist stetig.
Beispiel: f(x) = log|z|.

e Fir z > 0 haben wir f(z) = log(z), die Stammfunktion ist

FT(z) = xlog(x) —x +c.
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3.2 Exkurs: uneigentlich Integrale

e Fir z < 0 haben wir f(x) = log(—x), die Stammfunktion ist

F~(z) =zlog(—z) —x +c.

Zusammen also fiir x # 0:
F(z)=zlog|z| —z +c.

Nach de I'Hospital ist F'(z) stetig in Null:

. _ loglz| a7t
lim z log |z| = lim = lim = lim —x = 0.
z—0 z—0 g1 0 —p— z—0

Wir konnen also

fir alle Werte von a und b berechnen.

3.2.2 Stark singulare Integranden

Hier ist auch die Stammfunktion singular.
Beispiel: f(x) = z~!. Die Stammfunktion

F(z) =logl|z|+ ¢

ist in Null singulér, beispielsweise existiert also

b1 b1
/f:hm — = lim F(b) — F(e,)
0

€x e1—0 g1 T e1—0

nicht. Allerdings kénnten wir fiir a,b > 0 berechnen

b1 —e1 1 b1
/ —dx = lim (/ —dx + dx)
—a T €1,62—0 —a X eo T

= lim ([log 2[5 + [log (]2, )

€1,e2—0

= lim <10g il) — log(a) + log(b).
2

51,82—)0

Wenn wir nun einen bestimmten Grenzwert betrachten, ndmlich ¢, = 9 = ¢ wéhlen,
dann erhalten wir log(e;/e2) = log(1) = 0. Man bezeichnet den so erhaltenen Wert
als den Cauchy’schen Hauptwert und schreibt

55’ L 4z = log(b) — log(a),

—a T
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3 Randelemente

3.3 Losung auf dem Rand

Nun kommen wir zur Berechnung von u auf I". Dazu wollen wir &hnlich wie vor-
her verfahren, wahlen aber nun y € I'. Wie oben miissen wir das Integrationsgebiet
modifizieren.

Wir ersetzen den Rand T' durch T :=T'\ T? UT!, wobei
I"="rnNB.(y) und T!=09B.(y)NN.

In dem neuen Gebiet © ist nun y € R” \ Q und daher kénnen wir das Resultat (3.3)
verwenden:

u(y) = /f(,oquw—quoy v

fiir alle ¢ > 0. Wir brauchen also die Werte von Vu - v auf I'. Da wir Vu - v jedoch
nur auf I' kennen, betrachten wir den Limes fiir ¢ — 0 von

U(y):/F\Bg(y)wyvu'l/—quoy-V+A%¢qu‘y—AéuV¢y~y

@) (Ir)

Wir erhalten dhnlich zu den Rechnungen vorher fiir ¢ — 0

(I') o, Vu-v —0
I

0

(IT") /F; uVp, - v — —%u(y)
Hierbei gibt 6 € (0, 27] den Limes der Grofie des Kreisbogens I'! an. Fiir einen vollen
Kreis, also 8 = 27 erhalten wir das Ergebnis aus Lemma 3.2 zuriick. Das Vorzeichen
ist anders, da die Normale hier die &uflere Normale an B.(y) ist, in Lemma 3.2 jedoch
die innere Normale war.
Ist der Rand im Punkt y glatt, so konvergiert I'! gegen einen (kleiner werdenden)
Halbkreis, also ist 0 = 7 und der Koeffizient vor u(y) ist 3.

Damit 4
— i / Vu-v— / Vo, - ().
uly) 13%( nae T e Y V) +opu)

Da —2mp,(z) = log(|]z — y|) ist, ist das Integral von ¢, Vu - v nur schwach singular
in y, also

lim Vu-v= / Vu-v
50 Jr\Be () 7Y Y

78



3.4 Diskretisierung

Hingegen ist 27V, - v = |z — y|7! und daher ist das zweite Integral stark singulér
in y. Als Grenzwert verwenden wir den Cauchy’schen Hauptwert

lim uV, - v zjﬁ uVe, - v.
r

e=0JI\B:(y)

Zusammen also

( — 92(:7gr)> u(y) = /Fapqu 7 —y%quoy -V (3.4)

Die Losung fiir u erhalten wir also in zwei Schritten:
1. Mit (3.4) konnen wir u auf I' berechnen
2. Mit (3.3) kénnen wir dann u in ganz R™ \ © berechnen.

Wir wollen nun (3.4) numerisch l6sen.

3.4 Diskretisierung

Es sei ' eine Fliche im R? (oder eine Kurve im R?). Wir approximieren T' durch
Dreiecke (oder Geradenstticke), I', = {7;}. Fiir die Approximation von u wahlen wir
stiickweise konstante Ansatzfunktionen

1 xeT;,
Xi(z) = :
0 :z&T,

Wir setzen dann

Up = Z Uxi and  (Vu-v), =: g, = ZQiXi-

Fiir jedes Dreieck T; wahlen wir einen Punkt y; € T;. Der Punkt liege im Inneren von
T;, so also ist fur € klein genug (y;) = m. Damit erhalten wir

;Ui - /Fh Py (2) ; Qix;(x) dz —j’% Vy,(z) - V; Ujx;(z) dx
= 2. 0Q; /F X (), (x) dz — 3 ijgh X; () Ve, () - v dz
= ZQj /T ey, (z) dz — ZU]‘}éP Ve, (z) - vde

—_—— —
=:Vij =:K;j

= (VQ)i — (KU);

Also als Matrixgleichung
VQ — (K + 3id)U = 0.
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3 Randelemente

3.4.1 Berechnung der Matrixeintrage

Wir berechnen nun die Eintrage von V und K.

Fir ¢« # j hat ¢,, auf T keine Singularitat, so dass wir im 3-d-Fall eine numeri-
sche Quadratur verwenden konnen. In 2-d kénnen wir die Integrale sogar analytisch
berechnen. Mit den folgenden Bezeichnungen

konnen wir das zweidimensionale Integral iiber x durch ein eindimensionales Integral
iiber t transformieren. Nach einer Drehung und Verschiebung kénnen wir annehmen,
dass z, im Nullpunkt liegt und dass die Gerade 7,7, auf der x-Achse verlauft, also

0 l
Ty = <0> und Tp = (O) A=z — x4

Nach dem Kosinussatz ist
d* = a® +t* — 2at cos a,
wobei alle Werte aufler ¢ fir die gewahlten ¢ # j fest sind. Daher ist
2V, = /T log [ do = /Tj log d(z)~" dr — L /Tj log d(x)? da

!
_ _%/0 log(a® + t* — 2at cos(a)) dt.

Dieses Integral kann man explizit berechnen und erhalt

1 1
2nVi; = —§(l —acos(a)) log (a2 — 2al cos(a) + l2) - §alog (a2) cos(av)

_ lesce(a)

+ asin(a) tan™! (Cot(a)
a

) — asin(a) tan™*(cot(a)) +1

Fir K;; fithren wir weitere Bezeichnungen ein:
d=1x,—Y;, l=xy—2, und ~*=d%?—(a-1)>

Damit ist

a-v
_— fall =0
@t D) alls o ,

Ky=91 . Pyal il
—(d-v) |arctan [ ——— | arctan | — sonst.
g g v
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3.4 Diskretisierung

Fir 7 = j haben ¢,, und Vy,, - v eine Singularitat auf 7;. Wir betrachten zunachst

K :jé} Ve (x) - v(z) de.

und stellen fest dass in 3-d

da v L (x — ;). Auch im 2-d-Fall ist v L (z — y;) und damit verschwindet auch hier
das Integral.
Es bleibt also noch Vj;. Fur € klein genug passt B.(y;) in T;, dann ist

L) = i\ +/ i\ T
/Ti Py ( ) /Tz‘\Bs(yi) oy ( ) T;NBe(yi) o ( )

Im 3-d-Fall ist T; N B, eine Kreisscheibe und der Integrand kann analytisch berechnet
werden:

(z) dz = / d
/TiﬂBa(yi)(pyZ(m) g (Tz'*yi)ﬂBa(O)@O(x) v

= x) dz,
I

nach Verschiebung und wegen Rotationssymmetrie und weiter

€ 27 1
= / / ——dar dr
o Jo dmr

€ 2nr

= —dr

Das Integral iiber T'\ B.(y;) ist dagegen problemlos numerisch integrierbar, wobei wir
das Dreieck dafiir wieder auf ein Referenzdreieck zurtick fithren.
Im 2-d-Fall kann Vj; vollstdndig analytisch berechnet werden:

to t1 to
27V :/ log |z — ;] :/ log |¢| :/ logt—i-/ logt
T, —t 0 0
= t1(log(t1) — 1) + ta(log(ta) — 1),

wobei t; = |y; — z,| und ty = |y; — x].

81



3 Randelemente

Programmieraufgabe 6. Programmieren Sie einen Randelementeldser. Wenden Sie
thn auf das auf der Vorlesungs-Homepage gegebene Beispiel an.
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4 Finite Differenzen: Wellenfronten
in der Seismik

Wir betrachten die Ausbreitung einer Welle in einem elastischen Material. Uns inter-
essiert nur die Bewegung der Wellenfront.

4.1 Die Eikonalgleichung

Idee: Zu z € R? fiir d = 2 oder 3 sei T'(z) die (erste) Ankunftszeit der Welle im
Punkt x.

Zunéachst betrachte ein homogenes Medium.

Beobachtung: Die Niveaumengen von 7" sind parallel zueinander. Ihr Abstand (der
Weg, den die Welle zwischen zwei Zeitpunkten zuriickgelegt hat) geteilt durch die
Zeitdifferenz ist gleich der Ausbreitungsgeschwindigkeit v.

ar_
AT

Aus dieser Beobachtung folgt sofort

1
()| = -

v
In hoheren Dimensionen ist die Steigung senkrecht zur Niveaumenge gleich der Norm
des Gradienten, also

1

—

Im allgemeinen hangt v vom Material ab, ist also eine (gegebene) Funktion, die von
x abhangt.

oD/3D:|  |VT(2)| =

Problemstellung 4.1 (Eikonalgleichung). Gegeben sei eine Funktion v: Q C R —
R (die Ausbreitungsgeschwindigkeit am jeweiligen Ort) und To C Q0 (die Startfront,
2.B. das punktformige Epizentrum).

Gesucht ist eine differenzierbare Funktion T : Q0 — R mit

IVT(z)|| = U(lx) fuir alle x,

T(x)=0 fir x € Ty.
Die Front zur Zeit t ist dann

T, ={z€Q|T(z) = t}.
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4 Finite Differenzen: Wellenfronten in der Seismik

4.2 Die Fast-Marching-Methode

Ansatz: Approximiere ) durch ein kartesisches Gitter der Gitterweite h, zerlege die
Gitterpunkte in die drei Teilmengen

o fertig: Punkte, fiir die T bekannt ist;
e nah: deren Nachbarn, fiir diese ist eine obere Schranke fiir 7" bekannt;

e weit: der Rest, hier ist keine Abschétzung fiir T' bekannt.

Dabei entspricht die Abschatzung von T fiir Punkte in nah der Ankunftszeit der
Wellenfront, wenn man nur mogliche Wege der Welle beriicksichtigt, die vollstandig
durch fertig verlaufen.

In jedem Schritt wird ein neuer Punkt nach fertig verschoben. Dies ist der Punkt in
nah mit kleinster Zeit. Da fiir diesen keine kiirzeren Wege mehr hinzukommen kénnen,
ist dessen Zeitabschéatzung korrekt. Dadurch entstehen jedoch fiir die anderen Punkte
in nah neue mogliche Wege, so dass deren Zeiten ggf. verringert werden.

Berticksichtigt werden miissen nur die Nachbarn dieses Punktes, da fiir alle anderen
Punkte die Ankunftszeit zu einem spéterem Zeitpunkt noch einmal aktualisiert wird.

Start:

o fertig: Punkte x € Iy, setze T'(x) = 0.

h
v(z) "

e nah: deren Nachbarn x, setze zunéchst T'(z) =
Schritt:

e Finde den Punkt in nah mit kleinstem Wert fiir 7.
e Verschiebe diesen nach fertig und fixiere seinen Wert fir 7.
e Verschiebe dessen Nachbarn, die in weit liegen, nach nah.

o Aktualisiere Ankunftszeit fiir alle seine Nachbarn in nah.

Wie sieht der Aktualisierungsschritt aus?

Sei Ty nah und T fertig.

Ty =Tr+
Falls es zwei fertige Punkte gibt, nimmt man den mit kleinerem 7T, denn von dort
kommt die Welle zuerst an.

Falls in einer Richtung beide Nachbarn (links und rechts bzw. oben und unten) fertig
sind, nimm jeweils den mit kleinerer Zeit. Verbleibt nur ein Nachbar, verfahre wie in
1D.
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4.2 Die Fast-Marching-Methode

Verbleiben zwei Nachbarn mit Zeiten T und Ty
Falls Tx + % < Ty, setze Ty =Tx + %

Falls Ty + - < Tx, setze Ty = Ty + .
Sonst: Der Ansatz (Approximation von ||VT||)

\/(TN — TX>2 . (TN — Ty)2 1

h h oy
liefert (die andere Losung der quadratischen Gleichung ist offensichtlich nicht relevant,
da Ty dann kleiner als eine der beiden Zeiten Tx oder Ty wére)

T
N 2 v} 2

m+n¢m Ty — Ty\?

g O )

Wegen der Fallunterschiedung ist |Tx — Ty | < % und damit die Diskriminante unter
der Wurzel positiv.

Die Fast-Marching-Methode ist eine Variante des Dijkstra-Algorithmus.

In der Implementierung ist es wichtig, fiir die Menge der nahen Knoten eine geeig-
nete Datenstruktur zu verwenden, die ein effizientes Finden des kleinsten Elements
unterstiitzt (z.B. ein Heap).
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