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Blatt 6

1 Einfithrung

Mit der auf Blatt 5 eingefithrten Mehrgitter-Methode und deren Modifikationen lassen sich grofe
lineare Gleichungssysteme effizient 16sen. Das Ziel ist die numerische Berechnung einer Lésung der
Warmeleitungsgleichung, die auf Blatt 1 vorgestellt wurde. Dabei wurde zunéchst der stationére
Fall betrachtet. Auf diesem Blatt werden Verfahren zur Behandlung der zeitabhéngigen partiellen
Diffenrentialgleichung beschrieben.

2 Zeitdiskretisierung

Die folgenden Zeitdiskretisierungen basieren auf dem Verfahren der finiten Differenzen fir
eine Dimension, wie sie auf Blatt 1 eingefiihrt wurde. Zur Berechnung einer Losung kénnen
Zeit- und Ortsdiskretisierung separat voneinander behandelt werden. Das heifit, dass fiir die
Zeitschrittweite h; und einen festen Zeitpunkt t; := tg + h:k das diskretisierte stationéire
Problem gel6st wird und anschlieBend mit dem néchsten Zeitschritt ¢;41 verbunden wird. Fiir
die Warmeleitungsgleichung mit diskretisierten Zeitpunkten ergibt sich

up(tes1) — un(te)

L t
nup(ts) + »

= fh (1)

wobei Lpup(ty) die Ortsdiskretisierung zum Zeitpunkt ¢, ist. Die Randwerte g;, des Gebietes
konnen sich zu jedem Zeitpunkt ¢, dndern, also wup(tx) = gn(tx) auf 0Q. Allerdings werden sie
hier als konstant angenommen. Die unterschiedlichen Zeitdiskretisierungsverfahren werden durch
die Wahl der Zeitpunkte ¢, bestimmt. Auflerdem entspricht die Gleichung (1) einer gewohnliche
Differentialgleichung beziiglich der Zeit. Daher werden solche Verfahren angewendet, die dafiir
geeigneten sind.
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Explizites Euler-Verfahren

Dieses Verfahren entsteht durch die Verwendung von ¢, anstelle von ¢, in Gleichung (1). Dadurch
lasst sich die Gleichung zu

up(teg1) = (I — heLp)up (ty) + hefn (2)

umformen. Beim expliziten Euler-Verfahren kann durch Matrix-Vektor-Multiplikation die Losung
des neuen Zeitschrittes bestimmt werden. Daher lésst sich dieses Verfahren ohne Aufwand
implementieren und die Berechnung eines Zeitschrittes schnell bewerkstelligen. Der dadurch
entstehende Nachteil ist, dass beim Verfahren Instabilitédten bei zu grofl gewéhlter Zeitschrittweite
h; auftreten konnen.

Eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir die Stabilitit einer partiellen Diffen-
rentialgleichung ist die CFL-Bedingung (COURANT-FRIEDRICH-LEWY). Diese Bedingung stellt
den Zusammenhang zwischen Orts- und Zeitdiskretisierung dar. Hierbei wird gefordert, dass
die Diskretisierung des Orts stets feiner als die der Zeit ist.

Implizites Euler-Verfahren

Dem expliziten Euler-Verfahren steht das implizite Euler-Verfahren gegeniiber. Hierbei wird in
der Gleichung (1) fiir ¢, = txy1 gesetzt. Wird diese nach wup(tg41) aufgelost, ergibt sich

wp(ti) = (I + heLp) " (un(te) + hufr)- (3)

In diesem Fall muss ein lineares Gleichungssystem gelost werden. Dies erfordert einen wesentli-
chen hoheren Aufwand als beim expliziten Euler-Verfahren. Allerdings ergibt sich dadurch ein
stabiles Verfahren, bei dem die Zeitschrittweite h; beliebig gewéhlt werden kann.

Crank-Nicolson-Verfahren

Beim Crank-Nilcolson-Verfahren werden beide vorherigen Verfahren miteinander kombiniert.
Das heifit, dass in der Gleichung (1) der Ausdruck Lpup(ts) durch

Lhuh(tk) + Lhuh (thrl)
2

ersetzt wird. Das Verfahren bestimmt damit das Mittel der beiden Euler-Verfahren, und es
ergibt sich

h _ h
up(tpy1) = (1 + th) LI - EtLh)u(tk) + hefn).
Dieses Verfahren lésst sich als implizites Verfahren fiir den Zeitpunkt % interpretieren

und ist damit numerisch stabil. Die Methode benétigt lediglich einen etwas hoherem Aufwand
als das implizite Euler-Verfahren. Dafiir kann der Fehler in der Zeitdiskretisierung quadratisch
reduziert werden, wohingegen der Fehler bei beiden Euler-Verfahren linear reduziert wird.

Verfahren hoherer Ordnung

Die beiden vorgestellten Euler-Verfahren sind Verfahren erster Ordnung. Das Crank-Nicolson-
Verfahren ist von zweiter Ordnung. Des Weiteren ist es moglich, Verfahren héherer Ordnung zu
konstruieren. Hierbei werden weitere Zeitpunkte ¢ beriicksichtigt und mit einander gewichtet.
Die Gewichte lassen sich &hnlich den NEWTON-Codes-Formeln bestimmen und werden allgemein
in den expliziten ADAMS-BASHFORTH-Verfahren beziehungsweise impliziten ADAMS-MOULTON-
Verfahren verwendet.



3 Aufgaben

a) Implementiere das explizite Euler-Verfahren fiir Gleichung (2); verwende dazu:

- void EulerExpl(const unsigned int n, double * const u,
const double * const f, const double ht,
const unsigned int iter),
wobei h; die Zeitschrittweite ist. Der Parameter iter gibt die Anzahl der Zeitschritte
an. (Hinweis: Die Matrix-Vektor-Multiplikation kann mit Hilfe der Funktionen scal
und axpy realisiert werden.)

b) Implementiere das implizite Euler-Verfahren fir Gleichung (3) mit Hilfe der Funktionen:

- void SOR(const unsigned int n, double * const x,
const double * const b, const double omega,
const double ht, const unsigned int maxIt),
die das Gleichungssystem Az = b < (I + heLp)up(tg+1) = up(t) + he fr 16sen soll,
sowie

- void EulerImpl(const unsigned int n, double * const u,
const double * const f, const double ht,
const unsigned int iter),
wobei die Parameter denen des expliziten Fuler-Verfahrens entsprechen sollen. Das
entstehende Gleichungssystem soll mit Hilfe des Mehrgitter-Verfahrens (V-Zyklus)
mit einer Genauigkeit von 10~% geldst werden!

c) Erstelle eine Tabelle fiir iy € [135,1], n = 257 und 100 Zeitschritte, in der die bendtigte
Rechenzeit beider Verfahren verglichen wird!
die

d) Visualisiere mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens fir n = 513 und h; = WIO

zeitliche Entwicklung der Warmeleitungsgleichung vom Zeitpunkt ¢ bis ¢1go!



