Arthur Wettschereck

11. April 2012, Bonn

«O0>» «F» «E» « Q>

it
v



Definition

Elementare Operationen
Multiplikationsalgorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

@ Definition
@ Blockmatrix
@ Doppelpunkt Notation

© Elementare Operationen
@ Addition
@ Zeilen und Spaltenweise Multiplikation
@ Blockmatrixmultiplikation

© Multiplikationsalgorithmen
@ Herkdmliche Algorithmen
@ Strassenmultiplikation

@ Komplexe und transponierte Blockmatrizen

© Schurkomplement und spd-Matrizen

Arthur Wettschereck Blockmatrizen



Definition

Elementare Operationen
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Blockmatrix
Doppelpunkt Notation

Definition

Definition:

Eine Matrix, deren Zeilen und Spalten in Blocken zusammengefasst
werden, nennt man Blockmatrix. Eintrdge von Blockmatrizen werden mit
Block oder Untermatrix (Submatrix) bezeichnet.

Bezeichnung: Sei A € R™*"

All Alr m
A= :
m
Aql Aqr q
m ny

Dann gilt:
e m—+..+mg=m
em—+..+n=n
@ Block A,s hat Dimension m, X ng
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Doppelpunkt Notation

Blockmatrix
Doppelpunkt Notation

Um Blockmatrix Algorithmen beschreiben zu kdnnen, bendtigt man die
Doppelpunkt Notation. Sei A € R™*" und seien i = (i, ..., i,), sowie
Jj = (1, -, Jec) Vektoren, fiir die gilt:
1y ir €{1,2,...,m}
jla "'ajc € {1a 2» ey n}
Dann bezeichnen wir mit A(i,j) die folgende rxc Untermatrix:
A(i17.j1) e A(ilajc)
A(i,j) = : :
A(irvjl) e A(irv.jc)

Wobei gilt: A(iy, ju) = Ai,j,
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Doppelpunkt Notation

Blockmatrix
Doppelpunkt Notation

Die Doppelpunkt Notation kann benutzt werden, um A(i,j) mittels
Skalareintragen zu beschreiben. Wenn 1 < i3 < i, < m und

1< ji1 <ja < n, so beschreibt A(f1 : o, j1 : j2) die Matrix, die aus A
entsteht, wenn man nur die Zeilen i; bis i und die Spalten j; bis j,

extrahiert.
Beispiel
a5 d
A2:4,5:6) = | as ase
45 dae
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Elementare Operationen
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Addition
Zeilen und Spaltenweise Multiplikation
Blockmatrixmultiplikation

Schurkomplement und spd-Matrizen

Addition von Blockmatrizen

Blockmatrizen lassen sich genauso wie gewdhnliche Matrizen addieren,
vorrausgesetzt die Dimension der Matrizen und einzelnen Blocke ist

identisch.
Sei A wie anfangs bestimmt und

B Bir my
B = : :
Bql Bq, Mg
m n,
Dann gilt fiir die Summe C = A + B:
i Gir A1 + Bi Air + By
C= : : = : :
qu qu Aql + Bql Aqr + qu
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Lemma 1.3.1

Addition
Zeilen und Spaltenweise Multiplikation
Blockmatrixmultiplikation

Lemma (1.3.1)
Sei A € R™*P und sei B € RP*".
Ag my

mq

Dann gilt:

AB=C=

Dabei gilt: Cop = AaBs mit a € {1,. ..

m ny
n,
Clr my
Cor Mmq

,q} und B e{1,...
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Skalareintrage im Block C,3 mit denen in C in Verbindung bringen:
(Cap)ij = Crtiptj Mit:

A=mp+- -+ My

p=n+---+ng

P
Ontiyutj = 2o antikbrput
k=1

z (Aa)i(Bs)yy
= (AaBB)ij
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Addition
Zeilen und Spaltenweise Multiplikation
Blockmatrixmultiplikation

Lemma (1.3.2)
Sei A € R™*P und sei B € RP*".
A (AuA)
P1 Ps

Dann gilt:
AB=C= ) AB,
~v=1

P1

Ps
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Py =p1+- -+ Ppy1 mit7€{1,---’5+1}

P
Wissen dass: ¢j = Y ajxby
k=1

P2 P Ps+1

= > awbi+ > awby+---+ D0 aiby
k=p1+1 k=p2+1 k=ps+1

s Pry+1

=2 2 aiby

=1 k=py+1

= [A1Bi]jj + [AeBo]jj + - -+ + [AsBs];;

= gl[Av Bv]ij
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Matrixmultiplikation in der Theorie

Theorem (1.3.3)
Sei

P1 Ps
e (M
A - Ags Mmq

Wir unterteilen die Matrix C := AB wie folgt:

S
Dann gilt: Cop = > AayByp
=1

n ny
Bll 000 Bl
B — . ' " P1
le Bsr Ps
ny
Clr m
Cor Mg
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Aty
A, = LBy = (Bﬂ
Agy

S
Lemma 132 = C= )  A,B,
7=1
S
cj = (22 AyBy)j
y=1
S
= Z (A'VB'v)ij
y=1

S
= (Lemma 1.3.1) Y A, B,;
y=1

6,)
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Multiplikationsalgorithmen Zeilen und Spaltenweise Multiplikation
Komplexe und transponierte Blockmatrizen Blockmatrixmultiplikation

Schurkomplement und spd-Matrizen

Blockmatrix mal Vektor

Aus Theorem 1.3.3 folgt die Multiplikation einer Blockmatrix mit einem
Vektor. Wir werden uns nun den gaxpy y=Ax+y anschauen, wobei
AeR™" x e R" y € R™, und:

Ay

mp 1 my
A= | y=|:
Aq mq Yq mq
Dabei bezeichnet A; die i.te Blockzeile. Der Vektor m.vec = (my, ..., my)

bezeichne im Folgenden die Zeilenhohe der einzelnen Blocke.

Arthur Wettschereck Blockmatrizen



Definition
Elementare Operationen Addition
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Blockmatrix mal Vektor

Dann induziert der gaxpy

n A1 "
= et
Yq Aq Yq
den folgenden Algorithmus:
last =0
fori=1:q

first = last + 1
last = frist + m.vec(i) - 1
y(first:last) = A(first:last,:)x + y(first:last)
end
Bei jedem Schleifendurchlauf wird ein normaler, auf Skalareintragen
basierender gaxpy ausgefiihrt. Dies kann z.B. mit Algorithmus 1.1.3 oder
1.1.4 durchgefiihrt werden.
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Definition

Elementare Operationen Addition
Multiplikationsalgorithmen Zeilen und Spaltenweise Multiplikation
Komplexe und transponierte Blockmatrizen Blockmatrixmultiplikation

Schurkomplement und spd-Matrizen

Blockmatrix mal Vektor

Es ist auch moglich, die Matrix mittels Blockspalten zu beschreiben:

A= (A,...,A)

n ny
x, ) r

In diesem Fall bezeichnet A; den j.ten Spaltenblock von A. Der Vektor
n.vec = (ny,...,n,) bezeichne die Spaltenbreite.
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Addition

Zeilen und Spaltenweise Multiplikation
Blockmatrixmultiplikation

Dann induziert der gaxpy:

x1
y = (A,..., A) +y=2 Ax+y
Xy =1
den folgenden Algorithmus:
last =0
for j = Lir

first = last + 1
last = frist 4+ n.vec(j) - 1

y = A(: first:last)x(first:last) +y

Blockmatrizen

end



Definition

Elementare Operationen

Multiplikati Igorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Matrixmultiplikation

Herkomli Algorithmen
Strassenmultiplikation

Je nach Blockung der Matrizen A, B und C l3sst sich die
Blockmatrixmultiplikation folgendermaBen durchfiihren:

@ Skalarprodukt
@ saxpy
@ dyadisches Produkt

Seien A= (A)ap, B=(B)ap und C = (C)ap € R"™" mit NxN Blocken
der Dimension ¢ x £.

Dann folgt aus Theorem 1.3.3:

N
Cop=> AaByg+ Cpmita=1:N,g=1:N
~y=1
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Definition
Elementare Operationen Herkbmliche Algorithmen

.............

Strassenmultiplikation

Schurkomplement und spd-Matrizen

Matrixmultiplikation

Daraus resultiert der folgende Algorithmus, in Anlehnung an Algorithmus
1.1.5 (ijk Variante)
Algorithmus 1.3.3:

fora=1:N
i=(a=1I+1:af
for3=1:N
Jj=@B-=-DI+1:p¢
fory=1: N

k=(y—-1)/+1:~¢
C(i,j) = A(i, k)B(k,j) + C(i,))
end
end
end
Im Falle von /=1, ist « =i, 8 = j und v = k und wir haben wieder den

Algorithmus 1.1.5.
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Elementare Operationen Herkbmliche Algorithmen

Strassenmultiplikation

Multiplikat Igorithmen
Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Matrixmultiplikation variabler GroBe

Algorithmus 1.3.3 fiir variable BlockgréBen
Im folgenden sei:

o m.vec(i) die ZeilengroBe des i.ten Blocks von A
@ n.vec(j) die SpaltengroBe des j.ten Blocks von B

@ o.vec(k) die SpaltengroBe des k.ten Blocks von A und somit auch
die ZeilengroBe des k.ten Blocks von B
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Elementare Operationen Herkbmliche Algorithmen

Strassenmultiplikation

Multiplikat Igorithmen
Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Matrixmultiplikation variabler GroBe

ifrst = 1 st = m.vec(1)
fora=1:N
jfirst =1 jlast = n-VeC(l)
I = lfirst © fast
forG=1:N
Keirst = 1 Kiast = o.vec(l)
.j :jfirst :_jlast
fory=1:N
k = Keirst © Kiast
C(i,j) = Ali, k)B(k,j) + C(i,j)
Kfirst = Kiast + 1 Kiast = kiast + 0.vec(7y)

end
jfirst :jlast +1 jlast :jlast + n~VeC(B)
end
ifirst = llast + 1 ilast = ljast + m-VeC(OC)

end
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Strassenmultiplikation

Multiplikat Igorithmen
Komplexe und transponierte Blockmatrizen
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Block saxpy - Matrixmultiplikation

Es ist auch moglich, die Blockmatrizmultiplikation als saxpy auszufiihren.
Dafiir blocken wir C = AB + C wie folgt:
Bll A BlN

(G . )= (A ... Ay + (G ... )

BNl e BNN
mit Aa, C, € R und Bag € REx¢
Daraus folgt die Blockmatrix Version des Algorithmus 1.1.7.
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Elementare Operationen
Multiplikationsalgorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Herkémliche Algorithmen
Strassenmultiplikation

Block saxpy - Matrixmultiplikation

Algorithmus 1.3.4:

jﬁrst =1

Jiast = n.vec(1)

for3=1:n
kfirst =1

Kiast = 0.vec(1)
.j:.jfirst :_jlast
fory=1:n
k = Kfirst * Kiast
C(:,J) = A(, k)B(k,j) + C(:,))
kfirst = klast +1
k/ast = k/ast + o.vec(q/)
end
_jﬁrst = j/ast +1
jlast = jlast + n~VeC(B)
end
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Definition
Elementare Operationen -
= i Herl
Multiplikat ithmen
Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

dyadisches Produkt - Matrixmultiplikation

Algorithmen
Strassenmultiplikation

Einen auf dem dyadischen Produkt basierenden Algorithmus erhalten wir,
indem wir die Matrizen A und B wie folgt blocken:
By
A= (A17 . ,AN) B=1|: mit A,, B, € R™*. Aus Lemma 1.3.2
By
wissen wir:

N
C=> ABI+C
~y=1
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Algorithmus 1.3.5:

kﬁrst =1
Kiast = o0.vec(1)
fory=1:N

k = Keirst © Kiast
C=A(k)B(k:)+C
kﬁrst = klast +1

Kiast = Kiast + O-Vec('Y)
end

«0» «4F» « =)>»

«E

>



Definition

Elementare Operationen

Multiplikati Igorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Strassenmultiplikation

Herkdmliche Algorithmen
Str Itiplikation

Als nachstes betrachten wir die Strassenmultiplikation:

@ herkdmmliche Multiplikation 2er 2x2 Blockmatrizen benétigt 8
Multiplikationen und 4 Additionen

herkémmliche Multiplikation hat eine Komplexitit von O(n%)

bei der Stassenmultiplikation werden nur 7 Multiplikationen, aber
dafiir 15 Additionen bendtigt

Strassens Algorithmus l3sst sich rekursiv anwenden

Strassens Algorithmus hat eine Komplexitit von O(n?807)
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Multiplikati Igorithmen
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Herkdmliche Algorithmen
Str Itiplikation

Strassenmultiplikation

Es ist jedoch auch moglich, die Matrix C auf folgende Art zu berechnen:

P1 = (Aun+ An)(Bu + B)
P, = (A1 + Ax)Bii

P = A11(Bi2 — Bx)

P, = Ax(Ba1 — Bi1)

Ps = (A11 + A12)Ba

Ps = (Ax — Au1)(Bui + Bi2)
P; = (A — A»)(Bxa + B)
Gi = Pi+Pi—Ps+P7
Cor = P3s + Ps

G = P>+ Py

G = Pi+P3—P+PFs
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Elementare Operationen
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Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Strassenmultiplikation

Herkdmliche Algorithmen
Strassenmultiplikation

Strassens Idee Idsst sich nun auf jeder der Teilmatrizen Aj;, Bj mit

1 <i,j <2 wieder anwenden. Ab einer gewissen Rekursionstiefe sind die
nxn-Teilmatrizen so klein, dass sich die herkdmmliche
Matrixmultiplikation lohnt (n < np,). Daraus folgt der Algorithmus
1.3.1:

Arthur Wettschereck Blockmatrizen



Definition
Hemaitie Qpaetiom M@l Alsima
Str Itiplikation

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Strassenmultiplikation

function: C = strass(A, B, n, npin)

if n < Nmin
C=AB
else

m=n/2;u=1:mv=m+1l:n
P1 = strass(A(u, u) + A(v, v), B(u, u) + B(v,v), m, npmin
P2 = strass(A(u, u) + A(v, v), B(u, u), m, npi,
P3 = strass(A(u, u), B(u, v) — B(v, V), m, nmin
P4 = strass(A(v, v), B(v,u) — B(u, u), m, npmin
P5 = strass(A(u, u) + A(u, v), B(v, v), m, npin
( ) — A(u, u), B(u, u) + B(u V), m, Nmin
B(v,u)+ B(v,v), m, nmin

P6 = strass(A(v, u u, u),
P7 = strass(A(u, v) — A(v, v),
C(U, ) P1+P4—P5+P7
C(Ll, V) P3 —|— P5
C(V7 u) = P2 + P4
C(V,V):P1+P3—P2—|—P6
end
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Multiplikati Igorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Herkdmliche Algorithmen
Str Itiplikation

Strassenmultiplikation - Komplexitat

Strassens Algorithmus hat Komplexitit O(n®807).
Da die Matrixmultiplikation teurer ist als die Addition, werden wir uns
nur erstere anschauen. Dafiir miissen wir die tiefste Rekursionsebene
betrachten:
Dort finden 79~9 Matrix Multiplikationen der GroBe 29 statt. Daraus
folgt:

s = (29)379=9 Multiplikationen
Fiir die herkdommliche Multiplikation gilt:

c=(29)3
Daraus focllgt:

= (BPT = ()
Wenn wir d = 0 setzen, also nur Matrizen der GréBe 1 multiplizieren,
folgt daraus:

s = (%)qc =79 = nlog27 ~ n27807
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Elementare Operationen

Multiplikati Igorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Herkdmliche Algorithmen
Str Itiplikation

Strassenmultiplikation

Der vorgestellte Algorithmus funktioniert nur fiir quadratische Matrizen
der GroBe 2. Um quadratische Matrizen beliebiger GréBe multiplizieren
zu konnen, muss man folgende Hilfsfunktionen einfiihren:

AddDim(A)

DeleteDim(A)

Wenn die aktuelle Matrix eine ungerade Zeilen/Spaltenzahl hat, wiirde
man mittels AddDim eine 0 Zeile und Spalte hinzufiigen, so dass wieder
eine Matrix mit gerader Zeilen/Spaltenzahl entsteht. Nachdem man die
Matrix C in der Rekursionsebene bestimmt und befiillt hat, wiirde man
mittels DeleteDim die letzte Zeile und Spalte wieder I6schen.

Es lasst sich nachrechnen, dass die Nullzeile auf das Ergebnis der
Multiplikation und Addition der anderen Zeilen/Spalten keinen Einfluss
hat.
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Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Herkdmliche Algorithmen
Str Itiplikation

Winograd

Es gibt noch einige andere Algorithmen als den von Strassen, zB einen
von Winograd. Die ldee ist:

f(x): = Do) xei-1%0
Dann gilt:

xTy = Z;g::l(xziq + yoi)(x0i + yoi—1) — f(x) — f(y)

Diese Summe l3sst sich verwenden, um die Matrizenmultiplikation A+B
= C zu vereinfachen:

o f(x) wird auf jede Zeile von A angewendet (”72 Operationen)

o f(x) wird auf jede Spalte von A angewendet ("72 Operationen)
@ Anstelle der iiblichen Multiplikation von Zeile und Spalte wird nun
die obige Summe benutzt (”73 Operationen)

- 3
o Gesamt Komplexitit: 2 + n?
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Elementare Operationen
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Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Komplexe Matrix Multiplikation

Betrachten wir das komplexe Matrixmultiplikationsupdate

Cl + iCz = (Al + I'AQ)(Bl + IBQ) + (Cl + iCQ),
wobei alle Matrizen reellwertig sind und i die imaginare Einheit ist.
Vergleicht man den reellen und imaginaren Teil, so folgt

G =AB —AB+ G

G=AB,—AB + G.
Dies lasst sich auch in folgender Weise ausdriicken:

G\ _ (At A (B G
(e) - (e a) (5)+ ()

Daraus lasst sich ansatzweise erkennen, wie komplexe Matrizen in
Software gehandhabt werden. Der einzige Nachteil ist, dass die Matrizen
A; und A; doppelt gespeichtert werden miissen.
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Definition:

Sei A= (g Z) eine Blockmatrix.

A\E := H — GE~1F heiBt Schurkomplement von E in A.

«Or «F>» «=)» (=) A



Sei A eine quadratische Matrix: A = g ,I:_I
E,F,G,H seien selbst Matrizen, wobei det E # 0.

Zeigen Sie, dass A genau dann regular ist, wenn die Matrix A\E = H -
GE~IF reguldr ist, und es gilt det A = det E * det A\E

«O>» 4F» «=)» «=)»
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Elementare Operationen
Multiplikationsalgorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Losung

Sei A nun regular.
= det(A) # 0 und damit A invertierbar
Fiihre Zeilenoperation aus:

Addiere —GE~!-fache der ersten Zeile zur zweiten:
E F

0 H-GE'F
—> det A =det E * det A\E
Aus det A, det E # 0 folgt det A\E # 0

:}A:

Sei nun A\E regular.
Wie oben gesehen gilt auch hier:
det A = det E * det A\E # 0.
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Multiplikationsalgorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Positiv definite Matrizen

Definition:
Eine Matrix A heiBt positiv definit, wenn fiir alle Vektoren x # 0 (mit
l[x|]2 = 1) gilt: xT % Axx > 0.

Positiv definite Matrizen sind regular.

Beweis:

Sei A eine spd Matrix. Angenommen A ware nicht reguldr: Dann existiert
x # 0 so, dass x” * A = 0, da der Zeilenrang nicht voll ist. Daraus folgt:
xT % Axx = 0. Dies steht im Widerspruch dazu, dass A positiv definit ist.
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Elementare Operationen
Multiplikationsalgorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Aufgabe

An Ax
(spd-Matrix). Man zeige:

Sei A = (A11 A12> eine symmetrisch positiv definite Matrix

a) Ay ist regular.

b) Sei X = (;2) Dann gilt (5x1,5) = ming (A%, X) mit dem
2

Schur-Komplement S = A\Ax» = Ay — A12A2_21A21
c) Das Schur-Komplement ist positiv definit.
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Multiplikationsalgorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Losung Teil a

zZ: Ay ist regulr.
Wir werden zeigen: A, ist spd und somit regular.
Sei im folgenden A;; € R™*™ A, € R™X7 Ay € R™™M Ayy € R™N

2Z: XT x Appx X >0, VX#0,XeR"
- 9) L Ge R
X
Dann gilt: u™ * Ax u > 0 (weil A positiv definit ist)
Nachrechnen zeigt: X7 * A * X = u” * Axu
= Aj ist spd und somit regular.
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Multiplikationsalgorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Losung Teil b

zZ: (5x1, X1) = ming(AX,X)

Es gilt: (Sx1,x1) = —xi ' Annxi — X1 AnAALX

(A%,%) = (B+Ap Ao1xi) T A (% +Azy Aot +X1 | (Arr—AraAgy Ax )%
Da Ay positiv definit ist, ist der Term

(% 4+ Ayt A1 X1) T Aga (%3 4 Axt Az X1) groBer Null fiir alle

X5 7 —A;21A21><] und fiir diesen gleich Null. Somit haben wir das
Minimum gefunden

Explizites Nachrechnen zeigt, dass die Terme gleich sind.
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Elementare Operationen
Multiplikationsalgorithmen

Komplexe und transponierte Blockmatrizen
Schurkomplement und spd-Matrizen

Losung Teil ¢

zZ: Das Schur-Komplement ist positiv definit.

Aus Teil b) wissen wir:
(5x1,x1) = ming (AX, X)

Definiere X wie in Teil b). Wahle x3 so, dass die Minimalitatseigenschaft
von Teil b) erfiillt ist und x beliebig, aber ungleich 0. Dann gilt:

A xSk =T xAxX >0

—> Behauptung.

Arthur Wettschereck Blockmatrizen
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