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numerische Berechnungen mit Matrizen basieren auf der
Analyse der Matrizen-Multiplikation

= es werden verschiedene Herangehensweisen und Darstellungen
vorgestellt

algebraische Operationen konnen durch die lineare Algebra

sowie numerisch dargestellt werden

Algorithmen werden in einer stilisierten Form von MATLAB
dargestellt, sowie Begriffe der Software LAPACK benutzt

vorgestellte Algorithmen sollten als zusammenfassende
Darstellung der Idee aufgefasst werden und kritisch
angewendet werden
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Grundlagen

Matrizen

Matrix-Notation

a1
AeR™N & A = (aij) = [
Am1

Matrix-Operationen

-C=AT=>cl-j=a--

]l (Rmxn N ]Rnxm)

s =A+ B = Cij — aij -+ bl] (Rmxn 4 Rman —s Rman)
"C =ad = c; = aa;; (RxR™"— Rmm)

- - r
"C=4B = ¢;= Dk=1 Aiby; (RmpxRean — Rman)
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Grundlagen

Matrizen

Zerlegung der Matrix in Zeilen und Spalten
7t
AeR™" & A = [ E ],rke]R"
r T
m

AeR™" < A = |cq, ..., C,], c,LeR™

Doppelpunkt-Notation
" bezeichnet k-te Zeile: AERmxn’ A(k, : ) = [akl' cen akn]

A1k
= bezeichnet k-te Spalte: AER™™", A(:, k) =|
Ak
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Grundlagen

Vektoren

Vektor-Notation
X1
xeR¥! & x = [ : ] x;eR
x?’l
xeRY & x = (x4, .., X,) x;€R

Vektor-Operationen
aeR, xeR"™, yeR"

"Z =ax = zZ; = ax,

"z=xt+y=>2z=x;+Yy,

T — n
XYy =C= Li=1 XY,

"C
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Grundlagen

Vektoren

Vektor-Operationen
"Z=X*Y=2z; =Xy,

Saxpy
"y=ax+y=y, =ax;+y,;
- ,scalar a x plus y“
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Grundlagen

Vektoren und Matrizen

Gaxpy, generalized saxpy

AeR™" xeR™, yeR™
n

y=Ax+y >y, = iz1a;x;+y, i=1m
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Basis Routinen

Skalarprodukt und Saxpy

Algorithmus 1.1.1. (Skalarprodukt, x,yeR"® ¢ = xTy)

= fori=1:n
c=c + x(i)y()
end

Algorithmus 1.1.2. (Saxpy; X, yeR"; aeR,y = ax +y)

= fori=1:n
y(i) = ax(i) + y(i)
end
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Basis Routinen

Matrix-Vektor Multiplikation und Gaxpy

Algorithmus 1.1.3.
(Gaxpy: Zeilenversion, AeR™" xeR" yeR™, y = Ax + y)

fori=1'm
forj=1:n
y(i) = A(i,j)x(j) + y(i)
end
end

= innere Schleife stellt eine Saxpy Operation dar
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Basis Routinen

Matrix-Vektor Multiplikation und Gaxpy

Algorithmus 1.1.4.
(Gaxpy: Spaltenversion, AeR™" xeR", yeR™, vy = Ax + y)

forj=1:n
fori=1'm
y(i) = A, §)x(j) + y(i)
end
end

= innere Schleife stellt eine Saxpy Operation dar
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Basis Routinen

Matrix-Vektor Multiplikation und Gaxpy

A als eine Sammlung von Reihen, Algorithmus 1.1.3:

=fori=1'm
y(i) = r’x + y(i)
end
A als eine Ansammlung von Spalten, Algorithmus 1.1.4. :

=forj=1:n
y = XC; Ty
end
= y erscheint hier als fortlaufende Vektorsumme, die immer wieder

durch Saxpy Updates aktualisiert wird

Julia Becker 04.04.2012



Basis Routinen

Matrix-Vektor Multiplikation und Gaxpy

Algorithmus 1.1.3. bzw. 1.1.4. in Doppelpunkt-Notation

= fori=1:'m
y(i) = A, )x + y(i)

end
= forj=1:n

y = x())A(:,j) +y
end

= diese Darstellungsart entfernt sich weiter von der linearen
Algebra und fokussiert eher numerische Themen
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Basis Routinen

Matrix-Vektor Multiplikation und Gaxpy

als weitere Anwendung der Doppelpunkt-Notation, betrachten
wir nun das aufere Produkt bzw. Vektorprodukt

AeRmxn, xeRmxl ) yE[Rlxn
A=A+ xy"

xy! ist ein spezielles Matrix-Matrix-Produkt, dessen Eintrage
sich wie folgt zusammensetzen:

a;=a;+xy,miti=1lmundj=1:n
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Basis Routinen

Matrix-Vektor Multiplikation und Gaxpy

daraus ergeben sich die folgenden zwei Algorithmen:

= fori=1'm
Ali,:) = AGL:) + x()yT
end

= ein Vielfaches von y" wird zu jeder Zeile von A addiert

= forj=1:n
A(:,5) = A(LL)) + y(i)x
end

= ein Vielfaches von yT wird zu jeder Spalte von A addiert
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Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

hach dem Vorangegangenen gibt es nhun 3 verschiedene
Herangehensweisen an die Matrizenmultiplikation

= jeder Eintrag als Skalarprodukt interpretiert

1 2]5 6]_[1*5+2*7 16+ 2%8

3 4117 8l [3x54+4%x7 3%x6+4%8

" Linearkombinationen der Spalten: Saxpy

5 31 S=[s 7L s3] +s[3)

= Summe von Vektorprodukten

‘3 dlly gl=ls e+ [f]7 sl

humerisch gesehen gibt es einige Unterschiede zwischen den
Verfahren z.B. bezuglich des Zugriffs auf Daten bzw. des
Speicherplatzbedarfs Julia Becker 04.04.2012



Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

» Matrizenmultiplikation: AeR™P, BeRr*?, CeR™" C = AB + C

= gewohnlich Interpretation als Array von Skalarprodukten,
wobei Eintrage nacheinander von rechts nach links, von oben
nach unten berechnet werden

= dafur wird klassisch ein triple loop benotigt, diese konnen auf
3!=6 Varianten angeordnet werden

Loop Order Middle Loop Inner Loop Data Access

Skalarprodukt Matrix x Vektor A Zeile, B Spalte
Saxpy Gaxpy Spalte A Spalte, C Spalte

Saxpy Vektorprodukt Spalte A Spalte, C Spalte



Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

Algorithmus 1.1.5.
(Matrixmultiplikation: ijk-Variante)

fori=1:m
forj=1:n
fork = 1:p
C(i,j) = A(i,k)B(k,j) + C(i,j)
end
end
end

= innere Schleife: Skalarprodukt
= mittlere Schleife: Matrix x Vektor
= Datenzugriff: A als Zeile, B als Spalte
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Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

Algorithmus 1.1.5.
(Matrixmultiplikation: jki-Variante)

forj=1:n
fork =1:p
fori=1m
C(i,j) = A(i,k)B(k,j) + C(i,j)
end
end
end

" innere Schleife: Saxpy
= mittlere Schleife: Gaxpy Spalte
= Datenzugriff: A als Spalte, C als Spalte
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Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

= jede Variante benotigt den gleichen Aufwand an
Gleitkommaarithmetik, greift jedoch auf die Daten von A, B
und C unterschiedlich zu

Loop Order Middle Loop Inner Loop Data Access

Skalarprodukt Matrix x Vektor A Zeile, B Spalte

Saxpy Gaxpy Spalte A Spalte, C Spalte

Saxpy Vektorprodukt Spalte A Spalte, C Spalte
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Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

Skalarproduktversion, verschiedene Interpretationen
Algorithmus 1.1.6

=fori=1m
forj=1:n
C(i,j) = AG,)B(:,j) + C(i,))
end
end

=fori=1'm
forj=1:n
Ci = a'b; + ¢
end
end
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Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

Algorithmus 1.1.6

=fori=1'm
c'=a'B+ct
end
=fori=1:m
C(i,:) = A(i,:)B + C(i,:)
end
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Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

Saxpy Darstellung, A und C sind in Spalten aufgeteilt
"*C=AB+C=c; =Y, bja,+c,j=1n

= dies kann mit einer Abfolge von Saxpy Updates zusammengefasst
werden

Algorithmus 1.1.7

= forj=1:n
fork =1:p
C(:,j) = A(:,k)B(k,j) + C(:,j)
end
end
= forj=1:n
C(:,j) = AB(:,j) + C(:,])
end
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Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

Vektorprodukt Darstellung

= A wird als Ansammlung von Spalten und B als Sammlung von
Zeilen betrachtet

= interpretiert man AB als Summe von p aufieren Produkten
ergibt sich:

Algorithmus 1.1.8.

=fork =1:p
C=A(,k)B(k,:) + C
end
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Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

Komplexe Matrizen

= Vektor/Matrix Addition und Multiplikation sind im Komplexen
identisch zum Realen

= tfransponieren wird zu konjugiert transponieren
=C =A" = Cos = a; ,CeCmxn

= Skalarprodukt
=s=x"y=}1_1 %y,

= A =B+ iC eC™" dann bezeichnet Re(A)=B den Realteil von A,
sowie Im(A)=C den Imaginarteil von A

ji ?
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Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

,Level*®

= Level-1 Operation:

= Komplexitat linear, d.h. arithmetischer Aufwand, sowie
Datenmenge linear

= Beispiele: Skalarprodukt, Saxpy — je O(n)

= Level-2 Operation:

= Komplexitat quadratisch, Arbeitsaufwand sowie Datenmenge
quadratisch

= Beispiele: aufleres Produkt, Gaxpy — je O(mn)

Julia Becker 04.04.2012



Basis Routinen

Matrizenmultiplikation

,Level”®

= Level-3 Operation:

= Speicherplatz fur die Daten ist quadratisch, Arbeitsaufwand
jedoch kubisch

= Beispiel: Matrixupdate (C=AB+C) — fiir nxn Matrizen:
O(n?) Matrixeintriage, O(n3) arithmetische Operationen
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Matrixstrukturen ausnutzen

Effizienz bzw. Leistungsfahigkeit eines Algorithmus hangt
vonh vielen Dingen ab

= die zwei wichtigsten Punkte sind jedoch:
= Menge an arithmetischen Operationen
= Speicherplatzbedarf

als Beispiele zur Effizienzsteigerung dieser zwei Argumente

werden Bandmatrizen sowie symmetrische Matrizen
betrachtet
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Matrixstrukturen ausnutzen

Flops

floating point operations per second

= Anzahl der Gleitkommaoperationen, die von Rechnersystemen
oder Prozessoren pro Sekunde ausgefuhrt werden konnen

= dienen hier als Maf} fiir die Effizienz eines Algorithmus

aber: Flops sind nur eine kurze Bilanz, die nur einen Aspekt
der Effizienz aufgreifen
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Matrixstrukturen ausnutzen

Flops

Anzahl der Flops berechnet man durch Aufsummieren der
arithmetischen Operationen zusammen mit dem meist
verschachtelten Befehl im Algorithmus

= Beispiel: Matrixmultiplikation
= Befehl: C(i,j) = A(i,k)B(k,j) + C(i,j)

" beinhaltet 2 Flops, die mnp mal ausgefuhrt werden —
normale Matrixmultiplikation benotigt 2mnp Flops
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Matrixstrukturen ausnutzen

Bandmatrizen

gehoren zu den dunnbesetzen Matrizen: neben

Hauptdiagonale nur bestimmte Anzahl an Nebendiagonalen
ungleich Null

= AeR™" dann bezeichnet man mit der Bandbreite folgendes:
“ p ist untere Bandbreite, wenn a;; =0 fur i >j+p
* q ist obere Bandbreite, wenn a;; = 0 fur j>i+p

Bandstrukturen von haufig auftretenden mxn Matrizen

obere Dreiecksm. 0 n-1
untere Hessenbergm. m-1 1
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Matrixstrukturen ausnutzen

Bandmatrizen

x x 0
x-0 Notation: A =0 x x|,xeR, AeR3*3
0 0 x

Diagonalmatrizen multiplizieren

= DeR™", dann D = diag(d,, ...,d,), ¢ = min(m,n) & d;, =d;

" DeR™" diagonal, AeR™™",dann ist DA ein row scaling von A
und AD ein column scaling von A
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Matrixstrukturen ausnutzen

Bandmatrizen

Dreiecksmatrizen multiplizieren

= Beispiel: 4, B Dreiecksmatrizen eR3*3, dann ist C = AB
a; by ap by +agby; agbiz+ agpbys+ agsbas

"C = 0 a;,b4, Ayyhy3 + Ay3D33

"esist a; b, = 0,wenn k <ioder j <k, damit erhalten wir:

_vJ
Cij = 2k=iaikbkj
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Matrixstrukturen ausnutzen

Bandmatrizen

Algorithmus 1.2.1.
(Dreicksmatrixmultiplikation, A, BeR™" C = AB)

= C=0
for i=1:n
for j=i‘n
for k=i:j
C(i,j) = A(i,k)B(k,j) + C(i,j)
end
end
end

= dieser Algorithmus ben6tigt nur 1/, des Arbeitsaufwandes einer
normalen Matrizenmultiplikation
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Matrixstrukturen ausnutzen

Bandmatrizen

erweitert man die Doppelpunktnotation, lasst sich der
Algorithmus weiter verkurzen

" AeR™" p,g,reZmitl < p<g<nundl<r<m
m A(r, p: q) — [arp arq]e[RDC(q —p+ 1)
"AeR™" p,q,ceZmitl < p<g<mundl<c<n

Clpc

=A(p:q,c) =[ :
agc

cR@-p+ 1

Julia Becker 04.04.2012



Matrixstrukturen ausnutzen

Bandmatrizen

Algorithmus 1.2.1. (verkiirzt)
=C(1:n,1:n) =0

fori=1:n
forj=1:n
C(i,i) = A(i,i:))B(ij,j) + C(i,j)
end
end
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Matrixstrukturen ausnutzen

Bandmatrizen

Bandspeicherung

= AeR™" mit unterer Bandbreite p und oberer Bandbreite q,
mit p,q<n

= solche Matrizen kdonnen in einem (p + g + 1)xn-Array
gespeichert werden

-aij=A.band(i—j+q+1,j)

= Beispiel:
a1 A1z a3 0 0 0
Ay QAzp Az3 a,, 0 O 0 0 ag3 Qyy Q35 Q46
A = 0 a3 as; az, azs O A = 0 ay, Q3 a3z Q45 Qasg
0 O Au3 Aaq Qus Ay A1 QApp @A33 Qg4 0As5 Ugg
0O 0 O A5y Q55 Asg la,; asz, Q43 Gsy Qg5 0
L0 0 0 0 ag ag
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Matrixstrukturen ausnutzen

Bandmatrizen

Algorithmus 1.2.2.
(Band Gaxpy, AeR™ mit unterer Bandbreite p und oberer Bandbreite q,
gespeichert als A. band, x,yeR", y = Ax + y)
=forj=1:n
Yiop = max(1, j-q)
Ypot = Min(n, j+p)
aiop = Max(1, g+2-j)
Apot = Atop T Yoot = Yiop

Y (Yiop:Yor) = X()A.band(a,,p aper, 1) + Y (Yiop Yoot
end

= benotigt 2n(p+q+1) Flops
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Matrixstrukturen ausnutzen

Symmetrische Matrizen

eine Matrix ist symmetrisch, falls A" = A, AeR™"

= Speicherbedarf kann halbiert werden, indem nur das untere
Dreieck gespeichert wird

1 2 3
2 4 5
3 5 6

= Beispiel: A = - A.vec=[12 3 45 6]
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Matrixstrukturen ausnutzen

Symmetrische Matrizen

Algorithmus 1.2.3.

(Symmetric Storage Gaxpy, AeR™" symmetrisch und als A.vec
gespeichert, x,yeR", y = Ax + y)

=forj=1:n
fori=1:-1
v(i) = A.vec((i-1)n-i(i—-1)/2+))x(j) + y(i)
end
fori=j:n
y(i) = A.vec((j—=1)n=j(j—1)/2+i)x(j) + y(i)
end
end

= benotigt 2n2 Flops
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Matrixstrukturen ausnutzen

Symmetrische Matrizen

symmetrische Matrizen konnen auch diagonal gespeichert

werden
02, a ., =Adiag (i +nk—"1), k> 0)
= AeR™" D (A, k)eR™" bezeichnet die k — te Diagonale
von A:
: - _ [ay j=i+k1<i<ml1<j<n
[D(4, )], { 0 sonst
Beispiel:
1 2 3
«A=1|2 4 5|, A.diag=[1 4 6 2 5 3]
3 5 6
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Matrixstrukturen ausnutzen

Symmetrische Matrizen

1 2 3 0 0 3 0 2 0 1 0 O 0 0 O 0 0 O
A=12 4 5|=(0 0 O[+f0 O 5(+|0 4 O(+]2 O O|+]|0 0O O
3 5 6 0 0 O 0 0 O 0 0 6 0 5 0 0 0 3

beim A.diag Schema werden die Diagonalen
aufeinanderfolgend gespeichert

daraus ergibt sich fur das Gaxpyy = Ax + vy

=y =D(A4,0)x + YrZi(D(A, k) + DA, kK)Dx +y
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Matrixstrukturen ausnutzen

Symmetrische Matrizen

Algorithmus 1.2.4.

(Store-By-Diagonal Gaxpy, AeR™™", symmetrisch,als A.diag
gespeichert,x,yeR", y = Ax + y)

= fori=1:n
y(i) = A.diag(i)x(i) + y(i)
end
for k =

t 1
{y = D(AK)x + y}
fori =1:n—-k
yv(i) = A.diag(i+t)x(i+k) + y(i)
end
{y=D(A,K)Tx + vy}
fori =1:n—-k
y(i+k) = A.diag(i+t)x(i) + y(i+k)
end

end Julia Becker 04.04.2012



Matrixstrukturen ausnutzen

Anmerkung zum Arbeitsspeicher

andere Moglichkeit den Arbeitsspeicheraufwand bei
numerischen Berechnungen von Matrizen zu verringern ist, die
zu uberschreibenden Input-Daten zu kontrollieren

= betrachten Matrixmultiplikation C = AB unter Bedingung, dass
Eingabematrix B mit Ausgabematrix C uberschrieben werden soll

= Algorithmus 1.1.7. kann jedoch nicht folgendermafden modifiziert

werden:
=forj=1:n
for k = 1:n
B(:,j) = B(:,i) + A(:,k)B(k,j)
end
end
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Matrixstrukturen ausnutzen

Symmetrische Matrizen

jedoch reicht ein linearer Arbeitsspeicher, der die j-te Spalte
des Produktes sichert, solange sie mit B(:,j) uberschrieben
werden kann:

=forj=1:n
w(l:in) =0
for k = 1:n
w() = w(:) + A(:,k)B(k,j)
end
B(:,j) = w(:)
end

Julia Becker 04.04.2012



Vielen Dank fur
Eure
Aufmerksamkeit!



