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POLYNOMINTERPOLATION

e fur Funktion f finde Polynom p € T, mit p(x;) = f(X;),j =0
e Existenz, Eindeutigkeit
z.B. per Vandermonde-Matrix, Dimension des Vektorraums + |.u.
e verschiedene Basen fur p(x) = > ajp;i(X):
o Monom-Basis x (z.B. fir Vandermonde-Matrix, Beweise)
e Lagrange-Basis mit L; ()9) = oy (damit a; = f(x;))
e Newton-Basis w;(x) = nj’ (‘J(x—xj) (Newton-Interpolationsverfahren)
e Satz von Aitken liefert Rekursionsformel
e verschiedene Algorithmen:
e “kénnten” LGS mit Vandermonde-Matrix I6sen
o “kdnnten” L; explizit berechnen, kennen «;
e Schema von Neville als rekursive Formel zur Auswertung weniger p(x)
o Newton-Interpolationsverfahren zur Bestimmung der «;s
e Newton-Interpolation nutzt dividierte Differenzen, Bezug zu Aitken
e Hermite-Interpolation kann auch Auswertung der Ableitung nu‘rzen

e basiert auf verallgemeinerten dividierten Differenzen
e Analyse und Algorithmen laufen damit dann analog



ALGORITHMEN ZUR POLYNOMINTERPOLATION I

Algorithm 1: Neville-Schema

Data: n, Knoten x(), Auswertungen fx() (Vektoren der Ladnge n+1), t
Result: Auswertung an der Stelle t des Interpolationspolynoms p def.
durch x.fx
for i=0.....i<=ndo
L p) = fx() > Initialisierung / erste Spalte, p=fx in kurz

for k=1,.... k <=ndo
L for i=0.,...,i <= n-k do

L p@) = ([ -x(M)*pl+1) - ¢t - x(+k)) * p() / x((+k) - x(1)
return p(0)




ALGORITHMEN ZUR POLYNOMINTERPOLATION II

Algorithm 2: Newton-Interpolation - Berechnung der Koeffizienten

Data: n, Knoten x(), Auswertungen fx() (Vektoren der Ladnge n+1)

Result: Berechnung der Koeffizienten a() bzgl. der Newton-Basis des
Interpolationspolynoms p(t) def. durch x,fx

for i=0.....i<=ndo

L ai) = fx() > Initialisierung / erste Spalte, a=fx in kurz

for k=1,...k <=ndo

L for i=n,n-1,...,i >= k do

| a® = (@) - al-1)) / x(0) - x({-k)

return a()

Innere Schleife kann auch Vorwdartslaufen wie beim Neville-Schema,
dann aber mit zusatzlichem Vektor zum Speichern der Koeffizienten



ALGORITHMEN ZUR POLYNOMINTERPOLATION III

Algorithm 3: Horner-Schema zum Auswerten der Newton-
Interpolierenden

Data: Knoten x(), Koeffizienten a() (Vektoren der Ldnge n+1), t
Result: Auswertung an der Stelle t des Newton-Interpolationspolynoms
p def. durch x, a
p =a(n)
for k=n-1,n-2,....k >=0 do
| p=alk) + t-xKk)P




APPROXIMATIONSFEHLER

APPROXIMATIONSFEHLER DER POLYNOMINTERPOLATION
Fur f € C"1([a, b]). x; € [a,b],0 < i< nund x € [a, b] gilt

(n+1)
700~ pn() = T 10
furein t € [a, b]

Abhdngigkeit von w(x) von Knotenwahl: wi(x) fir Satz 8.10 mit n =8

p(x)

. 70\
N XN
= \

—0.01 — tscheb on boundary @°°
— tscheb not on boundary U




KONDITION

KONDITIONSZAHL DER POLYNOMINTERPOLATION

Furx; € [a,b],0 < i< n, x; < Xj_; ist bzgl. Supremumsnorm die
Kondition der Polynominterpolation

Kaps = An = mox] Z |Li(x)]

mit L; den zugehdrigen Lagrange-Polynomen.

Auswirkung der Kondition auf Datenfehler

‘\ —  funct sin(2 pi x)
— n=20, exakt
\ — n=20, verrauscht




STUCKWEISE LINEARE INTERPOLATION

e alternative zu hdheren Polynomgraden sind dquidistante Knoten,
auf denen dann stickweise (linear) interpoliert wird

e Approximationsausgaben sind dann in der [2-Norm

1712 ;_/ 1£(x) |20 = (f, )2
e fUr f € C2 mit stickweise linear Interpolierenden s gilt (mit
=(b-—a)/n)
h2 1!
If—sll2 < 7”7‘ 2
bzw.

I(F=9)llz < —=M1"]l.2

\fIl



NUMERISCHE INTEGRATION / QUADRATUR

e wir kennen Quadraturformeln mit m, w;, x; fest gewanlt

m
Q] = > wif(x)
j=0
Die Formel ist ein Algorithmus.
e insbesondere Newton-Cotes-Formeln mit

b
w; ::/ Li(x)dx
a

auf Basis von dquidistanten Knoten x; = a + b;moj, j=0,..., m

e aus Q[-] zusammengesetzte Quadraturformel Qn[f], bei der  auf n
gleich groBe Teilintervalle von [a, b] angewandt wird
(auch das ist ein Algorithmus)

e Exaktheitsgrad g Uber Polynome: Q[p| = I[p] Vp € Ilq
e Konvergenz der Ordnung s: |Qpl[f] — I[f]| = O(n~%) .



TRAPEZ- UND SIMPSON-REGEL

e Trapezformel
fir m = 1 Gewichte(/h) sind 1/2 und 1/2, mit Fehler 11—2h3’|\f”||oo
e Simpson-Regel
fur m = 2 Gewichte(/h) sind 1/6, 4/6 und 1/6, mit Fehler Qioh5||f(4) lle=

e entsprechende zusammengesetzte Formeln, mit entsprechenden
Fehlerabsch&tzungen

e wobei Simpson-Regel gerne mit h = (b — a)/2n gemacht wird
e Beweise haben was mit stickweiser Polynominterpolation zu tun



RICHARDSON-EXTRAPOLATION

e Richardson-Extrapolation basiert auf asymptotischer Entwicklung
A(h) = ag + a1hP? + aohP2 + ... 4 achPK + O (hPx+1)

mit &; unabhdngig von hund 0 < py < pPp < ... < Pry1
e mit 0 < § < 1 gilt dann im ersten Schritt

_ 0P1A(h) — A(6”'h)

A(h) — A6~ h)
fo 5P — 1

+O(hP2) = A(h)+ =255

+O(hP2)

d.h. far 6=P1 A(h), A(6~'h) Iéschen sich 6=P1a; AP und a6~ P1hP1 aus
e das Ausldschen der “ersten” Fehlerordnung wird wiederholt

e mit der Euler-Maclaurinschen Summenformel wissen wir von einer
asymptotischen Entwicklung (mit p; = 2 x i) far die Trapezformel

e Wahlvon é = 1/2, h = b — a ergibt die Romberg-Integration



ALGORITHMUS DER ROMBERG-INTEGRATION

Algorithm 4: Romberg-Integration
Data: Intervallgrenzen a.b, Schritte m, Funktionsauswertungen f() an
2M 4+ 1 dquidistanten Punkten
Result: Romberg-Integration von f der Stufe m
for i=0,...,i<=m do
h=(b—-a)/2
schritt = 2M~/ 1 passender Index-Abstand fiir diese Trapezformel
A() =f(0)/2
for j=1,...j<=2/ — 1 do
L A() = A() + f(*schritt)
A) =h*(A@) +f(2™M)/2)
for j=1,... j<=mdo
faktor = 4/
for i=m.,....i>=j do
L A@) = A@) + CAQ) - Al-1)/(faktor - 1)

return A(m) e




ADAPTIVE SIMPSON-ROMBERG-INTEGRATION

Algorithm 5: Adaptive Simpson-Romberg-Integration (ASRI)
Data: Intervallgrenzen a.b, Funktion f, fx(0)=f(a), fx(2) = f((a+b)/2),
x(4)=f(b). eps
Result: Adaptive Simpson-Romberg-Integration von f mit
Abbruchkriterium eps
h = (b-a)/2; m = (a+b)/2
S1 = (x(0) + 4*x(2) + fx(4))*n/3 > Simpson-Regel
(1) = f((a+h)/2); fx(3) = f((b-h)/2)
S2 = (fx(0) + 4*fx(1) + 2*fX(2) + 4*fx(3) + TxX(4))*h/6 > zus.ges. Simpson
A22 = (16*S2-S1)/15 > nach Romberg-Integration fiir Simpson
delta = abs(S2 - A22) > Fehlerschitzer
if delfa < eps then
L | = A22

else
L | = Alg.5 ASRI(a,m.f.fx(0),fx(1).fx(2) eps)

I =1+ Alg.5 ASRI(m,b .f,fx(2).fx(3).fx(4).eps) )
return | i




FOURIER TRIGONOMETRISCHE INTERPOLATION

e betrachten periodisches komplexes Interpolationsproblem

,o(xk):yk,k:O ..... n—1
und nutzen komplexes trigonometrisches Polynom vom Grad n — 1

n—1
x) =Y ce¥
j=0
e wir nutzen dquidistante Stutzstellen x, = 27tk /n und haben dann
Z w ¥y, j=0,..., n—1

mit wp := 2/N nte komplexe Einheitswurzel
° en’rsprechend ergeben sich reellwertig Formeln (hiern=2m+ 1)
g
20 I Z a;cos(jx) + bysin(jx)), a = 2Re(c;), b; = —2Im(c)) _
j=1 YR

und Summenformel fur a; = 2/n S~ 3 v cos(jxy). analog by mitsin ¢



DISKRETE FOURIER-TRANSFORMATION

o diskrete Fourier-Tranformation: Fn : C" — C" definiert durch
n—1 )
Faf=9 gji=)Y e ™f, 0<j<n
k=0

e die DFT kann als Multiplikation eines Vektors f mit der Matrix

(F) == e = ik

e basierend auf der Beobachtung (wn)? = wp,/» und geschickter
Umordnung gibt es die schnelle Fourier-Transformation (FFT) mit
O(nlogn) Aufwand fUr die Matrix-Vektormultiplikation Fnf

|:Fn/2 0 :|Hn

Fr= [/n/Q Dr1/2
O Fn/2

Iny2  —Dn/2

mit I Einheitsmatrix, Dy, = diag(1, e=27/n g=2ri2/n g=2mi(n-1)/n),
und Permutationsmatrix ITpv = (v, Vo, Vg, - - -, Va2, V1, V3, ..., Vh_1)
e Algorithmus auch auf Real- bzw Imagindrteil von f anwendbar o



e —
FFT ALGORITHMUS

Algorithm 6: FFT
Data: n, f(), s
Result: DFT von f der GréBe n
if n=1then
| g(0) =)
else
g0:n/2-1) = FFT(n/2, f(step 2),2s) > DFT von £[0], f[2s], ...
g(n/2:n-1) = FFT(n/2, f(1 + step 2), 25) > DFT von f[1], £[3s], ...
for k=0, ..., k <n/2 do
z=g(K
w = exp(+27mik/n)
x=w * gk+n/2)
gk) =z +x
gk+n/2) =z-x

return g

mit Bitmanipulationen I&sst sich die FFT im Platz und ohne Rekursion
effizient realisieren o



ITERATIONSVERFAHREN FUR LGS

o wir suchen x mit ||x — x*|| < el|x*|| fur x* = A~'b
e nutzen lterationsverfahren/Fixpunktgleichung x = Mx + Nb =: G(x)

xK+D = (1= wTA)xK + wp

mit M = W= (W — A), basierend auf Zerlegung A= W — E
e mit A= D — L — R ergeben sich per Wahl von

o W = D Jacobi-Verfahren / Gesamtschrittverfahren

o W = D — L GauB-Seidel-Verfahren / Einzelschrittverfahren

o W =11/, 7> 0 Richardson-Verfahren

o W=wD-L we (0,2) SOR-Verfahren



B
SOR-VERFAHREN

Algorithm 7: SOR-Verfahren, omega=1 gibt GauB-Seidel-Verfahren
Data: A(). b(, x(). kmax, eps, omega

Result: Approximation fUr Ax=b mit Residuum eps

k=0;r) =b0 - A() x0:; r0 = norm(r); err = r0; xold = x0

while err > tol und k < kmax do

k=k+1
fori=1,.. i<=ndo
s=0

for j=1,...j<=i-1do
| s=s+Al)) " x()
for j=i+1,...j <=ndo
| s=s+A(i)) " xold()
x(i) = omega * (b() -s)/A(.1) + (1 - omega) * xold(i)

B xgld() =x0; r0 =b0 - ALX0; err = norm)/r0
return x()

hier xold nur zur lllustration, programmiert wird mit nur einem Vektor !
Jacobi-Verfahren hingegen benodtigt zwei Vektoren xold und x .



KONVERGENZANALYSE

e Konvergenzanalyse basiert auf dem Banachschen Fixpunktsatz
e mit Mx + Nb als Iteration ist das Ziel || M|| < 1 in einer Matrixnorm
e dann g-lineare Konvergenz, sowie a-priori Schranken

k
e — x| < XD X

und a-posteriori Schranken
HX (k+1) X*H < ]LHX(kJr]) - X(k)H
e fUr diagonaldominante Matrizen A konvergieren Jacobi und
GauB-Seidel
e SOR braucht fir Konvergenz w € (0, 2)
e fUr symm. pos.def. konvergiert SOR fur w € (0, 2)



ITERATIONSVERFAHREN FUR NICHTLINEARE

GLEICHUNGEN

e Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle x* von f, also f(x*) =0

e Bisektionsverfahren, Halbierung des Intervalls [/, r] und Wahl der
Seite mit Vorzeichenwechsel, funktioniert sofern f(/)f(r) <0

e Regula falsi, neue Intervallgrenze ist Nullstelle der linearen
Interpolanten zwischen linker (/, f(1)) und rechter Grenze (r, f(r))
_ r—1 _If(r) — rf(1)
m=1- "0 =Fo =m0

f(r)y—f(I)
e beide haben globale, lineare Konvergenz

e Sekantenverfahren als lterationsverfahren mit beiden letzten
[terierten und linearer Interpolanten der dortigen Funktionswerte

(K) — x(k=1)
(kt1) — k) _ X =X (k)
X =X f(x
f(x(K)) — F(x(k=1)) )
e lokale, aber superlineare Konvergenz, also mit Ordnung p > 1 .



BISEKTIONSVERFAHREN

Algorithm 8: Bisektionsverfahren

Data: f (stetig auf (a.b), mit f(a)f(b) < 0), eps
Result: x mit |x — x*| < eps/2, wobei f(x*) =0
m = (a+b)/2; I=a; r=b
while //-r] > eps do
if f(m) = 0 then

L STOP

if f(Df(m) <O then

| r=m

else

L l=m
| m= (+n/2
retfurn m

fur Regula falsi ersetze im Algorithmus (und hat |x — x*| < eps)

r—1 _If(r) —rf())

GEEOE g

m=I-z FiN — () -




SEKANTENVERFAHREN

Algorithm 9: Sekantenverfahren

Data: f (stetig auf (a.b)), x0, x1, eps, nmax
Result: x als Naherung von x*

err =eps +1

fx1 = f(x1); X0 = f(x0)

while n < nmax und err > eps do

Nn=n+]

x =x1-1fx1 (x1 - x0)/(fx1 - fx0)
X0 = x1

xdO = fx1

x1 =X

fx1 = f(x1)

err = abs(x0 - x1)

retfurn m




NEWTON-VERFAHREN

e basiert auf Linearisierung der nichtlinearen Funktion f mit f(x) =0
mittels Taylor

0 = f(x*) ~ F(x@) + £ (xO) (x* — xO)
e ergibt als Iterationsverfahren
x(K+T1) — (k) _ (f/(x(k)))—1f(x(k))

e sofern ||(f'(z)) ||y < & und f’ Lipschitzstetig mit Konstante g gilt in
einer Kugel um x* mit Radius 2/ («f) quadratische Konvergenz
(sofern sich alles in einem konvexen offenem Gebiet befindet)

* o *
D —xefly < L xR,

e Newtfon hat somit schnelle Konvergenz, aber nur lokal und mit .
gréBerem Berechnungsaufwand it



ALGORITHMUS NEWTON-VERFAHREN

Algorithm 10: Newton-Verfahren zur approximativen Ldsung nichtlin-
earer Gleichungen
Data: f (stetig diff'bar), X0, eps, kmax
Result: x mit |x(k+1) — x(K)| < eps oder k > kmax
err =eps +1
x=x0
while k < kmax und err > eps do
W =" (x(k))
I6se Wp =-f(X) > z.B. LR-Zerlegung, oder iteratives Verfahren
X=X+p
k=k+1
err = norm(p)

return x




