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1. Wiirfelspiel [3+3+4 Pkt

Beim Wiirfelspiel “2 und 12”7 werden zwei Wiirfel gleichzeitig geworfen. Die Bank zahlt
dem Spieler das Zehnfache der Augensumme in Cent aus, wenn diese 2 oder 12 ist. Bei der
Augensumme 3 oder 11 erhélt der Spieler das Fiinffache in Cent und dei der Augensumme 4
oder 10 das Doppelte in Cent. Bei den Augensummen 5 bis 9 wird soviel in Cent ausbezahlt,
wie die Augensumme angibt.

a) Beschreiben Sie dieses Modell durch einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum.

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X =“Auszahlung
der Bank” an.

c) Welchen Einsatz muss die Bank mindestens verlangen, damit sie lingerfristig keinen
Verlust macht?

Losung

a) Q={1,...,6}% F =P(Q).
Das WahrscheinlichkeitsmaB P ist die Gleichverteilung auf Q: P({w}) = 5 fiir w € Q.
b) Durch das bestimmen der Anzahl von Elementen w € €, die zu einer bestimmten
Augensumme fithren erhélt man:
ko [5]6]7] 8 |9]15] 20 [55]120
POX =) | 5 [ 55 [ 56 [ 5+ 56 | 3 | 5 [ 36 T35 [ 55 | 36

Fiir alle anderen Werte von k£ € R gilt P(X = k) = 0.

¢) Damit die Bank langerfristig keinen Verlust macht, muss sie mindestens den Erwar-
tungswert der Auszahlung verlangen.

Diesen berechnet man wie folgt, da nach obiger Uberlegung P(X = k) = 0 fiir

keR\N
E[X] =) kP(X=k)

keN

1
= 35 (20430 + 424 64+ 36 + 30 + 80 + 110 + 120)
532 28 7
e R Y

36 36 9

Die Bank muss, da Cents die kleinste Einheit sind, mindestens 15 cent verlangen.






2. Bedingte Erwartungswerte [3+3+4 Pkt

a) Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), wobei 2 eine endliche Menge

ist. Es seien A, B € F zwei Ereignisse. Definieren Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit
von A gegeben B.

b) {X;,i > 1} sei eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen auf
(Q, F,P) mit Erwartungswert p. Zudem sei N eine Zufallsvariable mit Werten in N,
welche unabhéngig von {X;,7 > 1} ist und einen endlichen Erwartungswert besitzt.

i) Berechnen Sie fiir n € N den bedingten Erwartungswert E [ZZ]\LI X;|N = n]

Erinnerung: Der bedingte Erwartungswert ist der Erwartungswert beztiglich des
bedingten Wahrscheinlichkeitsmafses.

ii) Beweisen Sie, dass

E [i Xi] = pE[N].

Losung

a) Sei P(B) > 0.

Dann heisst

P(AN B)
P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

P(A|B) =

b) i) Da Q eine endliche Menge ist und N Werte in N annmmt, kann Y~  X; nur
abzéhlbar viele Werte annehmen. Bezeichne die Menge der moglichen Werte
mit S C R. Nach der Definition des Erwarungswertes haben wir (falls die rechte
Seite endlich ist, was wir automatisch zeigen)



weS
B N ZZ 1X =w,N =n)

; P(N =n)

P> 1X =w)P(N =n)

_“% P(N =n)
:ZwP (iXi—w>

weS i=1
i
—nE[;}l]:nu,

wobei wir zunéchst die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit verwendet
haben und anschliefend die Unabhéngigkeit der {X;,7 > 1} und N.

ii) Wir haben

5] -mefiee)

:Z ZP(ZX—MN—?}) (N =n)
:Z<pr (ZX —w|N—n>) (N =n)
=ZE[ZXi|N=n]P(N=n),

wobei hier zunéchst die Definition des Erwartungswertes und dann das Gesetz
der Totalen Wahrscheinlichkeit verwenbdet wurde. Die Summen diirfen wir ver-
tauschen da nur abzéhlbar viele der Summanden ungleich null sind (£ ist eine
endliche Menge). Nun erhalten wir mit Teil i),dass

> E [ZXANzn] P(N=n) =) nuP(N=n)



3. Experiment [2+8 Pkt]

Ein Experiment werde durch eine Markovkette mit zwei Zusténden r und s, und der Uber-
gangsmatrix
P (1/2 1/2 )
g l—gq

mit dem unbekannten Parameter 0 < ¢ < 1 beschrieben.
a) Zeichnen Sie den zur Markovkette gehorigen Graphen.

b) Das Experiment wird viele Male fiir jeweils lange Zeit ausgefiihrt, und man beobach-
tet, dass der Ausgang in 40 % der Falle durch den Zustand r, und in den restlichen 60
% der Fille durch s beschrieben wird. Bestimmen Sie den Parameter g und begriinden
Sie ihr Vorgehen.

Losung

a)
1/2
1/2

b) Wir bestimmen zunéchst Gleichgewichte der Kette. p ist Gleichgewicht genau dann
wenn:

pls) = (1= ) - (s) + 5 - u(r)
sowie pu(r) + p(s) = 1. Daraus folgt
p) = o) = T

T 1+2q’
die Kette besitzt also ein eindeutiges Gleichgewicht.

Nach Ausfithren des Experiments fiir lange Zeit erwartet man ein Ergebnis verteilt
nach g nach dem Konvergenzsatz fiir Markovketten/Ergodensatz fiir die Frequen-
zen. Nach dem Gesetz der groBen Zahlen/Ergodensatz sollte daher bei vielmaliger
Wiederholung gelten:

#Ausginge r
#Versuche

#Ausginge s

~ (), #Versuche uls) -

Damit folgt u(r) = (1 +2¢)~* ~ 0.6 und wir folgern ¢ = 1/3.






4. Operatornorm [3+3+4 Pkt

a) Definieren Sie zu einer Norm « +— [|z|| auf dem R™ die Operatornorm A — |||A||| fur
A e R™™

b) Zeigen Sie: Fiir n > 1 ist die Frobenius-Norm [|A[[r = />0, |a;;|* keine Opera-
tornorm.

Hinweis: Betrachten Sie die Identitatsmatrix 1 € R™"™.

c) Zeigen Sie, dass fiir eine Matrix A € R™" die zugehorige Operatornorm zur Norm
el = 225y | gegeben ist durch [||Al[]y = maxi<j<n 3204 [ag]-

Losung

A
() [I[A]l = sup,.zo 1220 = supy,_, [|Aal]

(b) Es gilt immer [[|1]|] = supj,— [|1]| = supj,y [#]| = 1, jedoch |[1]|r = v/n.

(c) Sei z € R" mit ||z|; =1, d.h. 2?21 2] =1

Azl = Z|Zawx3| < ZZMZ” || = Z|%|Z|aw|

=1 j=1 i=1 j=1
< Z E mgxz lay| = mkaxz ||
j=1 i=1 i=1

Sei nun m der Index, so dass > |a;m| = maxy Y., |a;x|. Dann gilt fiir e,,, € R™ ||| =
L und [|Aen|1 =D 0 [aim|, also

Ay = sup [|Az][y = [[Aen|l = Z |@im| = maxz |aik] -

llell=1 i=1 i=1






5. Gerschgorin [4+4+2 Pkt

a) Sei A € R A = (a;;);jer und r; = > izilaij|. Geben Sie das Lemma von Gerschgo-
rin an, d.h. formulieren Sie die beiden Aussagen fiir die Lage der Eigenwerte von A.

b) Geben Sie mit Hilfe des Lemmas von Gerschgorin eine moglichst genaue Abschétzung
der Eigenwerte von

2 0 0 0 O
0o 2 -1 0 O
B=|0 -1 2 -10
0O 0 -1 2 0
o 0 0 0 2

all.

c) Konnen Sie aus (b) folgern, dass B invertierbar ist?

Losung

(a) (i) Alle Eigenwerte von A liegen in

UB-.(aa)

el

(ii) Fir I; = {j € I : i mit j verbunden } liegen alle Eigenwerte von A in

U{Brta) U () 0B, (ai)) |

iel JEL
(b) Es gilt fiir B = (b;5);
® byo=b33=byy=2und ro =ry, =1, r3 =2, also
B1(2) = By, (b)) = By, (bss) C By(bs3) = Ba(2)
o [h=13=1,={2,3,4}, also

() 0B,,(b;;) = 0 fiir i = 2,3,4

JEL;
Damit folgt insgesamt, dass alle Eigenwerte im offenen Ball By(2) liegen.

(c) Da alle Eigenwerte im offenen Ball B,(2) liegen, ist 0 kein Eigenwert. Also ist B
invertierbar.
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6. De Casteljau

[3+3+4 Pkt

a) Geben Sie das De Casteljau - Schema zur rekursiven Darstellung der partiellen Po-

lynome b (t) an, wobei

k
b (t)=0b, €RY, Bl(t) = Zbi‘F‘]‘B‘?(t) :
=0

Hier bezeichnet t — B!'(t) das i-te Bernsteinpolynom vom Grad n auf [0,1]. Die

durch die Kontrollpunkte by, . .

Z?:o bian (t)

0
PO:(O

De Casteljau - Schemas.

Berechnen Sie fiir die drei Kontrollpunkte

) ne

die Auswertung des quadratischen Beziérpolynoms an der Stelle t =

). e

., by, definierte Bézierkurve ist gegeben durch B(t) =

12
8

}L mit Hilfe des

Schreiben Sie einen Programmecode, der fiir drei gegebene Punkte Py, P, P, € R?

und ein ¢ € [0,1] die Auswertung B = B(t) € R? der quadratischen Bézierkurve
B(t) = Y27, P,B2(t) mit Hilfe des De Casteljau - Schemas berechnet.

Hinweis: Der Code muss in einer Sprache geschrieben sein, die Sie auch in den Pro-
grammieraufgaben verwendet haben und kompilierbar sein. Sie diirfen z.B. das gege-
bene C++ Codefragment vervollstéandigen.

Losung
(a)

b () = (1= )b (t) + 0

(b) Setze P]§0) =P, firk=0,...,2.

1 Loo 150
1 Loo 150
1 1
PP =01- ZQPO(I) + ZPfl) —

Die Auswertung ist gegeben durch B(;ll) =

QF
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// Berechne fuer drei 2D-Kontrollpunkte PO, P1, P2 die Auswertung B
// der Beziérkurve an der Stelle t.
void deCasteljau ( double B[2], double P[3][2], double ¢ ){

// kopiere 3 Kontrollpunkte in double Werte,

// die im Algorithmus sukzessive ueberschrieben werden (konnen)

double pp[3][2] = {{P[0][0], PO][1]}, {P[1][0], PI][1]}, { P(2][0], PI2][1]}};

// de-Casteljau Algorithmus fuer quadratische Beziérkurven:
// berechne die Auswertung B(t) und schreibe B(t) in B
// (In den ndichsten Zeilen Code einfiigen!)
for (int j=0; 7<2; ++j)
for (int k=0; k<2—j; ++k)
for (inti=0; i <2; ++i )
pplkl[i] = (1 —t) * pp[k][i] + t = pp[k + 1][d];

for (inti=0; 1 <2; ++i )
Bli] = pp[0][i];

13



14



