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Aufgabe 1
Zu f € CY([0,1]) definiere

_y ; B"
-2 ()
wobei B!’ das i-te Bernsteinpolynom von Grad 7 bezeichnet. Zeigen Sie, dass gilt:
1. Fur f(x) =1ist fu(x) = 1.
2. Fur f(x) = xist fu(x) = x.
3. Fiir f(x) = x(1—x) ist fu(x) = (1 — Hx(1—x).
4 Lio(x —1)B}(x) < 5.
Hinweis: Zum Beweis von 4. verwenden Sie 1.,2.,3. und die Darstellung

2 = —t(1—t)+t.

Losung
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i denn x(1 —x) < 7 da x € [0,1].



Aufgabe 2 (Approximationssatz von Weierstraf})

Zeigen Sie, dass jede auf [0, 1] stetige Funktion f gleichmé&gig durch Polynome
approximiert werden kann.

Hinweis: Es sei f beschrankt und gleichméfig stetig, d.h.

Ve>0 30>0 Vx,y: |x—y|<d = [f(x)—fly)] < ;
Betrachten Sie nun fiir festes x die Indexmengen
RS .= {i 0<i<n, x—%'<(5}, Q= {i 0<i<n, x—% 25}
und verwenden Sie Aufgabe 1.
Losung
Mit f,,(x) aus Aufgabe 1 gilt:
1,1. 1 i ,
f(x) = fu(0)] < ) |f(x) = F(-)| B} (%)
i=0
€ i
<Y B+ Y [fO-fC)] Bl(x)
i€R, ieQy

<2C,da f beschr. ist |f|<C

€ n
<2 Y Bl(x)+ ¥ 2CB}(x)
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<20
1f<4~e n 2C 1
-2 62 4n €

<§ fiir n grof8 genug

Wihle zuerst € > 0 klein, dann n grof3.



Aufgabe 3
Beweisen Sie die Ableitungsformel (Satz 1.7. aus der Vorlesung)

L) = n (B ) B

mit Hilfe der rekursiven Darstellung der Bernsteinpolynome.

Losung

1, i=0
-:Bmz{ =0 apr_g

0, i#0
o Induktionsschritt :
ddABZ”“(A {AB (A)+ (1= A)BY(A)}
= B, (A) + (B” J(A) = B (A)) = B (A) + (1= A)n (BI5(A) = BI(A))
= BjL 1(7\) Bi'(A )
+n (ABIS () + (1= MBI ) —n (ABIS(A) + (1= )BT (A))

B, (A) Bi'(A)



Aufgabe 4

Zeigen Sie: Gibt man im Kontext kubischer Splines neben den Interpolationsbedin-
gungen s(t;) = f(t;) firi =0,...,] + 1 auch Randbedingungen

(i) s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b) (eingespannte Splines) oder
(ii) s”(a) = s"(b) = 0 (natiirliche Randbedingung) oder

(iii) s'(a) =s'(b), s"(a) = s"(b) (z.B. zusammen mit s(a) = s(b) fiir periodische
Funktionen f)

vor, so existiert eine eindeutige Splineinterpolation s € Sy .

Hinweis: Benutzen Sie die Optimalitdt der kubischen Splines.

Losung

(i), (ii), (iii) involvieren lineare Funktionale in s (s — s/, s — s”) und je zwei
Randbedingungen (RB). D.h. zu zeigen ist, dass die lineare Abbildung

Sun — <(S(ti))1530wl+l)

bijektiv ist. Wegen der Dimensionsgleichkeit ist nur die Injektivitit zu zeigen.

Nehmen wir also an f = 0. Zu zeigen: s = 0:
Offensichtlich gentigt ¢ = 0 allen Bedingungen (c(t;) = f(t;) & RB).
Aus (i) oder (ii) oder (iii) folgt

§-(e-9)lp=—ss7=0

und dann unter Verwendung von 1.13

b b
[ )Pt < [es) P =o.
a a
Hieraus folgt schliefilich
§=0

und wegen s € C2 und den Interpolationsbedingungen s(t;) = 0 die Schlussfolge-
rung s = 0.



