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Aufgabe 1 (Neville-Aitken Schema) 4 Punkte

Gegeben seien die Stützstellen t0 = t1 = 0 und t2 = t3 = 1.

(a) Berechnen Sie für eine Funktion f ∈ C1([0, 1]) die Gewichte Dt0...tj f für
j = 0, . . . , 3 des kubischen Hermit - Interpolationspolynoms Pt0t1t2t3 f mit Hil-
fe des Neville-Aitken-Schemas.

(b) Berechnen Sie für f (x) = sin(πx)
π das Polynom Pt0t1t2t3 f explizit.

Lösung

Dt0 f = f (t0)

Dt0t1 f = 1
1! f (1)(t0)

Dt1 f = f (t2) Dt0t1t2 f =
Dt1t2 f−Dt0t1 f

t2−t0

Dt1t2 f =
Dt2 f−Dt1 f

t2−t1
= f (t2)− f (t1)

t2−t1
Dt0t1t2t3 f =

Dt1t2t3 f−Dt0t1t2 f
t3−t0

Dt2 f = f (t3) Dt1t2t3 f =
Dt2t3 f−Dt1t2 f

t3−t1

Dt2t3 f = 1
1! f (1)(t2)

Dt3 f = f (t4)

also

Dt0t1t2 f =
Dt1t2 f − Dt0t1 f

t2 − t0
=

f (t2)− f (t1)

t2 − t1
− 1

1! f (1)(t0) = f (1)− f (0)− f (1)(0)

Dt1t2t3 f =
Dt2t3 f − Dt1t2 f

t3 − t1
= 1

1! f (1)(t2)−
f (t2)− f (t1)

t2 − t1
= f (1)(1)− f (1) + f (0)

Dt0t1t2t3 f =
Dt1t2t3 f − Dt0t1t2 f

t3 − t0
= f (1)(1) + f (1)(0)− 2( f (1)− f (0))



Mit f (x) = sin(πx)
π gilt f (0) = f (1) = 0, f ′(0) = 1 und f ′(1) = −1. Also

Pt0t1t2t3 f = Dt0 f + Dt0t1 f (t− t0) + Dt0t1t2 f (t− t0)(t− t1) + Dt0t1t2T3 f (t− t0)(t− t1)(t− t2)

= 0 + 1 · (t− 0)− 1 · (t− 0)2 + 0 · (t− 0)2(t− 1) = t− t2

Aufgabe 2 (Lagrange Interpolation) 4 Punkte

Für a = t0 < t1 < ... < tn = b mit h = maxi |ti+1 − ti| und f ∈ C2([a, b])
betrachten wir den stückweise affinen Interpolationsoperator Ih. Das bedeutet
(Ih f )(ti) = f (ti) und (Ih f )

∣∣
[ti−1,ti]

ist affin linear für alle i. Zeigen Sie

max
t∈[a,b]

| f (t)− (Ih f )(t)| ≤ C h2 .

Hinweis: Verwenden Sie die Taylorentwicklung und den Mittelwertsatz.

Lösung

Wir zeigen maxt∈[ti,ti+1]
| f (t)− (Ih f )(t)| ≤ C h2 für ein i ∈ {0, . . . , n− 1}. Es gilt

(Ih f )(t) = f (ti) + (t− ti)
f (ti+1)− f (ti)

ti+1 − ti
, t ∈ [ti, ti+1] .

Die Taylorentwicklung erster Ordnung von f um den Punkt ti ist gegeben durch
f (t) = f (ti) + f ‘(η)(t− ti) für ein η ∈ [ti, ti+1]. Der Mittelwertsatz besagt, es gibt
ein ξ ∈ [ti, ti+1], so dass

f ′(ξ) =
f (ti+1)− f (ti)

ti+1 − ti
.

Wiederholte Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt, es gibt ein ϑ ∈ [ti, ti+1] mit

f (t)− (Ih f )(t) = f (ti) + f ‘(η)(t− ti)− f (ti)− (t− ti)
f (ti+1)− f (ti)

ti+1 − ti

= f ‘(η)(t− ti)− f ′(ξ)(t− ti) = ( f ‘(η)− f ′(ξ)) · (t− ti)

= f ′′(ϑ) · (η − ξ) · (t− ti)

Da f ∈ C2([a, b]) gilt | f ′′(ϑ)| ≤ C, ferner gilt |η − ξ| ≤ h und |t− ti| ≤ h, also

max
t∈[ti,ti+1]

| f (t)− (Ih f )(t)| ≤ C h2 .



Aufgabe 3 (Kubischer B-Spline) 4 Punkte

Betrachten Sie die Knotenmenge t0 = 0 < . . . < t4 = 1 mit ti = i/4 für i = 0, . . . , 4
und berechnen Sie den kubischen B-Spline N0,4(t) durch die rekursive Formel in
Definition 1.21 explizit.

Lösung

N0,1 = χ
[0, 1

4 )
(t) , N1,1 = χ

[
1
4 , 1

2 )
(t) , N2,1 = χ

[
1
2 , 3

4 )
(t) , N3,1 = χ

[
3
4 ,1)

(t)

N0,2 =
t− t0

t1 − t0
N0,1(t) +

t− t2

t1 − t2
N1,1(t) =

{
4t, t ∈ [0, 1

4)
2− 4 t, t ∈ [1

4 , 1
2)

N1,2 =
t− t1

t2 − t1
N1,1(t) +

t− t3

t2 − t3
N2,1(t) =

{
4t− 1, t ∈ [1

4 , 1
2)

3− 4 t, t ∈ [1
2 , 3

4)

N2,2 =
t− t2

t3 − t2
N2,1(t) +

t− t4

t3 − t4
N3,1(t) =

{
4t− 2, t ∈ [1

2 , 3
4)

4− 4 t, t ∈ [3
4 , 1)

N0,3 =
t− t0

t2 − t0
N0,2(t) +

t− t3

t1 − t3
N1,2(t) = 2t N0,2(t) + 1

2(3− 4t)N1,2(t)

=


8t2, t ∈ [0, 1

4)
−16t2 + 12t− 3

2 , t ∈ [1
4 , 1

2)
1
2(3− 4t)2, t ∈ [1

2 , 3
4)

N1,3 =
t− t1

t3 − t1
N1,2(t) +

t− t4

t2 − t4
N2,2(t) = 1

2(4t− 1) N1,2(t) + 2(1− t)N2,2(t)

=


1
2(4t− 1)2, t ∈ [1

4 , 1
2)

−16t2 + 20t− 11
2 , t ∈ [1

2 , 3
4)

8(1− t)2, t ∈ [3
4 , 1)

N0,4 =
t− t0

t3 − t0
N0,3(t) +

t− t4

t1 − t4
N1,3(t) = 4

3 t N0,3(t) + 4
3(1− t)N1,3(t)

=


1
2(4t− 1)2, t ∈ [0, 1

4)
−32t3 + 32t2 − 8t + 2

3 , t ∈ [1
4 , 1

2)
32t3 − 64t2 + 40t− 22

3 , t ∈ [1
2 , 3

4)
32
3 (1− t)3, t ∈ [3

4 , 1)



Aufgabe 4 (Interpolationsfehler) 4 Punkte

Seien a = t0 < t1 < . . . < tn = b gegeben und f ∈ Cn+1([a, b]). Definiere das
n-dimensionale Simplex ∑n ⊂ Rn durch

n

∑ =
{

s ∈ Rn :
n

∑
i=1

si ≤ 1 , si ≥ 0
}

und setze s0 := 1−∑n
i=1 si.

(a) Zeigen Sie zunächst per Induktion über n die Identität

Dt0,...,tn f =
∫

∑n
f (n)
( n

∑
i=0

siti

)
ds1 . . . dsn .

(b) Folgern Sie dann: es gibt ein τ ∈ [a, b] mit Dt0,...,tn f = 1
n! f (n)(τ).

Hinweis: Benutzen Sie die Formel
∫

∑n ds1 . . . dsn = 1
n! (ohne Beweis).

(c) Zeigen Sie mit Hilfe obiger Darstellung von Dt0,...,tn f die Abschätzung

max
t∈[a,b]

| f (t)− (Pt0,...,tn f )(t)| ≤ C
(b− a)n+1

(n + 1)!
.

Lösung

Induktionsanfang (n = 0): f (s0t0) = f (1 · t0) = Dt0 f .
Induktionsschritt: Schreibe die rechte Seite der Gleichung (RS) wie folgt um:

(RS) =
∫
{∑n+1

i=1 si≤1, si≥0}
f (n+1)

(
t0 +

n+1

∑
i=1

si(ti − t0)
)

ds1 . . . dsn+1

=
∫
{∑n

i=1 si≤1, si≥0}

[ ∫ 1−∑n
i=1 si

0
f (n+1)

(
t0 +

n

∑
i=1

si(ti − t0) + sn+1(tn+1 − t0)
)

dsn+1

]
ds1 . . . dsn

=
∫

∑n

1
tn+1 − t0

[ ∫ (tn+1−t0)·(1−∑n
i=1 si)

0
f (n+1)

(
t0 +

n

∑
i=1

si(ti − t0) + sn+1

)
dsn

=

∫
∑n

[
f (n)
(

t0 + ∑n
i=0 si(ti − t0) + (tn+1 − t0)(1−∑n

i=0 si)
)
− f (n)

(
t0 + ∑n

i=1 si(ti − t0)
)]

dsn

tn+1 − t0

=

∫
∑n f (n)

(
tn+1 + ∑n

i=1 si(ti − tn+1)
)

dsn −
∫

∑n f (n)
(

t0 + ∑n
i=1 si(ti − t0)

)
dsn

tn+1 − t0

=

∫
∑n f (n)

(
∑n+1

i=1 siti

)
dsn −

∫
∑n f (n)

(
∑n

i=0 siti

)
dsn

tn+1 − t0

=
Dt1...tn+1 f − Dt0...tn f

tn+1 − t0

= Dt0...tn+1 f

Hierbei wurde die Notation dsn := ds1 . . . dsn und folgende Aussagen benutzt:



1. ∑n+1
i=0 siti = (1−∑n+1

i=1 si)t0 + ∑n+1
i=1 siti = t0 + ∑n+1

i=1 si(ti − t0)

2. Fubini

3. Substitutionsregel angewandt auf sn+1 7→ (tn+1 − t0)sn+1

4. Hauptsatz der Diff. und Integralrechnung

5. t0 + ∑n
i=0 si(ti − t0) + (tn+1 − t0)(1−∑n

i=0 si) = tn+1 + ∑n
i=1 si(ti − tn+1)

6. Umformungen ähnlich zu (1.)

7. Induktionsvoraussetzung

8. Satz 1.18

Dann gilt mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung: es gibt ein τ ∈ [a, b] mit

Dt0,...,tn f =
∫

∑n
f (n)
( n

∑
i=0

siti

)
dsn = f (n)(τ) ·

∫
∑n

ds1 . . . dsn =
1
n!

f (n)(τ)

Nun folgt mit Satz 1.18 und Teil (b)

f (t)− (Pt0,...,tn f )(t) = Dt0,...,tn,t f · wn+1(t) =
1

(n + 1)!
f (n+1)(τ) · wn+1(t)

und somit

max
t∈[a,b]

| f (t)− (Pt0,...,tn f )(t)| ≤
maxτ∈[a,b] | f (n+1)(τ)|

(n + 1)!
· max

t∈[a,b]
|wn+1(t)| ≤ C

(b− a)n+1

(n + 1)!


