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Aufgabe 1 (Neville-Aitken Schema) 4 Punkte

Gegeben seien die Stiitzstellen tg = t; =0 und t, = t3 = 1.

(a) Berechnen Sie fiir eine Funktion f € C!(]0,1]) die Gewichte Dy,..1.f fiir
j = 0,...,3 des kubischen Hermit - Interpolationspolynoms P;,t,t, f mit Hil-
fe des Neville-Aitken-Schemas.

(b) Berechnen Sie fiir f(x) = SIn() Jas Polynom Py, 1t f explizit.

7T

Losung
Dy f = f(to)
Dfoflf = %f(1>(t0) b 5
Dy f = f(t2) Dijitnf = %
Dtlfzf = thtjg:gtlf = f(tzt;:{l(tl) D, D Dtot1t2t3f = %W
Dy, f = f(t3) Dy f = w
szfsf = %fm(tz)
Dy f = f(ta)
also
D -D o) — f(t
Dy f = Dl =Pk D ZJB) g 400 40) = 1) - f10) - 00
Dy f — D ty) — f(t
Dtltztg,f = t2t3£7; — tltltzf — %f(l)(tz) _ f( Zti _{1( 1) _ f(l)(l) —f(l) +f(0)
D —D
Dy f = 22222l = D) 1) 1 ) (0) —2(£(1) - £(0)

t3 — to



Mit f(x) = S gilt £(0) = £(1) = 0, £/(0) = 1 und f/(1) = —1. Also

Pytytyts f = Diof + Doty f(t — to) + Drotyto f (= t0) (t — t1) + Dioryys f (£ — o) (t — £1) (t — £2)
=04+1-(t—0)—1-(t—0)2+0-(t—0)*(t—1) =t~

Aufgabe 2 (Lagrange Interpolation) 4 Punkte

Fira =ty < i < .. < t, = b mit h = max; |ty —t;| und f € C?([a,]])
betrachten wir den stiickweise affinen Interpolationsoperator Z,. Das bedeutet
(Znf)(ti) = f(t;) und (Zp.f)| ity 1St affin linear fiir alle i. Zeigen Sie

max f(H) = (Tf) (D] < Ch>.

Hinweis: Verwenden Sie die Taylorentwicklung und den Mittelwertsatz.

Losung

Wir zeigen maxcy, 1., | f(t) — (Znf)(£)] < Ch? fiir ein i € {0,...,n — 1}. Es gilt

(t—t) ftiv) — f(t)

tig1— &

(Znf)(t) = f(t:) +

, te [t,', tl'_|_1] .

Die Taylorentwicklung erster Ordnung von f um den Punkt ¢; ist gegeben durch
f(t) = f(t;)) + f'(n)(t — t;) fiir ein 57 € [t;, t;11]. Der Mittelwertsatz besagt, es gibt
ein ¢ € [t;, t;11], so dass

ftipa) = f(t)

tig1— ¢t

f(@) =

Wiederholte Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt, es gibt ein ¢ € [t;, ;1] mit

F(E) = (Taf) (1) = Flt) + FO)(E — 1) — £ (1) — (¢ — ) L) =S D)

tiv1 —ti
=) t—t:) = ()t —t)=(f(n) - f(E) (t—t)
=f"(®)-(1-¢) (t—t;)

Da f € C%([a, b)) gilt |f"(8)| < C, ferner gilt |y — &| < hund |t — t;] < h, also

max |f(t) = (Z.f)(1)] < Ch*.

te[titiza]



Aufgabe 3 (Kubischer B-Spline) 4 Punkte

Betrachten Sie die Knotenmenge tp =0 < ... <ty =1mitt; =i/4ftiri=0,...,4
und berechnen Sie den kubischen B-Spline Ny 4(¢) durch die rekursive Formel in
Definition 1.21 explizit.

Losung
No1 = X 1)(1‘), Ni1 =X 1)(f), Ny 1 = X1 3)(t), N34 =Xp 1)(f)
74 472 274
t—tg t—tp 4, t€0,1)
Nyo = t Ni(t) = ’ i
02 1 —t o1(t) +3 —t 1a(t) {2—4t, te i D)
t—t t—t3 41, te[i D)
Ni, = Ny (t Ny1(t) = ’ {3
oy —h 11()+t2—t3 21(t) {3—41&, tell?)
t—t t— ty a2, te[dd)
Moz = p, Naa (D) = Noa () = { 4-4t, te[3,1)
t—1o t—13 1
Noj3 = 7 ; o,z(t) + ; ; N1,2(t) =2t NO,Z(t) + 2(3 —4t)N1,2(t)
2— 1o 1— 13
8t2, te [0,}—%)
=9 —l6t?+12t—3, te[i )
1 2 1 3
:(3—4t)% telz )
t—t t—t
N1,3 = ; tl Nl,Z(t) + ; 4 Nz,z(t) = %(4t — 1) N1,2(t) +2(1 — t)Nz/z(t)
3—h 2 — 14
3t -1 telyy)
= —16t2+20t— 4, te[é,%)
8(1—1t)?, tel31)
t—to t—ty 4 4
Nog = —Nos(f) + —Nis(t) = 3¢ Nog(t) + 3(1 — £)Ni5(¢)
310 114
Tat-1)7? teol
) 3284322 -8t +2, tell )
- 2 13
323 — 64+ j;240t—§3, te [2'1)
S(1-t)°, te(g1)



Aufgabe 4 (Interpolationsfehler) 4 Punkte

Seiena =ty < t; < ... < t, = b gegeben und f € C"*!([a,b]). Definiere das
n-dimensionale Simplex }" C R"” durch

n n
Z:{SGIR”:ZSZ-SL si20}
i=1
und setze sp:=1—Y" ;s;.

(a) Zeigen Sie zunéchst per Induktion iiber n die Identitét
(fye)
Dy,,..t.f = i sitj)dsy ...dsy,.
' L i=0

(b) Folgern Sie dann: es gibt ein T € [a,b] mit Dy, s, f = 5 ") (7).

Hinweis: Benutzen Sie die Formel fzn dsy ...ds, = % (ohne Beweis).

(c) Zeigen Sie mit Hilfe obiger Darstellung von Dy, ., f die Abschdatzung

(b . a)i’l-i—l
traaa?b(] 1f(t) = (Pt f)(B)] < C NCE

Losung

Induktionsanfang (n = 0): f(sotg) = f(1-ty) = Dy, f.
Induktionsschritt: Schreibe die rechte Seite der Gleichung (RS) wie folgt um:

1
(RS) = / f(n+l) (to + Yi S,‘(ti — fo)) dsi ...dsyiq
(T si<1, 520} =

1_):?:1 Si n
_ (n+1)(t + s:(t; —tg) +s t —t )ds }ds ...ds
{Z;;l S<1, 5,50} {/O f 0 g 1( i 0) n+1( n+1 0) n+1 1 n

1 (tas1—t0)-(1=Xy ) "

= (n+1) e "

v thp1 —fo {/0 f (to + ;Sl(tl to) + Sn+1) ds

S | £ (b0 + S si(ti — to) + (a1 — o) (1= Tigsi) ) — FU (to + Ly silti — to) ) [ds”

Y

B tny1 — to

fzn f(”) (tnﬂ st — th))dSn B fZ” f(n) (to + Xy si(ti— to))ds”
- tn+1 —tp

Jer o ( L siti)dsn = Jg A (Z}LO Siti)ds"
B thr1 —to
— Dtl‘“thrlf _ Dt()...tnf

tn+l —to

= DtO---trH—lf

Hierbei wurde die Notation ds” := ds; .. .ds, und folgende Aussagen benutzt:



L siti = (1= S sito + Dy siti = to + S si(t — to)

2. Fubini

Substitutionsregel angewandt auf s, 11 — (t;4+1 — t0)Sn+1

Hauptsatz der Diff. und Integralrechnung

to+ Liosi(ti —to) + (tnp1 — o) (1 — Eilosi) = tng1 + Ll Si(ti — tnia)

Umformungen dhnlich zu (1.)

A S o

7. Induktionsvoraussetzung
8. Satz 1.18

Dann gilt mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung: es gibt ein T € [a, b] mit

ot f= / £ Zst ds = (”)(T)-/Zn dsl...dsn:%f(”)(r)

Nun folgt mit Satz 1.18 und Teil (b)

f(t) - (pto,m,tnf) (t) = Dfof---,tn,tf : wn+1<t) = (n _}1_ 1)|f(n+1)(T) : wnJrl(t)
und somit
max 5 | f" (7)] (b—a

- max [, 1 (8)] <

max |f(t) = (Py,...0,f) ()] <

cY "4
tea,b] (n+1)! te[a,b] — (n+1)!



