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Aufgabe 1 (Dirichletproblem in 1D) 4 Punkte

Fiir ein N € IN definiere Stiitzstellen x; = ih mith = N~ und i =0, ..., N. Eine
Funktion u € C([0,1]) kann approximiert dargestellt werden durch eine Folge
(u},)i—0,..,n mit uj =~ u(x;). Definiere nun den diskreten Differenzenoperator

i i—1
a—ui — uh B uh
h*h h

Fir ein f € C([0,1]) ist eine diskrete Energie (Dirichlet-Energie) definiert durch
N . 2 .
En[un] =} 5105wy h — f(xi) b,
i=1

(Bemerkung: Dies stellt eine Approximation an die kontinuierliche Dirichlet-Energie
Elu] = [y Yu'(x)]2 = f(x)u(x) dx fiir u € C'([0,1]) dar.)

a) Zeigen Sie: Unter den Randbedingungen u? = uN = 0 existiert ein Minimierer
g gung h h

von Ej,.
(b) Geben Sie ein Gleichungssytem an, um den Minimierer von Ej zu berechnen.

(c) Vergleichen Sie das Gleichungssytem aus (b) mit dem fiir Federketten in Kapitel
2.1.



Losung
(a) Zeige zundchst, dass E; nach unten beschrankt ist: Da u?l = 0 folgt u’;l =
Z 1 (u), — L_l) =h Z;‘:l 9, u}. Quadrieren ergibt

N

2 =1L o) <) ()" < N L 3n(5)
j= j=

j=1

Wahle « > 0 so, dass &« > h max; f(x;), d.h. fir jedes k gilt

N ) ) N
En[un) = Y 3 0y wjy = f(xi) huyy > N7 (u)? —a ), (1)
i=1 i=1

Angenommen fiir jedes C > 0 gibt es ein uy, mit Ej[uy,] < C Aus (1) folgt, dass
max; 1} mit C steigt. Wahle also C > 0 so, dass uf := max; u} > N?x. Dann folgt
aber mit

N .
Eplun] > N~Huk)? — Y up, > N~Hu*)? — aNuk > N1l N2« — aNuk =0

ein Widerspruch, weswegen Ej nach unten beschrankt ist.

Sei nun (1), C RN*! mit u, (uZ’i)i eine Minimalfolge, d.h. Ej,[u,] — inf, Ej[u].
Mit [uf| = max; [u}| = ||up||~ folgt aus (1):

N .
uf|> < N Epluy) + Y ufy < N Ej[uy] + aN?|uf],
=

also die Beschrianktheit von (u;),. Somit besitzt (u,), nach Bolzano-Weierstraf3
eine konvergente Teilfolge. Konvergenz im RN*! bedeutet komponentenweise
Konvergenz, daher erfiillt auch der Grenzwert die Randwerte.

b) Die notwendigen Bedingunegen fiir ein Minimum von E;, : RVN*! — R sind
( 8 gung n

— 0iEfuy] = ”h—_%l_ 'y
0 = 3iEyfuy] = ( fh) + (F——L - (-1))

& W f(x) :Zuh—ulh 1—u§1+1, furi=1,... N—1

und entsprechend h? f(xo) = u) — uj und h? f(xy) = uhN —u)"!. Das ergibt das
System unter Beriicksichtigung der Randwerte u) = u}Y = 0 das System

2 -1 ul f(x1) +uj f(x1)

-1 2 up ! flanor) +ufl flxn-1)



(c) Die Matrix stimmt mit der Matrix Aj aus der Vorlesung iiberein, jedoch ist hier
die Skalierung h—2. Die rechten Seiten unterscheiden sich, bei den Federketten
wirkte die konstante (!) Gravitationskraft.

Aufgabe 2 (Schwingung einer Federkette) 4 Punkte

Die Schwingung einer Federkette wird beschrieben durch die Gleichung
U+ A,U=0,

fur U = U(t) = (u'(t),...,uN(t)) € RN, wobei u°(t) = uN*1(t) = 0. Die Eigen-
werte bzw. Eigenvektoren von Aj, seien gegeben durch A4,..., Ay und Uy, ..., Uy.
Leiten Sie aus dem Ansatz

N
U(t) = g@-(t)Ui

und gegebenen Anfangswerten U(0) und U’(0) eine Darstellung der Losung her.

Losung
Ansatz fiir U(t) = YN | ¢;(t)U;:
N
0= (3 +An) U() = ) (9Fg:(H) + Aii(1) ) U;

i=1

Fiir 92¢;(t) + A;¢;(t) = 0 haben wir die Losung

¢i(t) = a;sin(y/Ait) + bj cos(/Ait) .
Die Darstellung U(0) = }_; «;U; und U'(0) = }; B;U; der Anfangswerte liefert

u(t) =) <txi cos(\/Ajt) + \/’8—)’71 sin(ﬂt))Ui

i

Aufgabe 3 (Differenzenquotienten hoherer Ordnung) 4 Punkte
(a) Sei f € C2(R) und x € R. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Taylor:

. (—f(x+2h)+4f(x+h)—=3f(x))
bt 2 =fx)

(b) Zeigen Sie, dass mit der Formel aus (a) Polynome vom Grad 2 exakt differen-
ziert werden.

Losung



(@) f : R — R sei 2-mal stetig differenzierbar. Taylor ergibt:

flx+h) = f(x)+f(x)-h+O(K)
flx42h) = f(x)+ f(x)-2h+O(K?)

= (—f(x+2h)+4f(x+h)—3f(x))
= (—f(x) +4f(x) =3f(x) + (=f'(x) +2f'(x)) - 2h + O(K?)

=0

—f(x+2h)+4f(x+h) —3f(x)
2h

(b) Sei p(x) = ag + a1x + axx? € P,, also p'(x) = ay + 2arx.

=

= f'(x) + O(h)

plx+h) = ag+ar(x+h)+ax(x+h)?

ag + a1x + arx? + ayh + ax2xh + ah>
p(x) + (a1 + 2a2x)h + axh?

ao + a1(x 4 2h) + ax(x + 2h)?

= p(x) + (ay + 2ax)2h + a,4h>

p(x + 2h)

Dann folgt

—p(x 4+ 2h) + 42ph(x +h) —=3p(x) _ %(—p(x) +4p(x) —3p(x))

-

=0

1
+5; (= (a1 +2a2%)21 +2(ay + 2a5x)2h)

1

— (—4ayh? + 4a,h?

—|—2h( azhv—i— Clzh/)
=0

= a1+ 2ax = p'(x)



Programmieraufgabe 2 (Abgabe in der Woche 6. - 10. Juli 2015)

Sei Q) C [0,1]? ein L-formiges Gebiet und f = 1. Losen Sie

—Au=f inQ
u=0 auf o)
unter Verwendung einer Finite-Differenzen-Diskretisierung. 0 1

Verfahren Sie wie folgt:

1. Das Rechengebiet D = [0, 1]* wird uniform durch die Knotenmenge x;; =
(ih, jh) fir 0 <i,j < Nund h = N~1, N € N, diskretisiert.

2. Das (weifse) Gebiet () wird diskretisiert durch eine Teilmenge der Knoten x;;,
wobei 0 < 7,j < N gelten soll. Genauer: () wird beschrieben durch ein Feld
Xij mit x;; = 1 falls x;; € Q und );; = 0 sonst.

3. Die diskrete Losung U wird beschrieben durch ein Feld Ujjmiti,j=0,...,N.
Dises wird mit U;; = 0 initialisiert, damit sind die Randwerte vorgegeben.

4. Zu implementieren ist die Anwendung der Diskretisierungsmatrix zu —A
auf einen Knotenvektor U (ohne die Matrix zu assemblieren!). Dabei iteriert
man iiber das gesamte Feld U, identifiziert innere Knoten (d.h. x;; = 1) und
nutzt auf diesen den Differenzenstern

1

5. Zur Losung des Gleichungssystems implementieren Sie das CG-Verfahren.

o)

. Stellen Sie die Losung U graphisch dar.

Hinweis: Auf der Homepage finden Sie ein Progammfragment in C++, welches die
Gitterverwaltung und Erstellung der Maske x (d.h. 1. - 3.), sowie Output-Routinen
zur Verfiigung stellt. Insbesondere kann die als ppm-File herausgeschriebene
Losung durch Aufruf der Mathematica Routine plot.nb visualisiert werden.



