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Aufgabe 1 4 Punkte

Fir A € R™" sei |||Al||2 die durch die euklidische Norm auf R” definierte Opera-

1
tornorm auf R™", und ||A||r := ( Pie1 |ai] ) die Frobenius-Norm. Zeigen Sie:

@) |||Alll2 = v/p(ATA), wobei p(B) := max; |A;| fiir A; Eigenwerte von B € R"".

Hinweis: Benutzen Sie die Polarzerlegung A = RU, wobei R € IR"" orthogonal
und U € R""" symmetrisch ist.

@) [[[Alll2 < [|A[lr < v/nll[All]2-

Losung

(i) Sei {v;}1<i<; eine (normalisierte, ||v;||, = 1) Eigenbasis der symmetrischen
Matrix ATA, mit entsprechenden Eigenwerten ¢; > 0 (die Singuldrwerte von A).
Fiir einen Vektor x = Y_1' ; x;0; mit || x|, = 1, gilt

[||A]l]2 = sup ||Ax|]z = sup 1/(Ax)TAx = sup /xT(ATAx)

[[x[2=1 [[x[2=1 [x[2=1
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= sup \/xTinATAvi: sup xTZxalvl
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B I\Tpl \/i i o)) < |s|up1mlax\/|7l V= o)

= sup y/p(ATA)|x|2 =+/p(ATA)
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also |||A]||2 < /p(ATA). Nun sei vy, ein Eigenvektor zum maximalen Eigenwert
om of ATA:

[[[Alllz = sup [[Ax[|

[|x]l2=1

> |Avnll2 = VonATAvy = /oul|vmll2 = 1/p(ATA)
also [[|Alll2 = /p(ATA).

(ii) Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir:

n l
1Al = sup [|Ax]2= sup (3 ( Zaux] ’)’
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Aufgabe 2 4 Punkte

Zeigen Sie |[|Al|[c = maxi<j<n Y q [a;] fiir A € R™.

Losung

n
Alllo = Axleo = <
1Al = Hjllip_l\l *[|oo = ”5|up_11r21a<§|]2;aux]\ suP max |x; 1<ZX|Z”17|

= sup l%lleo max [} |Zaz]| = max IZaz]| < max Z|a1]|

Wiahle 1 < m < n so, dass Z?:1|amj| = maxj<j<p 27:1|aij| und sei y € R” ein
Vektor mit y; = —1 falls a,,; < 0 und 1 sonst. Dann gilt ||y||cc = 1 und

A0 = || sHup IAx][co 2 [AY[leo = max IZaz]y;
X|leo=1

n
> 13wyl = 13 gl = - aws] = max ) |a;j|,

also [[|Al[]eo = maxi<i<y 27:1|‘1ij|-



Aufgabe 3 4 Punkte

Sei f € C([0,1]). Betrachten Sie die Gleichung
() = fx), xe01],
mit Randdaten u(0) = up und u(1) = u;.

(a) Geben Sie eine explizite Losung der Gleichung an. Verfahren Sie dabei wie
folgt: Berechnen Sie eine Funktion if durch zweimaliges Aufintegrieren von f und
berechnen Sie u als eine affin-lineare Korrektur von ii.

(b) Sei u € C?(]0,1]) eine Losung der Gleichung fiir konstantes f. Fiir N € IN
betrachten wir die uniforme Diskretisierung x; = ih fiiri =0,..., Nund h = N -1

Sei uy, die Gitterfunktion der diskreten Losung, d.h. —9, E);[uh = f, up(0) = uy,
up(1) = uy. Zeigen Sie, dass uy(x;) = u(x;) gilt.

Losung

(a)
i(x) = —/Ox /Osf(r)drds

u(x) = i(x) + 1o — 1(0) + ((m — (1)) — (o — #(0)) ) x

(b) d(x) = — [y [o fdrds = — [) sfds = —3fx* =

u(x) = ug + (]Ec—i—ul—u()) x—]zcx2
Dann folgt
_ 1
—0, 0y tt] vy, = — g tu(xion) = 2u(xi) + u(xin)}

1
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und #(0) = u,(0), u(1) = uy(1). Aus der Eindeutigkeit der diskreten Losung folgt
u(x;) = up(x;).

Aufgabe 4 4 Punkte

(i) Zeigen Sie, dass im R? der Laplace-Operator A in Polarkoordinaten (r,¢),
welche durch

(x,y) = @(r,¢) = (rcos (¢),rsin (¢))

definiert sind, wie folgt geschrieben werden kann:

A 02 L1o 1 02
o2 ror r29¢?
Hinweis: Es gilt (D®)~! = D&~ 1o ®.

(ii) Weisen Sie mit Hilfe von (i) nach, dass die Funktion u(r, ¢) := r3 sin (3¢) im

Gebiet G := (—1,1) x (=1,1) \ ([0,1] x [—1,0]) die Gleichung
Au=0 1ingG,

erfiillt, aber im Nullpunkt (0, 0) nicht differenzierbar ist.

Losung
(i)
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(ii)
0 2 1.2 0? 2
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=A nach (i)

Betrachte u(r, ¢) auf der Geraden mit ¢ = 37, also die Funktion

i(r) = u(r,%n) =73 sin(g) = V2,

welche in 7 = 0 nicht differenzierbar ist.



