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Aufgabe 1 (Operatornorm) 10 Punkte
Zeigen Sie: |||AB||| < |||A]|| |||B]|| fiir A,B € R™" und |||.||| Operatornorm.
Losung
Bx Bx
I|AB||| = sup [/ ABx| = sup [[Bx||- Ao || < sup [Bx|- sup [|A D]
Jx]=1 =1 B[l ™~ =1 TS L]
=[I[BI[[- ~ sup [JAy[| <|[[B][|- sup [[Ay| = [I[BI[|-[||Alll
ly[[=1, ycim(B) lyll=1

Aufgabe 2 (Diskretes Maximumprinzip) 10 Punkte

Sei (), C R? ein Wiirfelgebiet mit Gitterweite h. Sei u;, die Gitterfunktion der
diskreten Losung des Poisson-Problems, d.h. es gilt —Aju, = 0in (), und uy, = g,
auf 00),. Zeigen Sie: uj, nimmt sein Maximum auf dem Rand an.

Hinweis: Zeigen Sie: Nimmt 1), das Maximum im Inneren an, so ist u;, konstant.

Losung

Die Gitterdiskretisierung ist gegeben durch Knoten x;; = (ih, jh), sei u;; der Wert
von u, am Knoten x;;. Sei xy; ein innerer Knoten (d.h. 0 < k,I < N) an dem das
Maximum angenommen wird.

Angenommen, uy, ist nicht konstant. Das bedeutet uj; > u;; fiir alle i # k und
j # I und es existieren s,t € {—1,1} mit uy > U (x14) (44 Da uy die Gleichung
—Apuy = 0 im Inneren 16st, folgt

0 =4 — U1y — Uk 1)1 — Uk(—1) — Uk(1+1)
> dugy — Upg — Ug — Uy — U =0,

also ein Widerspruch.



Aufgabe 3 (Eigenwerte) 8+2 Punkte
Betrachten Sie die Matrix

11000
12100
A=]101100
00072
00029

(a) Geben Sie mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin eine moglichst genaue Angabe
tiber die Lage der Eigenwerte.

(b) Konnen Sie folgern, dass die Matrix invertierbar ist?

Losung

(@ Esgilt; =, =13 ={1,2,3}, L = Is = {4,5}, also
ﬂjellaBrj (El]]) = ﬂjelzaBrj(a]']') = ﬂj€13aBrj(aj]-) =0
ﬂ]'614aBrj (11]]) = ﬂj€15aBr].(a]~j) = {8 + \/§i, 8 — \/él}

Nach Lemma 2.15 (ii) liegen die Eigenwerte von A in

(B2(2) U {0}) U (Ba(7) UB,(9) U {8+ V3i, 8 — V3i})

(b) Nein, da 0 als Eigenwert nicht ausgeschlossen werden kann.

Aufgabe 4 (De-Casteljau-Algorithmus) 7+3 Punkte

(a) Berechnen Sie fiir die Kontrollpunkte P, ..., P; die Auswertung des kubischen
Bezierpolynoms an der Stelle ¢ = % mit Hilfe des de Casteljau-Algorithmus:

n=(0). = (3). me(B8), (%)

(b) Schreiben Sie den Pseudocode fiir ein Programm, das fiir vier gegebene Kon-
trollpunkte Py, ..., P; € R? die Auswertung des kubischen Bezierpolynoms an der
Stelle t mit Hilfe des de Casteljau-Algorithmus berechnet.

Losung

(a) Setze PIEO) =P furk=0,...,3.

1 1 0 3 3
Pél):(l‘?l’éo)*épl(m:<0)+<6):(6>
6

PY = (1- %)Pl(o) L 1p) = (

12
1 1
B =1-3)p" + 37" = ( }é
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(b)

// Berechne fuer vier 2D-Kontrollpunkte PO, P1, P2, P3 die Auswertung B
// der Bezierkurve an der Stelle t.
void deCasteljau ( double B[2], double P[4][2], double t ){

// kopiere 4 Kontrollpunkte in double Werte,

// die im Algorithmus sukzessive ueberschrieben werden

douvle pp[4][2] = {{P[0][0], P[0][1]}, {P[1][0], P[LI[1]}, {P[2][0], P[2][1]}, {P[3][0], P[3] 1]} };

// de-Casteljau Algorithmus fuer quadratische Bezierkurven:
// berechne die Auswertung B(t)
for (intj=0; j <3; ++])
for (intk=0; k<3 —j; ++k)
for (inti=0; i <2; ++i)
pplkl[i] = (1 —t) = pplk][i] + t = pp[k + 1][i];

// schreibe B(t) in B
for (inti=0; i <2; ++i)
Bli] = pplO][i];

Aufgabe 5 (Party) 3+3+4 Punkte

Bei einer Party wird der Eintrittspreis gewtirfelt. Der Gast zahlt die obenliegende
Augenzahl in Euro als Eintrittspreis.

a) Zum Wiirfeln wird ein normaler Wiirfel verwendet. Beschreiben Sie dieses
Modell durch einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum.

b) Nun haben Sie die Wahl mit einem normalen Wiirfel zu wiirfeln oder 3
Euro zu bezahlen. Berechnen Sie den zu erwartenden Eintrittspreis, falls Sie
wiirfeln. Sind 3 Euro ein fairer Eintrittspreis?

¢) Nun wird ein siebenseitiger Wiirfel verwendet auf dem die Augenzahlen
aus der 1 und den ersten sechs Primzahlen bestehen. Beschreiben Sie dieses
Modell ebenfalls durch einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum. Wie hoch
ist, wenn Sie nun wiirfeln, der zu erwartende Eintrittspreis?



Aufgabe 6 (Bedingte Wahrscheinlichkeiten) 4 + 6 Punkte

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q), F,P), wobei Q) eine endliche
Menge ist.

a) Es seien A, B € F zwei Ereignisse. Definieren Sie die bedingte Wahrschein-
lichkeit von A gegeben B.

b) Beweisen, Sie die folgende Aussage: Seien By,...,By € F, paarweise dis-
junkte Mengen, so dass (i) UnNlen =, (ii) P(By) > 0, fiir alle n.

Dann gilt fiir alle A € F, dass Y, P(A|B,)P(B,) = P(A).

Aufgabe 7 (Bedingte Wahrscheinlichkeiten) 2 + 2 + 4 Punkte

Eine Markovkette werde durch folgende Ubergangsmatrix beschrieben

1 0 0
P=|1/4 1/2 1/4] .
0 0 1

a) Geben Sie den zur Markovkette gehorigen Graphen an.

b) Zeigen Sie, dass die Markovkette mehr als eine invariante Verteilung hat und
bestimmen Sie alle invarianten Verteilungen.

c) Zeigen Sie, dass lim,;;,, P" existiert und bestimmen Sie die Grenzmatrix.



