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Aufgabe 1. (Eulerverfahren fiir Anfangswertprobleme)

Fiir das Anfangswertproblem
i(t)=t—1t,  x(0)=0.

sollen mit Hilfe des Euler—Verfahrens Niherungswerte y*) berechnet werden. Man gebe
z(t) und y*®) explizit an und zeige, dass an jeder Stelle t = k - h = const. der Fehler fiir
h — 0 gegen Null konvergiert.

Aufgabe 2. (Explizites und implizites Euler-Verfahren)

Das Anfangswertproblem
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soll mit dem expliziten und dem impliziten Euler—Verfahren mit fester Schrittweite h

gelost werden. Bestimmen Sie jeweils explizit die Iterierten (y]f , ylg) und vergleichen Sie
diese mit der exakten Losung an der Stelle ¢ = k - h. Was stellen Sie fest?

Aufgabe 3. (Heun-Verfahren)

Gegeben sei das Anfangswertproblem #(t) = f (¢, x(t)), x(to) = xo. Beweisen Sie mithilfe
der Taylor-Entwicklung, dass das Verfahren von Heun,

.
y & = y® - 2 (F 1y ™) + F (b y® + it (e, y™)).

die Konsistenzordnung zwei hat, falls f geniigend glatt ist.

Programmieraufgabe 1. (Planetenbewegung)

Ziel dieser Aufgabe ist es, in einem vereinfachten Modell unseres Sonnensystems die
Bewegung von Sonne, Erde, dem Planeten Jupiter und einem Kometen &dhnlich dem
Halleyschen Kometen zu simulieren. Die Bahnen verlegen wir in den zweidimensionalen
Raum und die Sonne in den Ursprung. Die Korper werden als jeweils ein Partikel dar-
gestellt, zwischen den Partikeln wirkt das Gravitationspotential.

Algorithmus

Wir verwenden die Geschwindigkeitsform des Verlet-Algorithmus verwenden. Alle vek-
toriellen GroBen z, F,v sind in RY (hier N = 2). Wir erhalten
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Fiir die Geschwindigkeit ergibt sich
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Thermodynamische Grofien, wie zum Beispiel die kinetische oder die potentielle Energie,
konnen alle zum gleichen Zeitpunkt ¢ berechnet werden, da die Orte wie auch die Ge-
schwindigkeiten der Partikel zum gleichen Zeitpunkt vorliegen. So 148t sich die kinetische
Energie
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zum Zeitpunkt t¢,, direkt nach den Geschwindigkeiten v; berechnen. Ebenso erhilt man
die potentielle Energie
V=V (z},...,xN)

(2

zum Zeitpunkt ¢, aus den Orten z7,...., 2% der Partikel zum Zeitpunkt ¢,. Alles zu-
sammen ergibt sich der Algorithmus 1.

Algorithm 1: Geschwindigkeits-Verlet-Algorithmus

Start mit Anfangsdaten x, v, t;

Hilfsvektor F°;

berechne Kréfte F';

while t < t_end do

t =1t + delta_t;

for Schleife iber all i do > update z

x; = z; + deltat x (v; +.5/m; x F; * delta_t);
Fviold = Fj;
berechne Krifte F;
for Schleife diber all i do > update v

L v; = v; + deltat x .5 / m; x (F; + FZ-Old);

berechne abgeleitete Groflen wie z.B. kinetische oder potentielle Energie;
| gebe Werte t, z, v sowie abgeleitete Groflen aus

Implementierung

Dafiir kénnt (und sollt!) ihr folgendes Geriist fiir die Implementierung benutzen und die
fehlenden Methoden implementieren. Wir nutzen fiir die Partikel eine Klasse, in der die
Daten fiir jedes Partikel gespeichert sind, hier konnen wir die Variablen fiir Masse, Ort,
Geschwindigkeit und Kraft der Zeitintegration direkt {ibernehmen.

1 class Particle:

2 def __init__(self, m, x, v, F=((0.,0.)), F_0ld=((0.,0.)), number=None ):
3 self .mass = float(m) # Masse

4 self.x = array(x, float) # Ort

5 self.v = array(v, float) # Geschwindigkeit

6 self.F = array(F, float) # Kraft zum aktuellen Zeitschritt

7 self .F_old = array(F_old, float) # Kraft zum vorherigen Zeitschritt
8 if not number is None:

9 self .number = number

10

11 def update_x(self, delt):

12 ’?’’bewegt das Partikel’’’

13

14 def update_v(self, delt):
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’’’update der Geschwindigkeiten,
Rueckgabe der kinetischen Energie’’’

Die Klasse Problem enthélt problemspezifische Variablen wie z.B. den Namen, Zeit-
schrittweite, usw. Auflerdem wird hier die Routine fiir das verwendete Potential, usw.

class Problem:
def __init__(self, filename):

def read_particles(self, filename):

def write_particles(self, file, time):
output = ’%d\ntimey=,%f\n’ % (len(self.particles), time)
file.write (output)
for particle in self.particles:
output = ’%sy’ % particle.number
for i in particle.x:
output += ’Ygy’ % i
output += ’\n’
file.write (output)

def comp_forces(self):
’?’’Berechnung der Kraefte, ruft fuer jedes Partikelpaar force auf
Rueckgabe der potentiellen Energie’’’

def force(pl, p2):
’’’Kraftberechnung zwischen zwe? Partikeln beim stellaren Beispiel
Rueckgabe der potentiellen Energie’’’

Die Kraftberechnung soll zunéchst ganz elementar ausgefithrt werden, indem wir fiir die
Kraft auf das Partikel ¢ seine Wechselwirkung mit jedem anderen Partikel j bestimmen.
Die Kraft auf ein Partikel ¢ erhalten wir wegen
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gerade als Summe iiber die Einzelkrifte F;; = —V,,U(ps, p;). Die Berechnung der Kriifte
kann dabei (vorerst) als zweifache Schleife {iber alle Partikel geschrieben werden.

Der Halleysche Komet

Unser Zeitintegrationsverfahren kommt urspriinglich aus der Astromomie. Es wurde be-
reits 1790 von Delambre und spéter von Stormer und anderen zur Berechnung von
Planeten- und Kometen- und Teilchenbahnen benutzt. In Anlehnung daran betrachten
wir ein einfaches astronomisches Problem. In einem vereinfachten Modell unseres Son-
nensystems simulieren wir die Bewegung von Sonne, Erde, dem Planeten Jupiter und
einem Kometen &hnlich dem Halleyschen Kometen. Die Bahnen verlegen wir in den
zweidimensionalen Raum und die Sonne in den Ursprung. Die Korper werden als je-
weils ein Partikel dargestellt. Zwischen den Partikeln wirkt das Gravitationspotential.
Ein Satz von Anfangswerten ist in Tabelle 1 aufgefiihrt. Die resultierenden Bahnen der
Himmelskorper sollen ausgerechnet und dargestellt werden.

Im folgenden Beispiel verwenden wir das (skalierte) Gravitationspotential

U(pi,pj) = —mim; /7y



als paarweise Wechselwirkung. Aus dem Potential erhalten wir die Kraft
mym;
Fij = =V, U(pi,pj) = 713 L,
Ty
die von Partikel j auf Partikel i ausgeiibt wird. Dabei bezeichnet 7;; := x; — x; den
Richtungsvektor zwischen den Partikeln ¢ und j an den Orten z; beziehungsweise x;
und 7;; dessen Norm.

MSonne = 1, TSonne = (070)7 USonne = (0,0),
MErde = 3.0- 1076 ’ TErde = (071)7 VBrde = ('170)7
mjupiter = 9.55-1074 y L Jupiter = (07536)7 UJupiter = (‘O 425,0),
MHalley = 1-1071, THalley = (34.75,0),  vmaiey, = (0,0.0296),
o = 0.015, teng = 468.5

Tabelle 1: Parameterwerte fiir eine vereinfachte Simulation der Bahn des Halleyschen
Kometen

Gibt man die Orte der Partikel zu jedem Zeitschritt so aus, wie es im Beispielprogramm
angegeben wird, so kann man eine einfache Visualisierung durchfiihren.

import numpy
import pylab

file=open(’partikel.out’)

x = []
y = [1

for i in file:

num_particles = int (i)

a=file.next ()

x_step = []

y_step ]

for j in range(num_particles):
line=file.next ()
fields = line.split()
x_step.append(fields[1])
y_step.append(fields [2])

x.append (x_step)

y.append(y_step)

X = numpy.array(x)
y = numpy.array(y)

pylab.plot(x,y)
pylab.show ()
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Zur Kontrolle der Energieerhaltung werden diese zu jedem Zeitschritt rausgeschrieben
und konnen dann einfach visualisiert werden. Die folgende Routine nimmt an, dass die
Energien eines Zeitschritts in einer Zeile geschrieben sind.

import numpy
import pylab

file=open(’energies.dat’)
energies=[]

for line in file:
energies.append(line.split ())

energies = numpy.array(energies)

pylab.plot(energies)
pylab.show ()

(16 Punkte)

Abgabe am 15.06.2015 oder 16.06.2015 im CIP-Pool. Weitere Hinweise finden Sie auf
der Webseite.




