Ubungen zur Ingenieur-Mathematik II SS 2015
Blatt 4 30.04.2015

Aufgabe 14: Differenzieren Sie die Funktion f(x) = 2” = exp(zInz) numerisch an
der Stelle xy = 3 mit dem zentralen Differenzenquotienten und dem
Vorwirtsdifferenzenquotienten fiir h = 107, h = 1072, h = 1073,
Vergleichen Sie Thre numerischen Ergebnisse mit dem exakten Wert
1/(3) = 33(In3 + 1). Tragen Sie die Fehler fiir die verschiedenen Werte
von h in eine Tabelle ein.

LOSUNG:

f(3) = 3¥=3.3.3=27
f/(l') — (exlnx)/

1
= exlnx-{l-lnx—i—x-—}
x

= 2% - (lnx+1)

3% (In3+1)

= 27-(1+1n3)

274 27-1n3

27(1 + 1,098612289)
56,66253179 (Taschenrechner)
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Zentraler Differenzenquotient:

f(zo+h) — flxo —h)

ZD h) =

1 1 1 1 1
h=10"'=— h=102%= —=— h=10%= — = ——

10’ 102 100’ 103 1000

B b 2D, (3. i) _ B - f29)
10 10 1/5
5-((3,1)* —(2,9)*?)
5 - (33,35963198 — 21,92573667)
5-11,43389531
57,16947654

|Fehler| =~ 57,16947654 — 56,66253179 ~ 0,50694475
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Q

Q



h=1557 203, 55) = 50 ((3,01)*%F — (2,99)>%)
~ 50 (27,5730718 — 26,43972009)
~ 50-1,13335171
~ 56,66758548
| Fehler| =~ 56,66758548 — 56,66253179 ~ 0,005053685

1

1
h=—": ZD;(3 —
f(3’1000

) = 500 ((3,001)>%" — (2,999)>%)
500 - (27,05672654 — 26,94340137)
500 - 0,113325166

56,66258295

56,66258295 — 56,66253179 ~ 0,00005116

Q

Q

Q

Q

| Fehler|

Vorwértsdifferenzenquotient:

VD h) =
f(.To, ) h
="' .vp (3 1) ~ 63,59631979
T 10 AT R
|Fehler| ~ 6,933787997
h—_t . vp (3 1) ~ 57.30718008
~ 100 29007 70

|Fehler| ~ 0,64464829

1 1
h=——:VD —) = 2
VDy(3, 1000) 56,7265386

|Fehler| ~ 0,06400681

1 1 1
h 0 o Toag
ZD;(3,1) | 0,507 | 0,00505 | 0,0000512

VD;(3,h)| 693 | 0,645 | 0,0640

Man sieht gut die unterschiedliche Approximationsordnung: Beim Vorwérts-
Differenzenquotienten wird der Fehler um den Faktor 10 kleiner, wenn man h durch
10 teilt (Ordnung O(h)). Beim zentralen Differenzenquotienten wird der Fehler bei
der Zehntelung von i um den Faktor 100 kleiner (Ordnung O(h?)).




Aufgabe 15: Bestimmen Sie das Polynom p(x) dritten Grades, das die folgenden Wer-

LOSUNG:

Probe:

te annimmt:

z| 0 1] 3] 4
vil 2] 4] 5] 10

a) Bestimmen Sie das gesuchte Polynom p(z) {iber ein lineares Glei-
chungssystem.

b) Bestimmen Sie das gesuchte Polynom p(z) unter Benutzung von
Lagrange-Polynomen.

¢) Wie éndert sich p(5), wenn y = 5,02 statt yo, = 5 gesetzt wird?

p(O)ZZ = &0:2
p(l)=4 = 2+4+a+ay+a3=4
&S aytaytaz=2 1
p(3)=5 = 24 3a;+9as+27a3 =5
S ap+3ax+9a3=1 11
p(4):10 = 2+ 4a; + 16ay + 64a3 = 10
& ap 4 4ag + 16a3 =2 111
Im—1I: 2a9 + 8az = —1
IIT—1: 3as + 15a3 =0 & ay = —bdag
= —10a3 + 8az = —1
1
& 2a3=1 & CL3:§
S ay= 2
2T
5 1
= a1:2—a2—a3:2+§—§=4
) 1
= p(r) =2+ 40 — —2® + ~2°
2 2
p(0) = 2 v
5 1
45 27 18
3 = 2412- D+ U195 ¢

p(4) = 2416—404+32=50—40=10 v



b) Lagrangeformel: p(x) = 2po(x) + 4p1(z) + 5p2(z) + 10p3(x)

mit:

po()

pi()

p3()

z(x—1)(z—4)
33— 1)(3—4)
(—é) (2% — 52% + 4x)

1 5) 2
—6x3 + 6$2 — gl’
z(z —1)(z — 3)

A(4—1)(4—=3)

1
E(xg — 42* + 3z)

+2-1
1

)
2+4$—§$2+§$3 \/



125 125
p(5) = 2+20_7+T:22
plz) = plw)+0,02-ps(z)

= p(5) = p(5) 40,02 pa(5)
2 ( 125 125 10)
= 24— [——— -

100 6 6 3
_ gL .2

10 3
_ oL

15

Aufgabe 16: Bestimmen Sie ein quadratisches Polynom p(zr), das in 0, § und 7 mit
f(z) = sinx iibereinstimmt.
Rechnen Sie den Fehler |f(z) — p(z)| in o = § explizit aus.

LOSUNG:
f(z) = sinz
f(0) = sin0=0
f(m/2) = sin(n/2) =1
f(m) = sin(r) =0

Fnft) = singr/a) = Y2

Gesucht: p(z) = ag + a1z + agz? mit p(0) =0, p(r/2) =1, p(r) =0

Lagrangeformel: p(z) = 0po(x) + 1p=(x) + 0 p,(x)

s
2

5 )
4 4 4
= —P:L’(x —7) = p e
Alternativ:
p(0)=0 = ay=0
2
p(r/2)=1 = alg +a2% =1
= 207 +ayn? =4 1
p(m) =0 = am+an®=0 1II
HIL.ayzmn=4 = a1 = %
Einsetzen in II: 4 + aum2 =0 < ay = —% .

Explizite Berechnung des Fehlers:
lp(mw/4) — f(7/4)| = 0,75 — 0, 707106781 ~ 0, 042893219



Aufgabe 17: Betrachten Sie die Kurve

v:[0,4] - R A(t) = < e ) - < COS(%% ) '

72(t) sin(

Interpolieren Sie die beiden Funktionen 7;(t) und ~5(t) durch Polynome
p1 und po mit den Stiitzstellen 0, 1, 2, 3 und 4.
Nun definieren wir die Kurve

p:[0,4] = R, p(t) = (gigg > .

In welchen Punkten schneiden sich die beiden Kurven v und p?
Ist p eine geschlossene Kurve?

LOSUNG: Interpolation von cos(5t):

p1(t) 1a8t sich schreiben als
pi(t) =1-Lo(t) + (1) - La(t) + 1 - La(?),

wobel Lz(t]) = 51]

(t—1)(t—2)(t—3)(t—4)

Pl = 0o n0=2)0-3)0-1
1 4 3 2
= ﬂ(t — 10t° + 35t° — 50t + 24)
(t—0)(t = 1)t —3)(t — 4)
RO = aope-ne-se -1
L 4 3 2
= (' =87+ 1987 —121)
Lt) = (t—0)(t -1t =2)(t—3)

(4—-0)(4—-1)(4-2)4-3)

1
= ﬂ(t4 — 6t° + 11¢* — 6t)

= pi(t) = Lo(t) — La(t) + La(t)

1 1 .

1 1
ﬂ(2754 — 16t + 46t* — 56t + 24) — 1(t4 — 8t° + 19t — 121)
1, 4., 17, 2
= - T
6 73 60 37



Interpolation von sin(5t):

t|0]1|2] 3 |4
yi|[0]1]0]-1]0

po(t) 148t sich schreiben als
palt) = 1- Lu(t) + (~1) - La(t)

wobel Lz(t]) = 51]

(t—0)(t = 2)(t=3)(t —4)

A T TGy
= _1(t4_9t3+26t2—24t)

6
L - =0U=DE=20 -4

B-0B-DB-2)3-4)
= _%(t‘* — 7t* 4+ 14> — 8t)

1 1
= _6(t4 — 9t + 26t% — 24t) + 6(154 — Tt? + 14¢% — 8t)
1
= §(ti” — 6t + 8t)

Da wir fiir die Berechnung von p die Stiitzstellen 0, 1, 2, 3 und 4 vorgegeben haben,
schneiden sich die beiden Kurven 7(t) und p(¢) in den Punkten

p(t) ist eine geschlossene Kurve, da p(0) = p(4).

Aufgabe 18: Zeichnen Sie die beiden Kurven
v:[0,4] = R?, () = ( %(ti

und

: 2 (o) gttt =P 2+

mit MATLAB.



LOSUNG:

function plotCurveln2d
% plots two curves in 2d

y = 0:0.01:4;
x_1 = cos(pixy*0.5);
x_2 = sin(pi*y*0.5);

plot(x_1,x_2)
axis equal

% damit zwei Ausgaben uebereinander gelegt werden koennen
hold on

% y. 4 bedeutet, dass komponentenweise y(i)“~4 berechnet wird
z1=-1%xy."4/6+4*xy."3/3-17%xy."2/6+2x%y/3+1;
z2=(y."3-6%*y."2+ 8 *xy) /3

% mit ’r--’ legt man fest, dass die zweite Ausgabe
% rot und gestrichelt dargestellt wird
plot(z_1,z_2,’r--?)

hold off

0.8

0.6

0.4

0.2F

Die Kurve ~(t) ist in blau dargestellt und die Kurve p(t) in rot und gestrichelt.



