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Aufgabe 15 (Fehlerabschitzung fiir Ableitungen) 4 Punkte

Sei T C RY ein nicht-degeneriertes Simplex mit Durchmesser # > 0 und sei f €
CK+1(T). Verfahren Sie dhnlich zum Beweis von Satz 2.13 aus der Vorlesung und
zeigen Sie, dass fiir die Ableitungen von f die Fehlerabschidtzungen

198 (f = L(f)) o < CHEHIBL DEFL £

gelten, wobei I;,(f) € 77]? das Interpolationpolynom von f auf dem Simplex T und
B = (B1,...,Bs) ein Multiindex mit |B| < k ist.

Hinweise:

e Falls Ihnen Schritt (ii) des Beweises Schwierigkeiten macht, konnen Sie stattdessen
versuchen, die Aussage fiir f € CKHIBIF1(T) zu zeigen.

o Zeigen Sie fiir Schritt (iv) des Beweises, dass eine Ungleichung der Form

105 (f = () lleor < CplAT") lﬁl%llaz(f— 1)o7

gilt und finden Sie eine passende Abschiitzung fiir Cg(A7 ).

Aufgabe 16 (Diskrete Energieminimierung) 4 Punkte

Gesucht seien Minimierer der Energie

1
E[u] :/ Ju'|> — u dx
0

mit u € C!(]0,1]) und Randwerten u(0) = u(1) = 0. Dazu betrachten wir folgende
Approximation: Zu h = le] definieren wir einen endlich dimensionalen Raum von
Funktionen

Vi, = {uh :[0,1] — IR‘ up|(in,(i+1)n ist affin firi =0,--- ,N -1,
€ C([0,1]), 14(0) = uy(1) = 0

und eine Approximation der Energie

N=1 ,(i+1)h )
Eplup) = ) / |uj,|* — uy, dx.
i=0 7l



(i) Geben Sie eine Basis {9”;1}1':1,'",1\]—1 von V), an.
(i) Fiir up(x) = YN, ul ¢l (x), ul € R betrachten Sie die Abbildung

Eh RN R; (u;'l)izl,n-,N—l — Eh[uh(x)].

Berechnen Sie aif’.
duy,

(iii) Stellen Sie die notwendige Bedingung fiir ein Minimum von E; auf V, als
Gleichungssystem dar.

Bemerkung: Dieses Gleichungssystem sollte dhnlich eines Ihnen aus der Vorlesung
bekannten sein.

Aufgabe 17 (Tensorproduktinterpolation im R") 4 Punkte

Sei ) = (a,b)™ und t,...t, € [a,b] seien paarweise verschieden. Weiterhin sei
Ni={xla=(ar,...am),0; €0,...1,x* = (tay,...ta,)}-

Sel,P:: Pn@"'@?n,d.h.
|
m Faktoren

P={p:R" >Rt p(x1,...x%_1,tXi11,.-.Xm) € Py
furl <i<mund x1,...%;_1,Xj41,..-Xm € R }.

(i) Geben Sie eine Lagrange-Basis von P an.

(ii) Zeigen Sie, dass zu f € C°(Q)) genau ein p € P existiert, das f(x) = p(x) fiir
alle x € \ erfiillt.

(iii) Geben Sie die Lagrange-Basis flirm =3,a =t) =0,b =t =1lundn =1
explizit an.

Aufgabe 18 (Basiskonstruktion auf Prisma) 4 Punkte

Gegeben sei ein Prisma, konstruieren Sie {iber einen Tensorproduktansatz (bzgl. eines
Intervalls und eines Dreiecks) eine Basis eines bilinearen und eines biquadratischen
Polynomraums. Verwenden Sie als Koordinaten (po, p1, Ao, A1, A2), wobei p; bzw. A;
die baryzentrischen Koordinaten auf dem Intervall als 1-Simplex bzw. dem Dreieck
als 2-Simplex bezeichnen.



