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Aufgabe 15 (Fehlerabschitzung fiir Ableitungen) 4 Punkte

Sei T C RY ein nicht-degeneriertes Simplex mit Durchmesser # > 0 und sei f €
C*1(T). Verfahren Sie dhnlich zum Beweis von Satz 2.13 aus der Vorlesung und
zeigen Sie, dass fiir die Ableitungen von f die Fehlerabschdtzungen

185 (f — 1u(f))]

gelten, wobei I;,(f) € 73]? das Interpolationpolynom von f auf dem Simplex T und
B = (B1,--.,Bs) ein Multiindex mit |B| < k ist.

w07 < CHEFIZIBNDEFL £ 7

Hinweise:

e Falls Ihnen Schritt (ii) des Beweises Schwierigkeiten macht, konnen Sie stattdessen
versuchen, die Aussage fiir f € CKHBIF1(T) zu zeigen.

e Zeigen Sie fiir Schritt (iv) des Beweises, dass eine Ungleichung der Form

108 (f = () o1 < CplAr") ﬁl'ﬂjfé'\ (f =Tl z

gilt und finden Sie eine passende Abschiitzung fiir Cg(A7").

Losung

Wir gehen wie im Beweis von Satz 2.13 vor.

(i) Stabilitit: Es bezeichne T den d-dimensionalen Einheitssimplex und es sei
¥ = (71,.-.,74) ein beliebiger Multiindex mit |y| < k. Dann gilt fiir das
Interpolationspolynom I(f) einer Funktion f € CK+1(T)

~ A d+k A N
Pz < (5 ) maxllal o7 1l < €O 1l

Hierbei sind L, die Lagrange-Basispolynome.



(i)

(iii)

(iv)

Stabilititsargument: Fiir alle Polynome § € P¢ gilt die Abschitzung

103 (f = Il 7 < 103(f = @)l o 7+ 103 (1(F) = (@)l 7 (1)

Leider kann hier nicht wie in der Vorlesung fiir § direkt das Tensorpolynom
von f verwendet werden. Zwar kénnten wir nach Anwendung der Stabilitit aus
Schritt (i) auf den zweiten Term, diesen problemlos gegen HDJ'?L1 f abschitzen,
iiber den ersten Term hitten wir dann allerdings wegen der Ableitung 9] keine
Kontrolle.

Wir 16sen dieses Problem, in dem wir einen weiteren Term hinzufiigen. Sei
pe P,f beliebig. Dann folgt wieder mit der Dreiecksungleichung

103 (F = T lleop < 103 = Plloo g+ 17 = 934l 7 + 1031 = Dl 7

Nach Anwendung der Stabilitit ergibt dies
13 (f = T(F)llo7 < | loo,7 + CUOONIF = Al 7-

Nun wéhlen wir p als das Taylorpolynom von 9] f vom Grad (k — |7|) und 4 als

I f = Pllos+ 1P — 014

das Taylorpolynom von f vom Grad k. Damit kénnen der erste und letzte Term
auf der rechten Seite gegen C||DX"!f||_ 5 abgeschitzt werden. Der verbliebene

Term verschwindet, da nach Wahl der Polynome § = 9]4. Also erhalten wir
insgesamt

103 (F = TN o7 < CIIDE fll 7

Transformation auf T: Analog zum Beweis aus der Vorlesung erhalten wir
h (T
A< -t wnd[||ag]| < M2,
p(T)

wobei p, oT die jeweiligen Innenkugeldurchmesser bezeichnen. Da wir hier nur
von einem Simplex ausgehen, konnen wir p durch h abschétzen, sodass gilt:

lArll S ek und  [[[a7!]|| < 2

(Dies trifft insbesondere auf reguldre Familien von Triangulierungen zu.)

Transformation der Abschitzung: Wir definieren f(£) := f(Ar#® + br), d.h. es
gilt f(x) = f(A7'(x — br)). Die Kettenregel liefert also Dy f(x) = Dsf(£) A7},
wobei £ = A;'(x — br). Eine iterierte Anwendung dieser Beziehung liefert
demnach

1980 — B FDllor < € ||| A7 || max 17 (7 ~ Tl

l71=IBl
Nun wenden wir Teil (ii) an und erhalten

mIﬁl

18(f = 1))l < C || AT || 1DE Pl -



Wie in der Vorlesung kann das nun wie folgt abgeschétzt werden

1Bl K+1 | ok
|7 A< 1D fles

198(F = (£l < C ||| 47"
Schliefslich wenden wir die Abschidtzungen der Operatornormen aus Schritt (iii)
an und erhalten die gewiinschte Aussage:

198(f = Ih(F)) oot < ChIBIEF1 DI 1| o

Bemerkung: Falls wir in (1) annehmen, dass f € CF17+1(T), kénnen wir direkt 4
als Taylorpolynom von f vom Grad k wihlen. Der zweite Term wird dann wie
bereits beschrieben abgeschitzt. Fiir den ersten Term nutzen wir die Taylorformel
und konnen den Restterm wegen der erhohten Regularitdt abschédtzen, sodass wir
die folgende Ungleichung erhalten:

Wie oben erhalten wir durch Hin- und Riicktransformation die gewiinschten h-
Potenzen:

£

A ~ A k 1 N A
o1(f —T(Mllz < CIDE ™RI5+ COIDEN I 7

— k 1
18Cf = 1n(F) loor < CHIPL (W DE flag,r + WP DY £ )

Da wir iiblicherweise von kleinen /1 > 0 ausgehen, konnen wir den zweiten Summan-
den in der Klammer auf kosten einer etwas grofieren Konstanten C vernachladssigen
und erhalten auch in diesem Fall die Aussage.

Aufgabe 16 (Diskrete Energieminimierung) 4 Punkte

Gesucht seien Minimierer der Energie

1
E[u] :/ lu'|> — u dx
0

mit u € C!(]0,1]) und Randwerten u(0) = u(1) = 0. Dazu betrachten wir folgende
Approximation: Zu h = le] definieren wir einen endlich dimensionalen Raum von
Funktionen

Vy = {uh 10,1 = R| w1415 it affin fiar i =0,--- N1,

€ C°([0,1]),1,(0) = my(1) = 0}

und eine Approximation der Energie

N=b G
Eplup) = ) / |u, |~ — uy, dx.
i=0 Jih

(i) Geben Sie eine Basis {%}i:l,--,Nq von V), an.



(i) Fiir up(x) = YN, ul ¢l (x), ul € R betrachten Sie die Abbildung
Eh RN R; (ui)izll...,N_l — Eh[uh(x)].

Berechnen Sie 0

JE,
al'

(iii) Stellen Sie die notwendige Bedingung fiir ein Minimum von E; auf V), als
Gleichungssystem dar.

Bemerkung: Dieses Gleichungssystem sollte dhnlich eines Ihnen aus der Vorlesung
bekannten sein.

Losung

(i) ¢ (h) = d;j legt die Werte an den Intervallgrenzen fest und definiert damit fiir
jedesi € {1, N — 1} genau eine Funktion in V. Betrachtet man u;, € V), so ist
up(x) = ZIN 1 uy(ih) ¢! (x) die eindeutige Darstellung von uy, also bilden die

(Ph eine Basis.

(i) Nun kann man Ej, explizit angeben. Dazu beachte man, dass der Trager der
Basisfunktionen sich jeweils auf zwei Intervalle beschrankt.

~ N=1 ,(i+1)h )
Eplup) = ) / \up,|* — wy, dx
i=0 7l

N-1 ,(i+1)h N-=1 [N 5 N-1 i
=Y [T b)) 0P~ X ) o) dx
i=0 7! j=1 j=1
N-1 (z+1h N-1 j N-1 i
=, /h Z (¢ Z (9 — ) w,@p(x) dx
i=0 ! j=1

(J+1)

N-1 j+1 .
= % [ el oud dx—Zuh/]“

j=1 k=j—17 =Dk

Nun berechnet man die Integrale der Basisfunktion und der Produkte von
Ableitungen:

(j+1)h .
J(x)dx =h
/<j—1>h 7l)

(G+Dh 2
7\/ 2 _ =
Jy (o) =

(G+D)n .
/].] 1h((P§z)( )(q);l—i—l)( Vax— L

h



Damit ergibt sich

Ey Z Ll]uhuh Z huh'

ij=1 i,j=1
2/h ii=],

Ll]: —1/]’1 l:]ﬂ:l,
0 : sonst.

_Iiz Z Liuj, + Z Lk]”h
uy,
N-1

=2 Z Likuz —h
i=1

@

(iii) Wir erhalten das Gleichungssystem
1 i1 1 h
ZLkuh E_”Zh +2uf, — ujtt) = >
2

bzw. oul —uithy =1,

(i

analog dem entsprechenden Gleichungssystem, wenn man die notwendige
Bedingung zur Minimierung von E mit Differenzenquotienten diskretisiert.

Aufgabe 17 (Tensorproduktinterpolation im R™) 4 Punkte
Sei ) = (a,b)™ und t,...t, € [a,b] seien paarweise verschieden. Weiterhin sei
Ni={xla=(ar,...am),0; €0,...1n,x* = (tay,...ta,)}-

SeiP: =P, & - P,,d h.
—_——
m Faktoren

P={p:R" >Rt p(x1,...x%_1,tXi11,.--Xm) € Py
furl <i<mund x1,...%;_1,Xi41,...-Xm € R }.

(i) Geben Sie eine Lagrange-Basis von P an.

(ii) Zeigen Sie, dass zu f € C°(Q)) genau ein p € P existiert, das f(x) = p(x) fiir
alle x € N erfiillt.

(iii) Geben Sie die Lagrange-Basis fir m = 3,a =tp =0, b=t = lundn =1
explizit an.

Losung



(i)

(ii) Analog zum 1D Fall.

(iii)
{(1=0)1-y)(1-2),1-x)1-y)z(1-x)y(1-2),
x(1=y)(1 =2),x(1 —y)z,xy(1 = 2), (1 = x)yz, xyz}
Aufgabe 18 (Basiskonstruktion auf Prisma) 4 Punkte

Gegeben sei ein Prisma, konstruieren Sie {iber einen Tensorproduktansatz (bzgl. eines
Intervalls und eines Dreiecks) eine Basis eines bilinearen und eines biquadratischen
Polynomraums. Verwenden Sie als Koordinaten (po, p1, Ao, A1, A2), wobei p; bzw. A;
die baryzentrischen Koordinaten auf dem Intervall als 1-Simplex bzw. dem Dreieck
als 2-Simplex bezeichnen.

Losung

e Lineare Basen:

Intervall: Bo(u) = uo, Bi(p) = m1
Dreieck: B()(A) = Ao, B1 ()L) = )\1/ Bz()\) = )Lz

e Bilineare Basis, Prisma:
BZ](‘l/l,)L) = ‘I/ll)\] furi = O, 1,j = O, 1,2
e Quadratische Basen:

Intervall:

Bo(p) = 4popa
Bi (1) = 2u§ — po
Bo(4) =27 — 1

Dreieck:
Bo(A) = 4AgA4
B1(A) = 4A1A2
By(A) = 4AgA2Bg(A) = 4A0A4
B3(A) = 2A% — Ag
By(A) = 2A%2 — Ay
Bs(A) =203 — A,



e Biquadratische Basis: Prisma

Bij(u,A) = (2pf — pi)(2A7 — A;) fiir i = 0,1 und j = 0,1,2
Bij(u, A) = (247 — i) (4Aj — A(j+1)moa3) fir i = 0,1 und j = 0,1,2
Bi(p, A) = (4pop1) (247 — A;) fiir j = 0,1,2

Bj(u, A) = (4pop1)4A; — A(j11ymoa3) fiir j = 0,1,2



