Ubungen zur Ingenieur-Mathematik II SS 2016
Blatt 6 02.06.2016

Aufgabe 21: Berechnen Sie fol (234322 —2+1) dr einmal direkt und einmal numerisch
mit Hilfe der Kepler’schen Fassregel

Ky = bg“ (f<a>+4f (a;b> +f<b>) ,

wobei a =0, b=1und f(z) = 2% + 32% — z + 1 ist.

LOSUNG:
i)
! 1 1
/(x3+3x2—x+1)dx = o'+ 2% — 2t +af;
; 4 2
I
4 2
1 7
= 2—-=-=175
4 4 ’
ii)
flx) = 2°+32°—2+1
f0) =1
f1) = 143—-1+1=4
1 3 1 1 11
1(1/2) 8+4 2+ +8+4 8
1
= Ky = o (f(0)+4f(1/2) + f(1))
1 11
= —(14+4-= 14
(1)
1 11 1 21 3-7
6<+2+)62 2.2-3 IE
Also gilt:

1
1,75:Kf:/ f(x)dr, f(z)=2*+32" —z+1.
0

Dies ist kein Zufall: Es gilt allgemein:
Die Kepler’sche Fassregel integriert Polynome p € P3 exakt.



Aufgabe 22: Gegeben sei die Funktion
f:[_171]6R7 f<x>:"1_x2
sowie die Knoten o = —1, 1 =0 und x5 = 1.

a) Berechnen Sie die Lagrange-Basis zu den oben angegebenen Kno-
ten.

b) Berechnen Sie die Lagrange-Interpolation der Funktion f(z) zu
diesen Knoten.

c) Geben Sie die Quadraturformel (numerische Integrationsformel)
zur Approximation eines Integrals von —1 bis 1 mit den Knoten
r9g=—1, 21 =0und zo = 1 an.

d) Wenden Sie die Quadraturformel zur ndherungsweisen Berechnung

des Integrals
1
| )i
-1

e) Welche geometrische Figur beschreibt der Graph der Funktion f7

arll.

f) Geben Sie den exakten Wert des Integrals

/ 11f(x) da

an. (ohne Rechnung)

LOSUNG:
a)
e
Li(z) = 51__9;00 5119;22 _z #1— 1 x_—ll — @) 1)
=25 8 TS0 Ly
b)

p(z) = f(=1)Lo(x)+ f(0)Li(z)+ f(1) Lo(x) = Li(z) = —(z+1)(z—1) = —a?+1



1 [t 1 1 111 101 11 1 1 1
wo——/ Lo(x)dx:—/ —(@?—r)dr == |2 — 2| =< |-+ +=
2], 2).,2 413 2 L, 413 2732
1 /! 1 /! 1 101 1 1 1 2
w1——/ Ll(x)dx:—/ l—xde:—{x——x?’] —{1———1—1——}——
2], 2/, 2 37 ], 2 3 31 3
1 [ 11, 11, 1,0% 11 1 1 1
! 1 2 1
f(z)dr ~ 2 gf(l’o) + gf(l’l) + gf(f@)
—1
d)

1 1 2 1 4
dr~2(=04+=14+-0) =-~1.33
/1f(a:) x (6 —1—3 +6) 5

e) Oberer Halbkreis.

f) i7r? = i~ 1.57

Aufgabe 23: Betrachten Sie die Funktion f: [—1;1] = R, f(z) = (22 — 1)2

a) Berechnen Sie das Integral
1
f(x)dx.
-1

b) Betrachten Sie die Quadraturformel mit vier gleichméBig verteilten
Knoten (n = 3) auf dem Intervall [—1; 1], d.h.

1
xo = —1, =3 2T zry = 1.
Berechnen Sie die zugehorigen Gewichte.
Verwenden Sie die Quadraturformel zur Approximation des Inte-
grals aus Teil a).
c¢) Betrachten Sie die GauB-Quadratur mit drei Knoten auf dem In-
tervall [—1; 1].
Berechnen Sie das Legendre-Polynom dritten Grades

3,

Ps(x) = @ﬁ(w —1)%.

Berechnen Sie die Nullstellen von P; — d.h. die Knoten der Gauf3-
Quadratur, und die zugehdrigen Gewichte.

Verwenden Sie die Quadraturformel zur Approximation des Inte-
grals aus Teil a).



LOSUNG:
a) Zur Berechnung des Integrals betrachten wir die Monome der Funcktion f(x),

d.h. f(z) = (z* — 222 + 1). Dann gilt

/_jf(x)dx:/_l(:ﬁ—1)2d:x:/_1(x4—2x2+1)d95

1 1

1, 2, 1 1 2 1 2
= |z2° == —[(z=S4+D)+(z—-=+1
[5x > +x}1 G241+ G2+
2 4 1 16
= 42=—(6-20430)= —.

53127 35 30 =1

b) Zunéchst berechnen wir die Lagrange-Funcktion Ly. Hier gilt

a:—I—% x—% r—1
—1+i-1-1-1-1
e 9 9 1 1
= 169 Q= Pt 2+ —1— —

1 167 160 167 16

LO (.Z') =

und somit
1 /! 1
Wy = 5/_ Lo(l') dr = g

Da das Gewicht unabhéngig vom konkreten Intervall ist, kann man sich mit den
Knoten 0,1, 2,3 auf dem Intervall [0; 3] die Rechnung deutlich vereinfachen.

Aufgrund der Symmetrie gilt wy = 1, also w; + wy = g. Wieder aufgrund der

8
Symmetrie erhalten wir w; = wy = 2.
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

3

JRCEEIE STt

i=0
1 3 64 3 64 1 9 32 , 16
=2 (- 0+ . 4L D)= ==
(8 T8RRI 0) 81 277&15

c) Das Legendre-Polynom dritten Grades lautet

Py(z) = 2° — %x

Die Nullstellen der Funktion sind die Quadratur-Punkte, d.h.

\/5 ; 3
Tn = — — xrT1 = To = —.
0 57 1 ) 2 5



Dann gilt

r— )2+ ,/2
5 5
Liz) 3 3
0-\/20+,/2

x? -3 5

= 5 — %41
3
-3 3

und somit

Aufgrund der Addition zur Eins Eigenschaft, d.h. wy + wq + wy = 1 und der

Symmetrie, d.h. wg = wo, erhalten wir wy = wo = %.

Somit gilt

_fﬂ@dwz(h—@-i:wff@ﬁ

5,04 4,5 4, 24 8 8485 48 16

TR AR T

=959 5 15 15

Aufgabe 24: Losen Sie die folgenden Gleichungen in C. Geben Sie die Losungen in
der Form z = x + iy mit x,y € R an.

a) 25 = -8
b) 22 =1
c) zt=-16
d) =21

Achtung: Berechnen Sie alle Losungen!

LOSUNG:

a) 23 = —8 hat 3 Losungen.

23 — —8 — 8ei7r — 8€3i7'r — 8€5i7r
& 2 =23 oder z=2¢%5 oder z=2¢"3
& oz =23 oder 2z =2¢" oder z=2¢7'3
T .. 7 T .. T
& oz =2 (COS 3 + 7 sin §> oder z= -2 oder z=2 (cos 3~ 7 sin §>

3

1 /3 1 . /3
Z—2<§+Z\/£) oder z= -2 oder z—2<§—2\/£>

& r=14+iV3 oder z= -2 oder z=1-—4V3



Alternativ: 1. Losung ist klar: : (—2)> = =8 v Polynomdivision:

(23 + 8) (z+2) = 22—22+4
—(z% + 22%)
—222 + 8
(=222 —  42)
4z + 8
—(4z + 8)
0

Probe: (22 —22+4)(2+2) =23 —222+42+222 —42+8=2348 V

Berechnung der 2. und 3. Losung;:

Probe:

22—2244=0

tr ¢ ¢ T

2 —224+14+3=0
(z—1)%*+3=0
(z—1)*=3*=0
(z—1)% - (\/_z) =

(z—1—i\/§) (z—1+i\/§>:0
2=1+4+iV3|, |z3=1—iV3

(1+zf) (1+iv3)
(1+2v3i-3) (1+4V3)
( 2+2\/_2>< +2\/_>
() )
(82 5/1—22 3) = (=2)(1+3)
(1—2\/—> (1-v3)
(~2-2v3i) (1-1v53)
(=2) (1+V3) (1-iv3)
(-

2)(1+3)
-8 Vv
& F=e2



c¢) z* = —16 hat 4 Losungen:

Um die Gleichung z* = —16 zu l6sen definieren wir y := 22, so dass die erste
Gleichung dquivalent ist zu y? = —16. Nun lésen wir als erstes die Gleichung
y? = —16 nach y auf.

P=—-16 < y=+4i

Also miissen wir noch die zwei Gleichungen 22 = 4i und 22 = —4i l6sen und
nutzen dafiir das Ergebnis aus dem vorherigen Aufgabenteil.

2
2=l e (%) —
z V2
R ALY,
o 5 2( +1)
& z=4V2(141)

P=di & - =

21 \/5
e T =351 4y
5 2( +1)
& zi=+V2(1+1)
&

2= +£V2i(1+i) = £vV2(i — 1)
Die vier Losungen sind also

2 o= V2(1+1)
29 —V2(1 +1)
2z = V2(1—1)
o= V20i—1)

d) Mittels der Berechnung des multiplikativen Inversen:

1 1
N—1 . .
1 1 3 4
24+ 1D)2=d)t==24+)2+i)==(4d+4i—1) ==+ =i
@+ =2+ +i) = c[d+4i—1) = + i
Alternativ:
2441 (24924149 4+4i—-1 3+
2—i  (2—9)(2+i)  4—-i® 5

1
3+4,
=+ =t.
5 D



Aufgabe 25: Berechnen Sie die Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen in
C. Geben Sie beide Losungen in der Form z = a + ib mit a,b € R an.

a) 22+ (1 —3i)z —2—2i =0
b) 2%+ 2v27 — 2v/3i =0
Tipp: cos (T) =sin (Z) = 3, cos (T) =sin (T) = 42

LOSUNG: Verwende die p-g-Formel:

a)

1—-3
2
1-3

X122 = —

S

+24+2

2

i\/l—6z’—9—|—8—|—8i
2

1-3i  V2Vi
- +
2 2
1—3i 1434
2 2

iZEl:QZ., To=—141
Dabei ist Vi = Ve's = ¢

ISE

35

b)

xlz———:i:\/Z—i—Q\/_z

= —\/_j:Q\/cos<3> + sin <g>z
— V22V

= V2425

= V242 (cos (%)

:—\/§i2<\f+%
— V2% (V3 +i)
“V2+ V34, w= V23—

Um sich die Winkel zu iiberlegen, ist eine Skizze hilfreich.

cn3))
)

= T =



