Ubungen zur Ingenieur-Mathematik II SS 2016
Blatt 7 09.06.2016

Aufgabe 26: Berechnen Sie die Figenwerte und die Eigenvektoren von

(0 2 1 ( =3/4 1)2
A—(23) und A —( 1/2 0).
Finden Sie einen Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und Eigen-
vektoren von A und AL,

LOSUNG: (I) Bestimmung der Eigenwerte von A:

-2 2
det (A — A1) = det( 5 3_)\)

= —AB3-))—4
= M -32-4
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Also sind A\; = —1 und Ay = 4 die Eigenwerte von A.
(IT) Bestimmung der zugehérigen Eigenvektoren:
a) Fir A\ = —1 gilt:

0 2 10 1 2
A mimasno(02) L (10) (12
1 2 x\ (0
2 4 y ) 0
Sr+2y=0 mit y=1=zr=-2y=-2.

Also ist span { < _f ) } die Menge aller Eigenvektoren zu Ay = —1 von A.

e a()-(£3) ()= ()=o)

b) Fiir Ay = 4 gilt:

—4 2
A—)\QI:A—4I:( ) _1).

(2 )G)-()



&S Ar+2y=0& 22+y=0 mit z=1=y=2.

Also ist span { ( ; ) } die Menge aller Figenvektoren zu Ay = 4 von A.

o a(1)-(23)(2) (1) ().

(III) Es sei

1 _3 1

e 12

B—A= ( o

Die charakteristische Gleichung von B lautet: A* + 3\ — 2 = 0 (siehe (I)!)
1 1

Offensichtlich gilt: Af = & und Af = & (=1 =—1und § = 7).
1 2

Fazit: Die Eigenwerte von A~! sind die Kehrwerte der Eigenwerte von Al

Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren:

a) Fir \; = —1 gilt:
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<:)§x+y20 mit y=1=z=-2.
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Also ist span {( _f )} auch die Menge aller Eigenvektoren zu Ay = —1 von B =

Al
b) Fiir A, = 1 gilt:

Also ist span { ( é > } auch die Menge aller Eigenvektoren zu Ay = }l von B = A%

Fazit: Die Eigenwerte von A~! sind die Kehrwerte der Eigenwerte von A und die
zugehorigen Eigenvektoren sind gleich. D.h. wenn A; ein Eigenwert von A ist und
% folglich ein Eigenwert von A~!, so sind die Eigenvektoren der beiden Matrizen zu
diesen Eigenwerten gleich.



Aufgabe 27: Gegeben sei die Matrix

A:

O O =
_= w O
w = O

Diagonalisieren Sie A, d.h. berechnen Sie eine orthogonal Matrix U und
eine Diagonalmatrix D, so dass A = UDU”. Berechnen Sie die Spur und
die Determinante von A und D.

LOSUNG: Da A eine symmetrische Matrix ist, hat die zu A gehorende Diagonalma-
trix auf der Diagonalen genau die Eigenwerte von A. Diese bestimmen wir mit dem
charakteristischen Polynom:

1—A 0 0
det(A—XI) = det 0 3—-Xx 1
0 1 3—A

= (1=-NE=N*"=(1-))
= (1-=XN9-6A+X—1)
= (1 =N\ —6)+38)
= 1-MNA=2)(A—4)=0
1 00
Also ist die zu A gehorende Diagonalmatrix D=1 0 2 0
0 0 4

Eigenvektoren der Matrix A:

1
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 1: ¢ « ( 0 aeR
Der normierte Eigenvektor lautet also: u; = ( )
0
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 2: 1 aceR
-1
0
Der normierte Eigenvektor lautet also: ug = %
1
-5
0
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 4: 1 aelR
1
0
Der normierte Eigenvektor lautet also: ug = \% :
1
V2

Da A drei voneinander verschiedene Eigenwerte hat, sind die Eigenrdume orthogonal



und wir erhalten

1 0 0 1 0 0
11 T _ I
U=10 Vi oV und U' = |0 Ty
0 -7 & 0% =#
Daher gilt:
100 1 0 0 100 1 0 0
S 11 T
A=[03 1 |=|{0 VoG 020 0 T =UDU".
013 0 —% =5 0 0 4 0 % &

=

Des Weiteren gilt fiir die Determinant und Spur von A und
detA=1-3-3+0+0-0-1-1-1-0=38

detD=1-2-4=8=det A
trA=14+3+3=7
trD=14+2+4=7=1trA

Aufgabe 28: Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrizen

1 -1 -1
A= -1 1 1
-1 1 3
und B=A—41.
LOSUNG:
11— -1 —1
Pi(\) =det(A—ALl) = det -1 1-x 1

~1 13-
= 1=N*B=N+1+1-(1-XN—=(1=X)—=(3B-N
= (1-22+2A)(3—-))—3+3)
= 3—TA+5\ -\ —3+3)

= —AN+5N2 =)\
“M 45X =4\ = 0
~A(A2=5X+4) = 0

Al0-97-8) = 0
A= Ooderg—\/goderg—l—\/g
A = 0 oder 1 oder 4

Die Eigenwerte der Matrix A lauten also Ay =0, Ay = 1 und A3 = 4.

te 00



Nun berechnen wir die Eigenwerte der Matrix B = A — 41:
—3-x -1 ~1
Py(A) =det(B— A1) = det -1 =-3-A 1
-1 1 —-1-A
= (=3=N)’(-1=AN)+14+1—(=3=-XN)—=(=3=-X) —(-1-=X
= (946X + X)) (=1 —=X)+9+3A
= —9—6A— A2 9N —6X2 = X3+ 943

= 122 —7TA\2=\3
P(A) = 0
& “AN2+7A+12) = 0
& A((+D 248y — 0
& —A((A+§)2—i =0
& A = 0 oder —%—ﬁoder —%—i-\/g
& A = 0 oder —4 oder —3

Die Eigenwerte der Matrix B = A — 41 sind also \; =0, A\ = —4 und A3 = —3.
Die Eigenwerte der Matrix A — 41 erhilt man also, indem man die Eigenwerte der
Matrix A nimmt und jeweils 4 subtrahiert.

Aufgabe 29: Welche Aussagen sind richtig?

a) Jede diagonalisierbare n x n Matrix hat n linear unabhéngige Ei-
genvektoren. ja nein [

b) Jede diagonalisierbare n x n Matrix hat n verschiedene Eigenwerte.
ja Ul nein [J

c¢) Jede symmetrische n x n Matrix hat n verschiedene Eigenwerte.
ja nein [

d) Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar.
ja nein [

e) Jede 2 x 2 Spiegelungsmatrix ist diagonalisierbar.
ja nein []

LOSUNG:

a) Ja! Siehe Skript bzw. Vorlesung.

b) Nein! Gegenbeispiel: n x n Einheitsmatrix

1 0 0
0 0 1

Der Eigenwert A\ = 1 ist n-facher Eigenwert:

det(I — AI) = det((1 — \)I) = (1 — \)"detT = (1 — A)" .



¢) Nein! Siehe b)! Die n x n Einheitsmatrix I ist symmetrisch!
d) Ja! Siehe Skript bzw. Vorlesung.

e) Ja! Eine 2 x 2 Spiegelungsmatrix ist symmetrisch. Siehe auch Skript bzw. Vor-
lesung.



