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Aufgabe 1. (Fehlerabschétzungen von Quadraturverfahren)

Zeigen Sie Lemma 2.7 aus der Vorlesung. Fiir f € C'([a, ], RY) gilt:

Aufgabe 2. (Konsistenzordnung)
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(4 Punkte)

FEin 2-stufiges Runge-Kutta-Verfahren sei gegeben durch das Butcher-Tableau:
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Zeigen Sie, dass dieses Verfahren die Konsistenzordnung 2 hat, falls folgende Gleichungen
fiir die Parameter erfiillt sind
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Zeigen Sie anschliefend, dass das verbesserte Euler und das Euler-Heun Verfahren Kon-
sistenzordnung 2 besitzen.
(4 Punkte)

Aufgabe 3. (Verfahren dritter Konsistenzordnung)
Fin 3-stufiges Runge-Kutta-Verfahren sei gegeben durch das Butcher-Tableau:
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Man kann zeigen, dass dieses Verfahren die Konsistenzordnung 3 hat, falls folgende,
nichtlineare Gleichungen fiir die Parameter erfiillt sind
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Finden Sie eine Losung des Gleichungssystems und geben Sie die Inkrementfunktion des

zugehorigen Verfahrens an.
(4 Punkte)



Aufgabe 4. (Runge-Kutta-Verfahren)

Wir betrachten die Differentialgleichung v/ = f(¢,u). Sei f Lipschitz-stetig in « mit
Lipschitz-Konstante L. Zeigen Sie, dass fiir ein explizites, s-stufiges Runge-Kutta-
Verfahren die Inkrementfunktion ®(¢,wu, 7) mit

Lipschitz-stetig in u ist. Verifizieren Sie, dass fiir die Lipschitz-Konstante M von @ gilt
s s 1—1
M= L(Z b + L3S [biacs | + 0(72)).
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Hinweis. Leiten Sie eine Lipschitz-Bedingung der Art

i—1
19i(t,u, ) — git, v, 7)|| < L(Hu — vl + TZ ‘ai7j|‘|gj(t7 u,T) — gj(t,U,T)H) >

j=1

=0(7)
her und brechen Sie die Rekursion geeignet ab.
(4 Punkte)

Aufgabe 5. (Zusatzaufgabe)

Sei p ein Polynom vom Grad < r — 1. Zeigen Sie, dass jedes Runge-Kutta-Verfahren der
Konsistenzordnung r das Anfangswertproblem

u'(t) = p(t),  ulto) = uo

exakt 16st, das heisst, es gilt u) = u(t;) fiir alle j > 0.
Hinweis. Berechnen Sie u(!) und vergleichen Sie dies mit der Taylor-Entwicklung der
Funktion u(t1) um tg.



