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Aufgabe 1. (GleichmifBige Polynomapproximation mit Interpolationsbedingung)

Seien f: [a,b] — R stetig sowie Stiitzstellen a < xp < x1 < -+ < , < b vorgegeben. Zei-
gen Sie, dass zu jedem € > 0 existiert eine Polynom p (der Grad ist nicht vorgeschrieben),
fiir welches gilt:

[f—=pllec <€ und p(x;) = f(x;) fir i =0,...,n.

Hinweis: Es ist ||f|lcc = max,<gz<p|f(2)|. Verwenden Sie den Weierstrafischen Appro-
ximationssatz (Aufgabe 8.1): Zu jedem € > 0 gibt es ein Polynom p mit || f — p|lec < €.
Verwenden Sie aulerdem die Projektionseigenschaft der Lagrange-Interpolation dhnlich
wie in Aufgabe 8.2 b).

(5 Punkte)

Aufgabe 2. (Trigonometrische Interpolation mittels Dirichlet-Kern)

Wir betrachten die folgende Interpolationsaufgabe: Finde ein trigonometrisches Polynom
vom Grade n
to) = 3 tpexplika), (1)

[k|<n
das eine vorgegebene periodische Funktion f in den 2n 4+ 1 dquidistanten Stiitzstellen

l
=2 £=0,..2
Ty 7T27’L+1 ) y ey 410,

auf [0, 27| interpoliert.
a. Zeigen Sie, dass sich t(z) in der Form

2n
> S Dale — )
=0

t(zx)=I,f(z) := 5

schreiben ldsst mit Dy (t) = > <, exp(ikt) als den Dirichlet-Kern der Ordnung
n.

b. Finden Sie eine geschlossene explizite (reelle) Darstellung fiir D,, und skizzieren Sie
die Funktion. Mit welcher Ordnung wéchst vermutlich die zugehorige Lebesgue-
Konstante? Vergleichen Sie mit Aufgabe 8.2c.

(2 + 2 = 4 Punkte)

Aufgabe 3. (Eigenschaften der Fourier-Matrix)

Es sei
1

~ VN

die normalisierte Fouriermatrix.

Fy Ty = —=lexp(27mijk/N)]|,;

1
VN



a. Zeigen Sie fiir x € CV

1
1Falls < il

b. Zeigen Sie auflerdem die Parsevalsche Gleichung

IFnz)z = llz2 , 2eCY.

c. Zeigen Sie das folgende Unschéarfeprinzip
lzllo + [ Fvalo > 2VN @ eCY¥\ {0},

wobel ||z|lo :== #{k € {1,..., N} : x) # 0} den Support des Vektors = darstellt
(Beachten Sie, dass || - ||o keine Vektornorm darstellt.) Interpretieren Sie dieses
Resultat! Hinweis: Zeigen Sie zunichst

lzllo - [|Enllo > VN

unter Nutzung von a) und b) und Cauchy-Schwarz. Starten Sie mit ||Fyz||oo-
(1+2+ 3 =6 Punkte)

Aufgabe 4. (Eigenwerte der Fourier-Matrix)

Wir betrachten erneut die Fouriermatrix F aus Aufgabe 3.
a. Berechnen Sie die Matrix Jy := F]%, .

b. Zeigen Sie, dass Fiy einen rellen Eigenwert A € {+1, —1} und einen rein imaginéren
Eigenwert p € {4+, —i} haben muss.
(2 4+ 3 = 5 Punkte)



