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Aufgabe 1. (5 Punkte)

Unter der Autonomisierung einer Differentialgleichung y(t) = f(t, y), ¥(0) = yo, versteht man die Um-
wandlung in die dquivalente autonome Differentialgleichung

Y = F(Y), Y(0) = Yo

mit Y(¢) := (3’(;)
Autonomisierungsinvarianz eines Verfahrens bedeutet, dass dieses Verfahren sowohl bei Anwendung
auf die urspriingliche ODE y = f(t, y) als auch auf die autonomisierte ODE Y = F(Y) die gleiche Vor-
schrift liefert.

) und entsprechendem F bzw. Y.

Zeigen Sie, dass ein explizites Runge-Kutta-Verfahren mit Stufenzahl m und dem Butcher-
Tableau

A
pT AeR™™ b ceR™,

genau dann invariant gegeniiber Autonomisierung ist, wenn es konsistent ist und die Bedin-
gungen

m

Y ajp = ¢ Vi=1,..,m,

=1

erfullt sind.

Aufgabe 2. (5 Punkte)

Firc € R™, ¢; = 0, A € R™"™ b € R™ ist das allgemeine Runge-Kutta-Verfahren mit m € IN Stufen
bekanntlich gegeben durch:

tis1 = ti+ h,
m
kj(ti, Vi, h) i= f (xi + th, Vi + h [21 aj’[k[(ti, Vi, h)) s j=1,..,m, (1)

m
Viel (= Yi+ h [231 bgk[(ti, Yis h)
Offenbar muss hierfiir das nichtlineare Gleichungssystem (1) gelost werden.
Es erfiille nun f die Lipschitz-Bedingung aus dem Satz von Picard-Lindel6f, d.h.

IF (2 y1) = f(2, y2)l < Liyr = yel

fir alle (¢, 31),(t,y2) € S := [0, T] x R™. Zeigen Sie, dass es dann hy = ho(L, A) gibt, derart,
dass das Gleichungssystem (1) fiir alle Schrittweiten 0 < h < hy und (t;, y;) € S eine eindeutige
Loésung besitzt.

Hinweis: Banachscher Fixpunktsatz.



Aufgabe 3. (1 + 5 = 6 Punkte)
Fiir 0 € [0, 1] sei ein Runge-Kutta-Verfahren mit folgender Verfahrensfunktion gegeben:
@(t, yi, yie1, ) 1= (1= O)f (&, 1) + Of (i1, yin1)-
a) Geben Sie das zugehorige Butcher-Tableau an.

b) Untersuchen Sie das Verfahren auf Konsistenz.

Aufgabe 4. (4 Punkte)

Die Anwendung eines Einschrittverfahrens auf das Problem
y =1y, mit A <0,
fithrt auf eine Rekursion der Form
Yie1 = gAA) - yi, i=0,1,2,..

mit der sog. Stabilitdtsfunktiong : C — C.

Fir die exakte Losung y(t) = exp(At) gilt y(t) — 0 fiir t — oo, wihrend y; — 0 fir i — oo
dann und nur dann gilt, wenn |g(z)| < 1 fir z = hA gilt. Man nennt daher M := {z € C :
|g(z)| < 1} auch das Stabilititsgebiet eines Verfahrens mit Stabilitdtsfunktion g. Das Verfahren
heifit absolut stabil, falls {z € C : Re(z) < 0} c M gilt.

Bestimmen Sie (in Abhingigkeit von 6) die Stabilitidtsfunktion des Verfahrens aus Aufgabe 3
und geben Sie das jeweilige Stabilitatsgebiet an.
Was bedeutet dies fiir die Wahl der Schrittweite h?

Programmieraufgabe 1. (21 Punkte)

siche jupyter notebook. Dies ist die letzte Programmieraufgabe.

Abgabe der Programmieraufgabe in der Woche 1. bis 5. Juli




