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Aufgabe 1. (2 + 2+ 2 =6 Punkte)

Wir betrachten das quadratische Optimierungsproblem

1
min f(x) := ExTHx +clx sodass h(x) := bTx =0

X
mit einer symmetrisch positiv definiten Matrix H € R**", ¢ € R" und b € R"\ {0}. Anhand

dieses Beispielproblems wollen wir in dieser Aufgabe die in der Vorlesung behandelte Theorie
zum Penalty-Verfahren illustrieren.

a) Geben Sie explizit die Losung x € R" dieses Optimierungsproblems und den zugehérigen
Lagrangemultiplikator j an.

b) Seinun a > 0. Berechnen Sie

Xo :=argmin p,(x) := f(x) + gh(x)2

x€R™

und bestétigen Sie damit die in der Vorlesung bewiesenen Grenzwerte:

x = lim x,, = lim ah(x,).

a—>00 oH—>00
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel benutzen:

A luoT A

— A € R™" invertierbar, u, v € R" sodass 1 + vT A u # 0.
1+0lA 1y

A+uol)y1=a"T1-

c) Berechnen Sie die Hessematrix V2p,(x,). Wie verhilt sich die Kondition dieser Matrix
fir o — o0?

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Sei k € N und yy, ..., yk-1 € R. Schreiben Sie die gewo6hnliche Differentialgleichung

YO =sin()y,  y0) =y, YO =y, .. ¥0) =y
in der Form
w = b(w)w, w(0) = wp,

mit einem b : R¥ — Rk und w, € R,
Zeigen Sie damit Existenz und Eindeutigkeit einer Losung y : R — R.



Aufgabe 3. (2 + 2+ 2 =6 Punkte)

In der Vorlesung wurde das SQP-Verfahren zur Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme
mit Nebenbedingungen eingefiihrt. Zur praktischen Umsetzung dieses Verfahrens benétigt
man einen effizienten Loser fiir die im SQP-Verfahren auftretenden quadratischen Teilproble-
me. In dieser Aufgabe behandeln wir ein solches Verfahren, das sog. Aktive-Mengen-Verfahren
(Active set strategy).

Gegeben sei ein quadratisches Problem der Form

1
min  f(x) := —x'Hx +c'x

x€R™ 2 (P)
ai<x;<b furi=1,..n,

mit einer symmetrisch positiv definiten Matrix H € R™" und Vektoren a, b, c € R"” mit a; < b;
fir i = 1,..., n. Das Aktive-Mengen-Verfahren besteht nun aus folgenden Schritten:

(1) Finde Anfangsniherung x° € R", setze k = 0.
(2) Ermittle die aktiven Indizes A(x¥) := {i € {1,..,n} : x¥ = a; oder x = b;}.
(3) Berechne x**! als Losung von

nékrr}f(x) sodass x; = xik fiir alle i € A(x¥). (Pr)

(4) Fuhre einen projizierten Gradientenschritt durch:
X2 P, ()Zk+1 _ pr()Zk”)) ’
wobei Pc die Projektion auf die zuldssige Menge C := {x € R" : a < x < b} ist.
(5) Falls |x**! - x|, oder |x**! — ¥¥*1|, hinreichend klein ist oder A(x**!) = A(x¥) und

xf*l = xK fiir i € A(x**1) = A(x*) gilt, breche die Iteration ab.

Ansonsten setzte k = k + 1 und gehe zu Schritt (2).

a) Uberfithren Sie das Optimierungsproblem (P;) in ein quadratisches Optimierungspro-
blem ohne Nebenbedingungen

. 1 . r~. .r.
min X HX + ch,
ZERn-#AGRK) 2

wobei in der Variablen % gerade die (n — #.4(x¥))-vielen Komponenten von x unterge-
bracht sind, die nicht in der aktiven Menge A(x*) liegen.

Geben Sie eine analytische Losung diesen reduzierten Problems an.

b) Seinun x die Losung von (P). Zeigen Sie: Die Losung x**! von (Py) mit x* = ¥ ist zuléssig

und es gilt x¥*1 = 7.
Bemerkung: Damit ist folgender Sachverhalt gezeigt: Stimmt die aktive Menge der aktuellen Ite-

k mit der aktiven Menge der Losung tiberein und nimmt xK dort auch dieselben Werte

k

rierten x

an wie ¥, dann konvergiert das Aktive-Mengen-Verfahren von x" aus in einem Schritt.

c) Beweisen Sie: Nach Schritt (3) des Verfahrens gilt (Vf(x**1)); = 0 fir i ¢ A(x¥). Gilt
ferner A(x¥) = A(x**1) und xF = x}*1 fiir i € A(x¥), dann ist x**! die Losung von (P).

Das Aktive-Mengen-Verfahren konvergiert nach endlich vielen Schritten. Beweisidee: Man
zeigt, dass sich die aktiven Mengen niemals wiederholen, wenn die Lésung noch nicht erreicht
wurde. Da es nur endlich viele verschiedene aktive Mengen gibt, muss das Verfahren also nach
endlich vielen Schritten erfolgreich abbrechen.



Aufgabe 4. (4 Punkte)

Wir betrachten in dieser Aufgabe das Optimierungsproblem

o1
min (v -y MOy - ya) + LuTMu
Ay + y3 -—Uu-= O’ (OCP)

asus<b,
mit A = jytridiag (-1,2,-1), M = diag (W2, h, ... h,h2) e RN, Ne N, h = 1/(N - 1), y > 0.

Hierbei schreiben wir kurz y* fiir die komponentenweisen dritten Potenzen eines Vektors y €
RN, dh.y* := (33, y3)T € RV,

Hintergrundinformation: Fiir yz; := yg(xi), a; = a(x;), bi = b(x;) kann dieses Problem als Finite-
Differenzen-Approximation des unendlich-dimensionalen Optimierungsproblems

.1 2 Y2
min 5"3’ - Yd”LZ(o,l) + 5"”||L2(0,1)
_y//+y3_u=0’
Y0 =y 1) =0,

as<u=<b,
aufgefasst werden. Diese Interpretation ist aber zum Verstandnis dieser Aufgabe nicht notwendig.
Wie schon in fritheren Aufgaben kann diese Problem als Optimierungsproblem in der Variablen

x = (v, u) € RN*N aufgefasst werden.
Geben Sie die SQP-Teilprobleme zur Losung von (OCP) an.

Programmieraufgabe 1. (20 Punkte)

Abgabe der Programmieraufgabe in der Woche 27. bis 31. Mai




