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Aufgabe 1. (Lipschitz-Bedingung fiir die Verfahrensfunktion)
Wir betrachten ein explizites Runge-Kutta Verfahren der Stufe p. Zeigen Sie, dass die
Lipschitz-Bedingung an f
3L >0:Vte[0,T],v,w e RY: ||f(t,v) — f(t,w)| < L|lv — w]|
die Lipschitz-Bedingung an die Verfahrensfunktion ¢
30> 0wt € [0, T),v,w € R |¢(t,v,7) = d(t, w,7)|| < Qo — w]|

impliziert.
Bonus: Zeigen Sie die Aussage fiir allgemeine Runge-Kutta Verfahren fiir geniigend
kleine Schrittweiten 7.

(545 Punkte)

Aufgabe 2. (Mehrschrittverfahren)

Im Gegensatz zu Einschrittverfahren nutzen Mehrschrittverfahren nicht nur die Werte
eines einzigen, sondern mehrerer vorheriger Stiitzpunkte. Da im ersten Schritt jedoch i.a.
nur der Wert eines Stiitzpunktes vorhanden ist, benétigt man zur Initialisierung noch
ein Einschrittverfahren.

Betrachten Sie die Differentialgleichung zweiter Ordnung

u'(t) —2u(t) =1 mit «(0) =1, «'(0) =0.

Sie soll mit dem expliziten 3-Schritt-Verfahren
h
e T (23f(75k, ug) — 16 f (tr—1,up—1) + 5 (tp—2, Ulc—2))

und der festen Schrittweite h = 1 gelost werden. Fiithren Sie eine Startrechnung mit dem
expliziten Euler-Verfahren durch und berechnen Sie anschlielend den ersten Schritt des
3-Schritt-Verfahrens.

(5 Punkte)
Aufgabe 3. (Richardson-Extrapolation)

Sei & (tp41) die exakte Losung des AWP mit Startwert z(t;,) = y®). Zeigen Sie, dass mit

und



die Abschatzung fiir ein RK-Verfahren p-ter Ordnung
Btrgn) =y = ety ) + O()

und

Tk

B(thr) — Pt =2 (*

p+1
) ety ™) + o)

gilt.
(5 Punkte)



