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Aufgabe 1. (CG-Verfahren)

Das lineare Gleichungssystem Ax = b mit einer reellen symmetrisch positiv definiten
Matrix A soll dem Verfahren der konjugierten Gradienten gelöst werden. Hierbei seien
xk die Näherungslösungen, qk die (konjugierten) Suchrichtungen und rk die Residuen
(wobei rk−1 6= 0 gelte) in Iteration k. Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften des CG-
Verfahrens:

a) qk 6= 0

b) span{r0, r1, ..., rk−1} = span{q0, q1, ..., qk−1}
(5 Punkte)

Aufgabe 2. (CG-Verfahren)

Es seien

A =

 7 −2 0
−2 6 2

0 2 5

 , b =

 3
3
0

 und x0 =

 0
0
0


Bestimmen Sie die Iterierten x1, x2 und x3 des CG-Verfahrens zur Lösung des linearen
Gleichungssystems Ax = b für den Startwert x0.

(5 Punkte)

Aufgabe 3. (CG-Verfahren für semidefinite Matrizen)

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

Ax = b

mit einer symmetrisch semidefiniten Matrix A und b im Bild von A.
Beweisen Sie, dass alle im Laufe des cg-Verfahrens konstruierten Suchrichtungen eben-
falls im Bild von A liegen. Folgern Sie, dass das CG-Verfahren anwendbar ist und das
x eine Lösung des Problems darstellt. Gilt dies auch für das vorkonditionierte CG-
Verfahren? Begründung?

(5 Punkte)

Aufgabe 4. (Vorkonditioniertes CG-Verfahren)

Das CG-Verfahren soll durch eine Matrix C ∈ Rn×n vorkonditioniert werden. Sei C =
LLT die Cholesky–Zerlegung der Matrix C.

Dann ist das System C−1Ax = C−1b äquivalent zu

L−1AL−>z = L−1b, x = L−>z.
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Die Matrix M = L−1AL−> ist wieder spd. Weiterhin sei

Ψ(z) =
1

2
〈Mz, z〉 − 〈z, L−1b〉

das neue Funktional, vgl. Vorlesung. Dann gilt offenbar

Ψ(z) = Φ(x) und ∇Ψ(z) = L−1AL−>z − L−1b.

Beweisen Sie, die unten stehenden Beziehungen, welche sich aus der Anwendung des
CG-Verfahrens auf L−1AL−>z = L−1b ergeben. Wir bezeichnen die Suchrichtungen,

den Fehler und das Residuum für z mit q
(k)
z , e

(k)
z bzw. r

(k)
z sowie q(k), e(k) bzw. r(k) die

entsprechenden Größen für x = L−>z.

a) q(k) = L−>q
(k)
z

b) e(k) = L−>e
(k)
z

c) r(k) = Ae(k) = AL−>e
(k)
z = Lr

(k)
z

d) q(k+1) = βkq
(k) − w(k+1) mit βk = 〈w(k+1),Aq(k)〉

〈q(k),Aq(k)〉 und w(k+1) = C−1r(k+1) als das

vorkonditionierte Residuum.

e) 〈w(j), r(k)〉 = 0 für j 6= k (C−1 Orthogonalität)

(5 Punkte)
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