Ubungen zur Ingenieur-Mathematik III WS 2012/13
Blatt 1 18.10.2012

Aufgabe 1: Sei v : [0, 27] — R? mit
[ r(p)cosy
7(90) = ( r(gp) sin ¢ )
eine Kurve in R? mit r(0) = r(27) und 7(p) > 0, d.h. es ist eine ge-
schlossene Kurve, die gegen den Uhrzeigersinn einmal um den Ursprung
verlauft und zu einem Winkel ¢ den Abstand 7(p) zum Ursprung hat.

Zeigen Sie mit Hilfe des Gauf’schen Integralsatzes, dass die eingeschlos-
sene Fldche gegeben ist durch

F=; [0t
. . . _ () ) _ [ r(p)cosy
LosuNG:Kurve I' : y(¢) = ((7§(¢) ) = ( s Singp( 2 .
ormale N = L 72( — 1 () sin ¢ 4 7(¢) cos @
Nommale N = < —71(%) ) 17 (@)l ( —r'(p) cos g + (i) sin ¢ )

Sei ) die von I' eingeschlossene Fléche.
Gesucht: Voly(§2) = / ldz dy
Q

1
Setze F(z,y) = > ( z ) Dann gilt div £ = 1 und der GauBlsche Integralsatz liefert:

F-Ndl

/ ldxdy = / divFdx dy
Q Q
I

T r(p) cos g o1 (@) sing + r(p) cos ¢ ,
( r(p)sin g ) Y ()l ( —r'(p) cos p + r(ip) sin ) ol

(r(p)cos p(r' (p)sin @ + r(p)cos @)



Aufgabe 2: Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von der Kurve

(1) = 2cost + cos 2t
T =N\ 2¢int —sin2t )

0 <t < 27 eingeschlossen wird.
Tipp:

costcos2t = 1(63” +e ¥ p et o) = §(cos 3t + cost)

LOsunaG:Die Kurve beschreibt eine sog. Hypozykloide:
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Gesucht: Voly(Q) = [, 1dx

Voly(£2) = /1dx = / div Fdrdy mit div F' =1, z.B. F(z,y) = ( "g )
Q Q

= F-Ndl nach Gauf}, wobei N &duflere Normale

’ (787) (2% ) mamiona. ¥ =g ( 26)

1 (8)32(t) di

3
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3

(2cost + cos 2t)(2cost — 2 cos 2t)dt

2
(4cos®t — 4dcostcos2t + 2 cost cos 2t — 2 cos® 2t)dt

c——— 5

cost = 1(e' + e7") = cos’t = 1(e? 4 e + 2) = L cos 2t + £,

=~ =

also costcos2t = —(e¥ e 4 e 4 e7) = 5(008 3t + cost)

2
= Vol(©2) = / [(2cos2t 4 2) — (cos 3t + cost) — (cos4t + 1)]dt
0



= 0+47—-0-0—-0—27
= 27

Aufgabe 3: Sei  ein beschriinktes Gebiet im R?® mit glattem Rand, welches den
Nullpunkt nicht enthalt. Zeigen Sie

-N d
T o= &
] ]

Dabei bezeichnet N die auflere Normale von 0f).

LOSUNG:

Nach dem Gaufi’schen Integralsatz im R? gilt:
f F - Nda = fdidem

o0 Q

N = aduflere Normale von 0f).

Wiihle hier F(x) == £ und zeige: divF = 2

divF =

Aufgabe 4: Vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge bei

5 Yy
O/O/f(x,y) dx dy.

D. h. geben Sie neue Integrationsgrenzen an, so daf3gilt:

/b/df(x,y) dy dw—i/yf(xay) dz dy.
a c 0 0

Dabei sei die Funktion f: R? — R stetig.

LOSUNG:



Das Ergebnis lautet

5 vy 5 5

[ [ fewdsay= [ [ 1) dye

0 0 0 =z

Begriindung: Auf der linken Seite wird {iber

My ={(x,y): 0<z<yAn0<y<5}
integriert. Auf der rechten Seite dagegen iiber

My :={(x,y): 0<z<5Az<y<5}

Zu zeigen ist also, dass
My = Ms.

e zu M,;: Wéhle yo € [0, 5] fest. Dann enthélt M; die Strecke {(z, yo) : 0 < = < yo}.
Also folgt, dass M; das von der y-Achse und den beiden Geraden y = x und
y = 5 begrenzte Dreieck im ersten Quadranten des R? ist. (Man fertige hierzu

und zu dem Folgenden eine Skizze an!)

e zu My: Wihle xy € [0, 5] fest. Dann enthélt M, die Strecke {(xo,y) : xg <y <
5}. Also folgt wieder, dass M, das von der y-Achse und den beiden Geraden
y = x und y = 5 begrenzte Dreieck im ersten Quadranten des R? ist. Daher gilt

M, = M,!

Aufgabe 5: Berechnen Sie das Integral

1 pl—x
/ / 22yt dy dx .
o Jo

LOSUNG:
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