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Aufgabe 10: Betrachten Sie die Spiegelungsmatrix

A:(cosa sin o )’ I

sina — cos«

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.

LOsuNG:Um die Eigenwerte der Spiegelungsmatrix A zu berechnen, berechnen wir
zuerst das charakteristische Polynom

Ps(A) = det(A— A1)
_ det ( cos.oz - A sin o )
sin o —cosa — A
= (cosa— \)(—cosa — \) —sin”a

= —cos?a+ Acosa — Acosa + A2 —sin®«

= N - <C082 a + sin? a)
= N-1
und bestimmen dessen Nullstellen

P{AN)=0 & MN-1=0 < \==+I

Die Eigenwerte der Spiegelungsmatrix A lauten also A\; = —1 und A\ = 1.
Nun berechnen wir die zugehérigen Eigenvektoren

Ax = )\1,2213'
<~ (A — )\1}2]1) r = 0
(Cosajzl sin «v > <x1) _ 0
sin o —cosa*+1 To
o { (cosa+1)x; +z9sinae = 0
T = %I‘Q

Setzt man x; ein, so erhélt man

(cosa 1)z +xasina = 0

& (cosa+1)=Ely, 4 gysina = 0

= %xz 4+ z9sina = 0

& —Tosina + x3sina = 0

& 0 =0

Der Eigenraum zum Eigenwert \; = —1 ist also gegeben durch

(3 Y er) = (5 e
()



denn mit Hilfe der Additionstheoreme 148t sich zeigen

cosa — 1 cos (% + %) — (cos2 <+ sin? %)
s sin (5 + %)
2

2a _ gin2ae _ a g
cos” 5 —sin® 5 — cos” 5 — sin

3 o «
2sin 5 Cos 5

2«
2 sin 5

- 3 (07 [0}
2 sin 5 COS 5

2

e

a
= —tan —.

2

Der Eigenraum zum FEigenwert A\, = 1 ist gegeben durch

() [em) = {o( 17 ) |oen}
cos 2
- {r(88) [penf.

wobei man ebenfalls mit Hilfe der Additionstheoreme zeigen kann, dass

cosa+ 1 a
——— =cot —.
sin «v 2

Aufgabe 11: Betrachten Sie eine Drehmatrix der Form

A:<cosa —smoz)7 weR

sina  cos«

und Spiegelungsmatrizen der Form

B — (cosﬁ sin 3 )7 BeR

sinf3 —cospf

c - (COS’V sin 7y )7 v ER.

siny —cosvy
a) Berechnen Sie die Matrix AB.
b) Berechnen Sie die Matrix BC'

¢) Da A, B und C in O(2) liegen, sind auch die beiden Matrizen AB
und BC orthogonal. Handelt es sich bei AB bzw. BC' jeweils um
eine Drehung oder Spiegelung?

LOSUNG:



AR — cosa —sina cosf3  sinf
- sina cosa sinf8 —cosf3
cosacos S —sinasin B cosasin 8 + sin « cos 3
- sinacos 8+ cosasinf sinasin 8 — cos « cos 3

- (e o))

BC — cosf sinf )((3057 sin y )

sinff  —cosf siny —cos~y

sin § cosy — cosﬁsm’y sin fsiny + cos 3 cosy

( cos S cosy +sinBsiny cos Fsiny — sin [ cosy )

cos [ cos —sin Gsin(—7y) — cos B sin(—v) — sin B cos(—7)
sin 3 cos( —|— cos B sin(—v) —sinfsin(—y) + cos 5 cos(—7)

( cos( — v) —sin(f — 1) >
sin(f =) cos(f —7)

c) Bei der Matrix AB handelt es sich um eine Spiegelung und bei der Matrix BC
handelt es sich um eine Drehung.

3 -2 -1
Aufgabe 12: Gegeben sei die Matrix A = 6 2 2 € R?*3, sowie der
-3 8 3
—4
Vektor b = 16 € R3.
22

a) Losen Sie das Gleichungssystem Az = b mittels Gauﬁ Elimination
Geben Sie die beim Losen auftretenden Matrizen L) und L

b) In der LR-Zerlegung (siche Skript) treten Matrizen
LW L@ (LY=L (L)1 auf. Geben Sie diese an, und be-
rechnen Sie L = (L®)~1(LM))~!

c¢) Wir definieren nun R = L& LM A = AG). Rechnen Sie nach, dass
A = LR gilt.

d) Losen Sie schlieflich das Gleichungssystem Az = b noch einmal,
diesmal durch Vorwértseinsetzen (Ly = b) und anschlieSendes
Riickwiirtseinsetzen (Rz = y).



LOSUNG:

a) Die GauB-Elimination ergibt:

3 -2 —-1| —4 -1

6 2 2 16 gi)

-3 8 3 22 — +

3 -2 -1 —4 3 —2 -1 —4
— 0 6 4 | 24 (=1) =0 6 4 | 24

0 6 2 18 — + 0O 0 —-2| -6

:E(T)A =L<2)26>A=R

(Die Bezeichnungen L®, L™, R wurden hier fiir Teil b) schonmal notiert.)
Riickwirtseinsetzen ergibt nun:

—2I3:—6:>.T3:3,
629 + 4a3 =24 = 629 = 12 = 29 = 2,
31’1—2172—1'3:—4:}31'1:3:>(L'1:]_.

b) Im ersten Gauf-Schritt wurde die erste Zeile mit —2 multipliziert und zur zwei-
ten addiert, demnach steht in der Matrix L") in der zweiten Zeile in der ersten
Spalte eine —2 und in der zweiten Spalte eine 1. Analog steht in der dritten
Zeile der ersten Spalte eine 1, da die erste Zeile mit 1 multipliziert wird und zur
dritten addiert wird. Analoges gilt fiir L und wir erhalten

1 00 1 0 0
W= =210, Z®W=10 1 0
1 01 0 -1 1
Damit sind:
. 1 00 . 100
(LY "= 2 10 (L®) " =1010
-1 0 1 011
und
. . 1 00 100 1 00
L= (LW)  (L®) 2 10 010]=(2 10
-1 0 1 011 -1 1 1
3 -2 —1
c) Die Matrix R=| 0 6 4 haben wir schon bei der Gauf-Elimination
0 0 =2
berechnet. Multiplizieren wir von links mit L erhalten wir wieder A:
1 00 3 -2 -1 3 -2 -1
LR = 2 10 0 6 4 = 6 2 2 =A
-1 11 0 0 =2 -3 8 3



1 00 " 4
d) Vorwirtseinsetzen: Ly = b < 2 10 y2 | = 16
111 Ys 929

yl:_47
201 +y2 = 16 = yp = 24,
—Yh + Y2+ ys =22 =y = —6.

3 —2 -1 T —4
Riickwértseinsetzen: Re =y < | 0 6 4 To | = 24
0 0 =2 T3 —6

—21’3:—6:>ZE3:3,
629 + 4a3 =24 = 629 = 12 = 29 = 2,
3r1 — 209 —x3=—4=3r1=3=x; = 1.

Aufgabe 13: Berechnen Sie die QR-Zerlegung der folgenden Matrizen mit Hilfe von
Spiegelungen. Berechnen Sie dabei nur die Matrix R und die Matrizen
Q™. Die Matrizen Q) kénnen sie entweder explizit oder in der Form
Q¥ =1 — cov” mit ¢ € R, v € R™ angeben.

0a-(37)

1 2 3
by B=| -1 0 -3
—2 3

¢) Geben Sie den Rang der Matrizen A und B an.

d) Verwenden Sie die QR-Zerlegung, um die Gleichungssysteme Az =
b und Bx = d mit

5 9
bz(l) und d= —-11
11

zu losen.
LOSUNG:

2a-(11)

Wir nehmen

B 1

uy = 9

lur]| = V5
ap = —sign (ui)|lui ]| = —V5



hierbei sorgt das negative Vorzeichen fiir Stabilitat, vgl. Skript

() (1)

nynt 2 T
=1————F=mn
Ina]? 10425

Anschlielend berechnen wir R; = Q(I)TA, indem wir die Matrix Q(I)T nachein-
ander auf die Spalten der Matrix A anwenden.

o () - (3)-2a( ) ()

)-(5)

Joerm (1Y) (e o) ()
)_4+2\/3<1+\/3)
%

54+V5 2

<
<
() -
<
[

Daraus ergibt sich

4
T [ Y o L5
i =q A—< 0 -2 T EL0 -3

Man sieht, dass



Wie oben, setzen wir
1

Uy = -1
0
lu]l = V2,
o = —sign (un) ]| = —2
q 1++2
ny = uy — 0 = —1
0 0
QW =1- o
[[na]|?
2 T
=1—-———Fmn
4422 !
1
=1- nint
2+v2 !
(g
VZ\ 00 V2
Wir wenden Q(l)T auf die Spalten der Matrix B an:
N 1 ) 142
o[ 1] = [ 41 ) - 1 (2 + \/5)
0 0 2 ++/2 0
-2
= 0
0
2 2 . 142
V' o | = o |- -1 | (2+2v2)
—2 o) 2+V2 0
V3
~ | e
—2
3 3 . 1+ 2
Q| =3 = [ 3 )-5s—5| 1 |(6+3v2)
3 3 ) 2HV2\
3 3+3v2
— 3 |- —3
3 0
_3\/§
= 0




V2 —V2 =3V2
= QW' B = V2 0
0 -2 3
(1)
lus]| = V6.

Wir nehmen v, als Ergdzung von us mit 0 in der ersten Zeile um einen Vektor
im R3 zu bekommen.

0
Vo = \/§ )
-2
[[va]| = V6,
Qg = —sign (vaz)||va|
0 0
Ng =V — | g | = \/5(14-\/3)
0 -2
T
Q¥ =1-2 =1-———myn
al? " 231 vE)
| V3 0 0
=— | 0 -1 V2
V3 0 v2 1

Um R = Q@ QW' B zu berechnen, wenden wir Q@ einzeln auf die Spalten
der Matrix Q(l)TB an:

wr [TV DS ! |
AR A D RO AR
—V?2
- 0
0
)7 ~v2 N 1 '
Q fg = g —m \/5(1_42—\/5) 2<3+\/§>
V2
= | -6




c)

Nach Berechnung der QR-Zerlegung 148t sich einfach bestimmen, ob eine qua-
dratische Matrix vollen Rang hat oder nicht, denn eine Matrix hat genau dann
vollen Rang, wenn sie invertierbar ist und eine Matrix ist genau dann inver-
tierbar, wenn ihre Eigenwerte ungleich Null sind. Des weiteren ist das Matrix-
produkt zweier Matrizen nur dann invertierbar, wenn beide einzelnen Matrizen
invertierbar sind. Da die Matrizen Q) grundsitzlich invertierbar sind miissen
wir nur noch priifen, ob die Diagonaleintrage der Matrix R ungleich Null sind.
Ist das gegeben, so hat die Matrix QR vollen Rang.

Rang(A) = 2, Rang(B) =3

Um ein Gleichungssystem Az = b mit Hilfe einer QR-Zerlegung zu l6sen, formt
man das Gleichungssystem wie folgt um
Ar = b
& @QRx = b

= Rxr = Q7b
Wir berechnen also
== ~ (]

() e
(-

V5 (1+/5) 2
und 16sen das Gleichungssystem

L[5 4 7 4

V5 0 -3 i) N V5
PN 5 4 T .
0 3 T2 N

7

9

1

5

3

Siesl ~—

N { 51’1 + 433'2 =
31’2

=
) =



Die Losung des Gleichungssystems Az = b lautet also x = ( _31 )

Das Gleichungssystem Bx = d 16sen wir auf die gleiche Weise. Zuerst berechnen
wir

QTd = Q(Q)Q(l)d
9 . 1+V2
- Q| 1) - -1 |v2(10v2+9)
1 V2(1+v2) |
o 9 10v/2 + 9 1++2
= @ 11 | — —F -1
11 1+v2 0
~10v2
= Q| -2
11
—~10v/2 1 0
- | V2 |- | V2 +va) | (-2vB(1vB+1))
1 23 (1+V3) (_2 )
—10v/2 0
144v3
S A PR LY AV TR
1++3 _
11 2
~10v2
= 4/6
3v3
Anschlieflend 16sen wir das Gleichungssystem
V2 V2 -3v2 1 ~10v2
0 —v6 6 T = 44/6
0 0 V3 3 3v/3
=~ (F10V2 4 V2rs + 3V213)
& vy = g (4V6 — Vo)
xr3 = 3
T = 2
=1 ) = —1
X3 = 3
2
Die Losung des Gleichungssystems Bx = d lautet also z = | —1



