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Aufgabe 23: Betrachten Sie den Vektorraum

V=A{f:]0,7] = R| f(x) = ¢y sin(x)+cysin(2x)+cz sin(3x) mit ¢y, co,c3 € R}.
Die Funktionen

v1(x) = sin(x)
ve(z) = sin(2x)

v3(z) = sin(3x)
bilden offenbar eine Basis des Vektorraums V.

a) Zeigen Sie, dass vy, ve und v beziiglich des Skalarproduktes

g(v,w):/ v(x)w(x)de
0
orthogonal sind.

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis (ONB) dieses Vektorraums.

c¢) Berechne Sie die orthogonale Projektion der Funktion

o ={1_, s

™=

FTSIE

auf den Vektorraum V' beziiglich g(-,-).

Tipp: Zeigen Sie zunéchst
1
sin(az) sin(bz) = 5 (cos((a — b)z) — cos((a + b)x)) .
LOSUNG:Zuerst beweisen wir die im Tipp aufgestellte Behauptung:

Seia, b € N mit a #b

sin(az) = % (e"* — ")
sin(bz) = 2% (e — e7)

1 ei(a—i-b)x 4 e—i(a+b)x ei(a—b):r: + e—i(a—b)x
— sin(ax) sin(bx) = ) ( 5 ) - ( 5 ) :

= % (cos ((a —b)x) — cos ((a+ b)x))



g(sin(ax), sin(br)) = /07r sin(ax) sin(bzr) dx = /O7r % (cos ((a —b)x) — cos ((a + b)x)) dx

1 , . 1 , W
=% D) [sin ((a — b)x)]; — 2at D) [sin ((a + b)z)]; = 0.

weil @ — b # 0 und a + b # 0. Daraus folgt, dass die Funktionen vy, vy und v3
bzgl. des Skalarproduktes g(-, -) orthogonal sind.

Da vy, v9, v3 linear unabhéngig sind, bilden sie also eine orthogonale Basis und
wir miissen nur noch normieren:

Die normierte Basis, nennen wir sie wy, ws, ws, erhalten wir wie folgt:

1 .
= Vg(sin(z), sin(z)) sin(z)
wy = ! sin(2x)
\/g(sin(2z), sin(2z))
w3 = ! sin(3x)

Vg(sin(3z), sin(3z))

Sei a € IN,

g(sin(az),sin(az)) = /07T sin(az) sin(az) dx = /07r % (1 —cos((2a)x)) dx
1
2

und dann

N
Wy = \/g sin(2z)
w; = \/g sin(3z)

Bemerkung: Wenn die Basis nicht bereits orthogonal wére, konnten wir das
Gram-Schmidt-Verfahren benutzen. Dieses funktioniert mit dem Skalarprodukt
g(+,-) analog zum Vorgehen im R3.

Die orthogonale Projektion der Funktion f(x) auf den Vektorraum V bzgl. des
Skalarproduktes ¢(-,-) berechnet sich wie folgt

Pf(z) = g(f(x), wi(x))wi(z) + g(f (), wa(2))ws(x) + g(f (2), ws(w))ws(z)
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Aufgabe 24: Berechnen Sie den kritischen Punkt der Funktion
fz,y) = 32® — bay — 2y° + 3

und berechnen Sie die Hessematrix. Welche Eigenwerte hat die Hesse-
matrix an den kritischen Punkten?

LOSUNG:Gesucht wird der kritische Punkt der Funktion f(x,y) = 322 —b5zy —2y*+3.
a) Notwendige Bedingung: grad f(x,y) = ( 8 ) Es gilt
fiﬂ(xay) = b6z — 5y )

fy(xay) = —dr — 4y .

Dies liefert ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem vom Rang 2:

(_g :i)(§>:(8> ,det(_g :Z):—24—25:—497é0.

= Der einzige kritische Punkt liegt bei: z = y = 0 und lasst sich leicht mit
Hilfe des GauB-Algorithmus oder der inversen Matrix berechnen.

b) Die Hessematrix:

6 —5
D2 z, — f:ca; fxy > — ( ) — A
f(z,y) (fxy [ 5y
Bestimmung der Eigenwerte von A: Die charakteristische Gleichung von A lau-
tet

(6—A)(—4—X)—25=0& N> -2\ =49,
SA=12=50< M\o=1%+50.



Aufgabe 25: Berechnen Sie grad f, D?f, fiir (z,y) € R? und

flxy) = V1—-a?—y.

LOSUNG:

arad f(o) = (1) = | V277

1—22—y

2 X
2 fzm f:c _ yz_ 12 3/2 = 2_y 2)3/2
Df(x’y): Y — (1—22—y2) (14”211/)
fya: fyy - (1_x2iyy2)3/2 (1_;2_;2)3/2

Aufgabe 26: Berechnen Sie grad f und D?f fiir f : R® — R mit

und

f@)=llz—al, acR z#a

LOsUNG: f(z) = ||z — al| = /Dy (2 — a;)? =

(@)Y [ _w-a _ woa
grad f(z) = < Ox; )1§i§n N (\/Z?ﬂ(% - ai)2> 1<i<n =l

21~ (5g),

dij (zi — a;)(z; — a;) >

und

<\/Zz 1 - az) (Z?:l (IL‘Z — ai)2)3/2
_ _(5’7—@)@)(37—@)
|z — all [z — a?

wobei I die Identitdt und v ® v das Tensorprodukt u ® v = (u;v;);; ist.



