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Aufgabe 35: Thema: Differenzierbarkeit

a) Was bedeutet fiir eine Funktion f : R™ — R, dass f an der Stelle
zo € R™ differenzierbar ist?

b) Wie hidngen Differenzierbarkeit und Stetigkeit zusammen?

¢) Welche Voraussetzung an die partiellen Ableitungen impliziert die
Differenzierbarkeit?

d) Welche geometrische Interpretation hat der Gradient von f an der
Stelle xq?

e) Wie berechnet man den Gradienten?

g) Was ist eine Richtungsableitung?
h

Was ist ein lokales Minimum bzw. ein lokales Maximum einer
Funktion vom R"™ nach R?

)

f) Was besagt der Satz von Schwarz?
)
)

i) Welches Gleichungssystem muss man 16sen, um solche lokalen Ex-
tremwerte zu finden?

j) Was ist eine positiv (bzw. negativ) definite (n x n)-Matrix?
k) Was ist die Hesse-Matrix einer Funktion f: R" — R?

1) Was folgt, wenn der Gradient an einer Stelle xy im Innern des
Definitionsbereiches verschwindet und die Hessematrix dort positiv
definit ist? Was gilt, wenn sie dort negativ definit ist?

LOSUNG:

a) Eine Funktion f : R" — R heifit differenzierbar an der Stelle x, falls es eine
lineare Abbildung a : R — R gibt, so dass

f(x) = f(xo) + alz = x0) + o(x — o),

o(h) h—0
g 0

wobel 0 : R® — R mit

b) Differenzierbare Funktionen sind stetig, aber nicht umgekehrt.
Bsp: f: R — R, x> |x| ist stetig an 27 = 0, aber nicht differenzierbar an der
Stelle.

¢) Wenn alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind, dann ist f differen-
zierbar.



d) Die Richtung des Gradienten von f an der Stelle z ist die Richtung des steilsten
Anstieges von f, und seine Lénge ist dieser steilste Anstieg.

e) grad f — <ﬁ or 8_f>T,

Ox1’ Oz ) ) Oxn
f) Satz von Schwarz:

Sei f: R™ — R zweimal stetig differenzierbar, dann gilt fiir alle v, w € R™:
D?f(z)(v,w) = D*f(z)(w, v).

D.h. die Bilinearform D?f(x) ist symmetrisch und damit ist dann auch D? f(z)
eine symmetrische Matrix:
0? 0?

50 0= 55 )

g) Sei v ein Vektor; Die Richtungsableitung 0, f(x¢) eine Funktion f an der Stelle
xo ist die Variation dieser Funktion in der Richtung v.

Oy f(x0) = Of (o + tv)|1=0 = grad f(xo) - v.
Man bezeichnet auch die partielle Ableitung als Richtungsableitung.

h) Ein lokales Minimum einer Funktion f ist ein Punkt ¢, zu dem es eine Umge-
bung V'(zo) gibt mit der Bedingung Vo € V(zo) : f(z) > f(xo).

Ebenso ist ein lokales Maximum einer Funktion f ein Punkt zg, zu dem es eine
Umgebung V' (z) gibt mit der Bedingung Yz € V' (z) : f(x) < f(zo)

i) Um solche lokalen Extremwert zu finden, sucht man nach kritischen Punkten,
das heifit, man 16st die Gleichung V f(x) = 0. Dann ist zu entscheiden, ob es
sich um einen Sattelpunkt oder ein lokales Extremum handelt.

j) Eine symmetrische Matrix A heifit positiv definit, falls die Eigenwerte von A
alle positiv sind.
Eine symmetrische Matrix A heifft negativ definit, falls die Eigenwerte von A
alle negativ sind.

k) Die Hesse-Matrix von f ist die die Ableitung des Gradienten dieser Funktion.

wr= (5,0,

1) Wenn der Gradient an einer Stelle zy im Innern des Definitionsbereiches einer
Funktion f verschwindet und die Hessematrix dort positiv definit ist, dann ist
f ein lokales Minimum, wenn die Hessematrix dort statt dessen negativ definit
ist, ist der Punkt ein lokales Maximum.



Aufgabe 36: Thema: Differenzierbarkeit bei vektorwertigen Funktionen

a) Wie ist Differenzierbarkeit fiir Funktionen von R™ nach R™ defi-
niert?

b) Nennen Sie ein hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit!

¢) Was versteht man unter der Jacobimatrix einer differenzierbaren
Abbildung an einer Stelle x4?

d) Was besagt die mehrdimensionale Kettenregel ?
e) Sind differenzierbare Abbildungen immer stetig?
f) Wie sind Polarkoordinaten im R? definiert?
g) Was sind Kugel-, was Zylinderkoordinaten 7

LOSUNG:

a) Eine Funktion f : R™ — R™ heifit differenzierbar in einem Punkt zy € R™, falls
es eine lineare Abblidung a : R™ — R gibt, so dass

f(z) = f(xo) + alx — zo) + o(z — o),

wobei 0 : R* — R™ mit ‘ﬁ(}ﬁf =90,

b) f ist differenzierbar genau dann wenn f partiell differenzierbar nach alle Varia-
blen ist und alle partielle Ableitungen stetig sind.

c) Die Jacobimatrix einer differenzierbaren Abbildung an einer Stelle zq ist die
Darstellung von D f(x) in Matrixform.

0
Dfe0) = (-
Zj 1,j
d) Sei g:R? R und f: R* > R™, D(f o g)(x) = (D) (9(x)) (Dg(x))
Bemerkung: Dg ist eine (n x p) — Matrix, Df ist eine (m x n) — Matrix, und
D(f o g) ist eine (m x p) — Matrix.

oh  Oh ... Oh d1. dg1 ... 9q
o1 Ozo OTn Ox1 Oz Ozp
of2 Of2 .. 9f 992 092 .. 9g2
ox1 Oxo Oxn ox1 Oxo Oz
Ofm  Ofm .. Ofm Ogn  Ogn ., Ogn
o1 Oxo Oxn o1 Oz 0xp

e) Ja, differenzierbare Abbildungen sind immer stetig.



f) Definition von Polarkoordinaten im R?: Sei M ein Punkt im R? mit Ko-
ordinaten (x,y) im kanonischen Koordinatensystem. Man nennt r = /22 + 12
den Abstand zwischen M und dem Ursprungspunkt O = (0,0) von R?, und ¢
den Winkel zwischen die x — Achse und O—]\>4 . Die Polarkoordinaten von M sind
(r,0), ihre Verbindung mit den kartesischen Kordinaten von M ist

x = rcos(f)
y = rsin(0)

g) Definition von Zylinderkoordinaten im R3: Sei M ein Punkt im R3 mit Ko-
ordinaten (z,y, z) im kanonischen Koordinatsystem. Man nennt r = /22 + 32
die Abstand zwischen der Projektion N von M auf den (z,y)-Ebene und dem
Urspgl)gspunkt O = (0,0,0) von R?, und 6 den Winkel zwischen der x — Achse

und ON. Die Zylinderkoordinaten von M sind (r,#, z) und ihre Verbindung mit
den kartesische Kordinate von M ist

r = rcos(f)
y = rsin(0)
z= z

Definition von Kugelkoordinaten im R3: Sei M ein Punkt im R? mit
Koordinaten (x,y,z) im kanonischen Koordinatensystem. Man nennt r =
V2?2 + 3% 4 22 den Abstand zwischen M und dem Ursprungspunkt O = (0,0, 0)
von R?, N die Projektion von M auf den (z,y) — Achse, § den Winkel zwischen
x-Achse und O—]_>V , und ¢ den Winkel zwischen den y-Achse und (T\? . Die Ku-
gelkoordinaten von M sind (r, ¢, 0) und ihre Verbindung mit den kartesischen
Kordinaten von M ist

x  =rsin(¢)cos(0)

y = rsin(¢)sin(h)

z  =rcos(9)

Aufgabe 37: Geben Sie den Satz von Gaufl an
a) einmal mit Differentialoperatoren und

b) und einmal mit ausgeschriebenen partiellen Ableitungen und aus-
geschriebenem Skalarprodukt.

LOSUNG:

a) Sei 2 C R™ eine beschréinkte, offene Menge und 052 sein Rand, unter Vorausset-
zung daf es eine glatte Fliche ist; (in dem Sinn, dafl der Rand 02 eine lokale,
Stetig differenzierbare Parametrisierung besitzt). Wir bezeichnen mit N(z) die
duBere Normale auf 0€2, dann gilt fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld V' (z)
auf Q

/div (V(x))dz :/ V(z)- N(x)da
Q

o0



b) Die Gleichung ist explizit

[ ac- [ (v a

wobei V(x) = (Vi(x), Va(x), -+, V,(x)) and N(x) = (N1(z), No(z), -+, Ny(z)).

Aufgabe 38: Geben Sie die Formel fiir die Integration einer Funktion f : R? — R
iiber einer Kurve v : [0,1] — R? an.

LOSUNG:Die Formel fiir die Integration der Funktion f : R? — R iiber eine stetige
differenzierbare Kurve v : [0, 1] — R? ist.

/ fi = / O RO

Aufgabe 39: Geben Sie das Fliachenelement bei der Integration iiber eine Graphen-
fliiche ¢ : [0,1]> — R an.

LOsunaG:Laut Skript ist das Flachenelement bei der Integration iiber eine Graphen-
fliche g : [0,1] — R? gegeben durch

L+ [[Vgl*.

Aufgabe 40: a) Was ist die Definition einer orthogonalen linearen Abbildung f :
R" — R"?

b) Wann ist eine Matrix A € R™" orthogonal?
LOSUNG:

a) Eine orthogonale lineare Abbildung f : R™ — R" ist eine langentreue Abbildung
(I f(@)| = ||z|| firalle z € R™).

b) Eine Matrix A € R™" ist orthogonal, falls A=! = AT.

Aufgabe 41: Geben Sie die Formel der Taylorentwicklung einer Funktion f : R® — R
bis zur Ordnung 2 an.

LOsuNG:Die Formel der Taylorentwicklung einer Funktion f : R™ — R an der Stelle
xo bis zur Ordnung 2 lautet:

f(x) = f(zo) +grad f(xo) - (v — o) + % (D? f (o) (& — o)) - (2 — 20) + O(|lz — zo[*)
wobei D? f die Hesse-Matrix ist.

Aufgabe 42: Berechnen Sie die Hessematrix zu:

a) f(x,y,z) = sin(x)e*2z?,

b) g(x) =/ —|— —|—43mltx—(:cl,a:Q,xg)E]RSundaz>O



LOSUNG:

a) f(z,y,z) =sin(z)e?2? =

—sin(z)e?2? 2 cos(w)e?¥2?

2cos(z)e?¥ 2% 4sin(x)e?z?
2cos(z)e*z  4sin(r)e?z

b) g(z) =/ + 3+ = gL = e =

2
Ty ___mx2

1
afg(z)  aig(x)?

Df =

2 cos(x)e*z
4sin(z)e?z
2sin(z)e*¥

13

a%a%g(m)z - a?a3g(z)3
2 __ x1T2 1 _ %5 ___T2x3
D 9= a?a2g(z)3 a2g(x) a3g(z)3 aZaZg(x)?
X1T3 _ Tox3 1 o zg i
ailcbgg(l‘)3 a%a%g(:z:)3 a%g(:c) aég(:{:)3
Aufgabe 43: Bestimmen Sie fiir die Funktion
g(x,y) = \/ (Vz2+y*—R)?2, 0<r<R,

die Taylor-Entwicklung an der Stelle (R, 0) mit Restglied der Ordnung

3.

Tipp: Finden Sie eine Funktion A(-), so dass g(x,y)

V2 + 2.

LOsuNG:g(z,y) = h(d(z,y)) mit d(z,y) =

d(z,y) =

(z,y (d(z,y)) du(
Guy(x,y) = W' (d(z,y)) de(z,y) dy(z,y) +h'(d(x
Gy (T, y) = 1" (d(x, y)) dy(x,y)* + B (d(z,
mit
do(7,y) = d(; m
oy

B, ) d(z,y)
oe(:9) d(j y)?
dly(xvy) _d(;yy)g
) =

V2 +y? und h(p) =

= h(d(x,y)) mit

SRk

)) Ay (,Y)

y)) dyy(, y)



und

An der Stelle (R, 0):

d(R,0) =R

dy(R,0) =1

d,(R,0) =0

dyo(R,0) = dyy(R,0) =0
R 1

dyy(R,0) = =R

und

Es folgt

Die Taylor-Entwicklung ist dann

o(r.9) =7~ (e~ R+ O(l(w — R,y

Aufgabe 44: Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion
g(x,y, 2) = 2° + 2y* + 22°

im Punkt (1,1,0) mit Restglied der Ordnung 5. Uberpriifen Sie durch
Ausmultiplikation, ob die Taylorentwicklung gleich der Funktion ist.



LOSUNG:
9(1,1,0) =2
gz(T,y,2) = 322+ + 25 = 9:(1,1,0) =4

gy(z,y,2) =22y = g,(1,1,0) =2
gz(:v,y, ) = 3$22 = gz(la 170) =

Gy (T, Y, 2 ) = 2y = gzy(l, L, 0)

gyy(xuy> ) - 2‘%‘ = gyy(la 170)

gyz(xaya )

Jowa (T, Y, 2 )

Gy (T,Y, 2) = gm(:v y,2) =0

g:vyy(x Y,z )

ay=(T,Y, 2) =

gxzz(x y7 ) - 6Z = gxzz(la 17 O) - O

Gyuy (7,9, 2) = Gyy= (2,9, 2) = Gyz(7,9,2) =0
Grza(2,y,2) = 62 = ¢,..(1,1,0) = 6

gZ‘ZZZ(’ZE? y? Z) = 6
alle anderen vierte Ableitungen =0

und dann
g(z,y, 2) :2+4(x—1)+2(y—1)+% (6(m—1)2+2-2(x—1)(y—1)—|—2(y—1)2)

—l—% (6(z —1)° +3-2(x — 1)(y — 1)* + 62 )—l—i 4-6(x—1)2°4+0(||(x—1,y—1, 2)||*)

Ausmultiplikation:

2+4(x—1)+2(y—1)+%(6(&0—1)2+4(x—1)(y—1)+2(y—1)2)

b (6 )7 46— - 14627 20 - D)2

=2+ (dz +2y — 6) + (32* + 22y + y* — 8z — 4y + 6)
+ (2 + 2y® + 2° = 32 — 2wy — oy + 4w + 2y — 2) + (x2° — 2°)
=23y +a v

Aufgabe 45: Bestimmen Sie die Minima und Maxima der Funktion

f(z,y) = cos® (7(2* + y?))

auf der Einheitskugel {(x,y)|2* + y* < 1} im R%
Tipp: Anstatt die Hessematrix zu bestimmen, beachten Sie den Wert
von f an den kritischen Pukten.



LOSUNG: f(x,y) = cos® (m(x? + %)) =

fo(z,y) Az cos (m(2? + 7)) sin (7(2® + y*)) = —2mwsin (27 (2” + y?))
fy(x,y) = —4my cos (71'(.172 + y2)) sin (7T($2 + y2))

—2mysin (27(2* + y?))
Der Punkt (x,y) ist kritisch, wenn

fo(z,y) =0 und f,(z,y) = 0= sin (2n(z” +y*)) =0 oder z =y =0

e (z,y) = (0,0) ist ein Maximum, weil f(0,0) = 1 > cos? (7(2? + y?)) fiir alle
(z,y) € R2

o sin(2m(2® +4?) = 0 = 2n(2? + y?) = km,k € Z = 2* + y* € {0,3,2} (weil
0<z?+y*<1)
— 22+ y*=0= (z,y) = (0,0) ist ein Maximum (wie oben)

— 22+ y? =1 = f(z,y) = cos?(5) = 0 < cos? (m(a? + ¢?)) fiir alle (z,y) €
R?, und damit die Kritischen Punkte {(z,y)|2? +y* = 1} sind Minima.

— 22+  =1= f(z,y) = cos’(7) = 1 > cos? (m(x? + y?)) fiir alle (x,y) €
R?, und damit die Kritischen Punkte {(z,y)|z* + y*> = 1} sind Maxima.

Frohe Festtage!



