Ubungen zur Ingenieur-Mathematik III WS 2012/13
Blatt 13 20.03.2013

Aufgabe 57: Berechnen Sie die Integrale:

s

a) [sinzcoszdx
0

1
f l—l-m2
0

1
c) [a?e"dx
0

Aufgabe 58: a) Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung 2* = 16 in C.

)
b) Berechnen Sie (54 6i)(7 — 34).
) PR
)

d) Berechnen Sie (cos ¢ + isin ¢) (cos + isin ).

¢) Berechnen Sie

Aufgabe 59: Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Taylor den Grenzwert

o L) = 2f(@) + fw— 1)

h—0 h2 ’

wobei f: R — R dreimal stetig differenzierbar ist.

Aufgabe 60: Wann ist eine Abbildung f orthogonal und wann ist eine quadratische
Matrix A orthogonal?

Aufgabe 61: Geben Sie auf dem offenen Intervall (0, 1) eine Quadraturformel mit 3
Knoten mit den Werten fiir die Gewichte explizit an.

Aufgabe 62: Wie differenziert man eine Funktion f(t) fo (t,s)ds?

Aufgabe 63: Sei

a
Il
o o w
o wo
oo

Berechnen Sie

a) max Az

zeR3 TF ’

b) min 42z
z€R3 T

Aufgabe 64: Geben Sie die Losung der Differentialgleichung & = 5z + 3 mit z(0) = 2
an.



Aufgabe 65: Sei A eine n x n Matrix mit bekannter Singulérwertzerlegung
A=UDV".

a) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Singularwerte an, damit A invertierbar ist.

b) Bestimmen Sie fiir diesen Fall die Singuldrwertzerlegung von A~
c¢) Fiir welche A ist A + AI fir symmetrisches A invertierbar?

d) Finden Sie dann die Singulérwertzerlegung von (A+AI)~! im Fall,
dass A symmetrisch ist.

Aufgabe 66: Wie lautet der Satz von Gau3? Wenden Sie dieses Satz auf die Vektor-
1 0
felder f(z,y) = ( 0 ) und g(z,y) = ( L) an

Aufgabe 67: Sei A € R™" eine quadratische Matrix.

a) Wenn A orthogonal ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich 1.
jaJ nein [

b) Wenn A orthogonal ist, sind die Singularwerte von A gleich den
Eigenwerten von A. ja nein [

¢) Wenn A orthogonal ist, sind die Singuldrwerte von A gleich den
Eigenwerten von AT A. ja Ul nein [J

d) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich 1.
ja nein [

e) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich den
Eigenwerten von A. ja nein [

f) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich
den Betriagen derjenigen Eigenwerte von A, die ungleich Null sind.

ja nein []
Aufgabe 68: Zeigen Sie, dass
5100
1 300
A= 00 21
001 2

positiv definit ist.

Aufgabe 69: Wie berechnet man auf einem Dreieck mit Knoten pg, p;, po die bary-
zentrischen Koordinaten Ag, - -+ , Ay eines Punktes x7?

Aufgabe 70: Was sagt der Fundamentalsatz der Algebra?



Aufgabe 71:

Aufgabe 72:

Aufgabe 73:

Aufgabe 74:

Aufgabe 75:

Aufgabe 76:

Aufgabe 77:

Aufgabe 78:

Aufgabe 79:

Aufgabe 80:

Man lose die Differentialgleichung

a) i = ——, 2(0) = z9

sin(x)’

b) & =22 2(0) = 2
Geben Sie die Formel fiir die Taylorentwicklung dritter Ordnung einer
Funktion f: R — R im Punkt x = 1 an. Wenden Sie diese Formel auf
f(x) = sin(7z).
Berechnen Sie die quadratische Lagrangeinterpolation der Funktion
cos(z) fiir Knoten ¢/2, 0, —¢/2 fiir festes ¢ € (0,Z).
Geben Sie die Formel der Lagrangeinterpolation fiir allgemeine Knoten-
menge an.

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktion

fay) = / exp(—£(x + y)) dt

Wie testet man, ob eine Zahl A\ Eigenwert einer quadratischen Matrix A
ist?
Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

() =2x1(t) — z2(t), 1(0) = —1,
xh(t) = —x1(t) + 222(t),  x2(0) =2

mit Hilfe der Exponentialfunktion exp At fiir die Matrix

2 -1
=5
Fiir welches m gilt M —u/(t —7/2) = O(r™) im Fall glatter

Funktionen u?

Sei p € Ps; die Hermite-Interpolation einer Funktion f € C! an den
Stellen zo = 0, 1 = 0, x5 = 1 und x3 = 1. Welche Bedingungen erfiillt

p?
Berechnen Sie das Volumen des Torus, der durch Rotation des Dreieckes

A={(z,y,2) eR*|2<2<3,y=0,2—2<z<zx—-2}
um die z-Achse entsteht,

a) indem Sie die Formel zur Berechnung des Volumens eines Rotati-
onskorpers (aus der Vorlesung) benutzen.

b) indem Sie die Schnittflichen berechnen, die sich durch Schneiden
des Torus mit Ebenen (im R3) ergeben, die senkrecht zur z-Achse
sind, und iiber diese Schnittflichen (auf-) integrieren.

c¢) Berechnen Sie die Oberfléche dieses Torus.



Aufgabe 81:

Aufgabe 82:

Aufgabe 83:

Aufgabe 84:

Aufgabe 85:

Aufgabe 86:

Aufgabe 87:

Aufgabe 88:

Aufgabe 89:

Aufgabe 90:

Wann ist eine Matrix diagonalisierbar?

Man berechne das Volumen des Kérpers, der von den Flachen
r+y+2=2 22+y?>=1und z = 0 begrenzt wird.

Geben Sie fiir die Differentialgleichung & = sin(x) mit x(0) = z ein
numerisches Verfahren zweiter Ordnung an.

Berechnen Sie den Inhalt der Fléiche, die von der Kurve

(t) [ 2cost + cos2t
=\ 2sint —sin2t )

0 <t < 27 eingeschlossen wird.
Tipp:

costcos 2t = 4—1(63” +e M pett pemt) = §(COS 3t + cost)

Wann ist eine glatte Kurve  : R — M eine geodétische Kurve auf einer
glatten Hyperfliche M?

Geben Sie eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass eine Funktion
f:R?*— Rinz = (2,2) ein lokales Maximum hat.

Sei Q ein beschriinktes Gebiet im R? mit glattem Rand, welches den
Nullpunkt nicht enthélt. Zeigen Sie

- N 1
* da=2 [ —dzx .
[Ea [Edl
Q

Dabei bezeichnet N die auflere Normale von 0f).

Geben Sie die Definition der Absolutkriimmung einer bogenléngenpara-
metrisierten Kurve an?

Geben Sie die Taylorentwicklung zweiter Ordnung einer glatten Funktion
f:R"—= R an?

Was sagt der Satz von Schwarz aus iiber eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion w : R? — R?



Aufgabe 91: Existieren folgende Integrale (im Sinne des Kapitels iiber die Integration
unbeschriankter Funktionen)?

a)

2
/ dx
) AV —

ja nein [J
// e_(w2+y2)dxdy
]RQ
ja Ul nein [J
// dx dy
V142?42
RQ
ja Ul nein [J
/ / dx dy
V1422 +y2
r2+y2<1
ja nein [J
/// dx dy dz
L+ 22 +y?+ 22
R3
ja nein [

Aufgabe 92: Welche Aussagen sind richtig fiir eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f: D C R" - Rmit D ={z | ||z <1} 7

a)

b)

Hat f ein globales Minimum an der Stelle a, dann gilt V f(a) = 0.

ja nein [
Hat f ein globales Minimum an der Stelle a, dann ist die Hesse-
Matrix H (a) positiv definit. ja O nein [
Gilt Vf(a) = 0 und ist H(x) positiv definit fir alle x € D, dann
hat f ein globales Minimum bei a. ja g nein [
Gilt Vf(a) = 0 und hat H(a) nur positive Eigenwerte, dann hat

bei a ein lokales Minimum. ja [ nein
J

Ist H(x) positiv definit fiir alle z € D, dann ist jedes lokale Mini-
mum auch globales Minimum. ja Ol nein [J



Aufgabe 93: Geben Sie eine Basis des Tangentialraum an den Graphen einer glatten
Funktion (z,y) — f(z,y) an.

Aufgabe 94: Gibt es neben Drehungen und Spiegelungen noch andere orthogonale
Abbildungen im R2?

Aufgabe 95: Wie lauter der Transformationssatz der Integralrechnung in mehreren
Dimensionen?

Aufgabe 96: Was ist der Gradient der Abbildung f(z) = Az -z + b -z fir A € R™"
symmetrisch und b, x € R"?

Aufgabe 97: Was folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen beziiglich der Null-
Niveaumenge der Funktion f(z,y) = 2! + y* — 17

Aufgabe 98: Was ist die Fliche des Einheitsdreiecks 7?2 und das Volumen des Ein-
heitstetraeders 137

Aufgabe 99: Geben Sie die zur Matrix

A=

o O =
— w O
w = O

gehorende Diagonalmatrix D, d.h. A = UDUT mit UT = U~! an. Be-
rechnen Sie die Spur und die Determinante von A und D sowie die
Eigenvektoren der Matrix A.

Aufgabe 100: Gegeben sei ein Kegel der Hohe 5 mit einer Grundflache von Radius 1
und konstanter Dichte 1. Berechnen Sie den Schwerpunkt dieses Kegels.

Aufgabe 101: Welche Kurve I' beschreibt die Funktion v : R — R3 mit
cos(27t)

v(t) = | sin(2nt)
t

wobei t € [0, 2] gilt?
Berechnen Sie die Lénge der Kurve T'.



Aufgabe 102: Gegeben sei die Parametrisierung
cos(2mo)
x(p,h) = | sin(2m9)
h
mit ¢ € [0,1) und h € [0, 1].
a) Welche Hyperfliche beschreibt diese Parametrisierung?

b) Betrachten Sie die Kurven

() = (0> teo,1]
() = ( ) telo,1)

im Parameterbereich. Beschreiben Sie die Kurven zovy; mit 7 =1, 2,
die auf der parametrisierten Fliche liegen.

N[= ~~

c¢) Berechnen Sie mit Hilfe dieser beiden Kurven zwei Tangentialvek-
toren an die Fliche im Punkt 2(0, 3).

d) Berechnen Sie in diesem Punkt einen Normalenvektor an die
Flache.

e) Berechnen Sie den metrischen Tensor auf dieser Fléche.

f) Verwenden Sie den metrischen Tensor, um die Lange der beiden
Kurven z o ~; mit ¢ = 1,2 auf der Fliache zu berechnen.

g) In welchem Winkel schneiden sich die beiden Kurven?
Aufgabe 103: Berechnen Sie den kritischen Punkt der Funktion
f(z,y) = 32> — 5oy — 2y* +3

und entscheiden Sie, ob ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt vor-
liegt.



Aufgabe 104: Betrachten Sie die Gleichungen:

h(z,y,2) = (x =2+ +22—4=0,
g(x,y,2) =z —1=0,

h(z,y, z) ) ( 0 >
f(r,y,z):= o = :
(®:3:2) (g(:v,y,Z) 0
a) Geben Sie eine geometrische Interpretation der Situation an. Wel-

che Figuren schneiden sich hier? Was ist die Schnittmenge dieser
Figuren?

b) Beschreiben Sie die Schnittmenge vollstindig (in insgesamt 4
Stiicken) als Funktionen iiber z bzw. iiber y.

c¢) Bestimmen Sie mit dem Satz iiber implizite Funktionen die Tan-
gentenvektoren an die Schnittmenge.

Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!

Aufgabe 105: Bestimmen Sie denjenigen Punkt Py = (¢, yo, 20) auf dem Rotationshy-
perboloid H := {(z,y,z) € R® | 2* + y* — 2* — 1 = 0}, der vom Punkt
(1,—1,0) den kleinsten Abstand hat.

Aufgabe 106: Betrachten Sie die durch X : (0,27) x R — R?

COS S —sins
(s,v) = X(s,v) = | sins | +v oS §
0 1

parametrisierte Fléche.

a) Zeigen Sie, dass es sich um das einschalige Drehhyperboloid mit
der Gleichung 22 + 4% — 22 = 1 handelt und fertigen Sie eine Skizze
zur Veranschaulichung der Flache an.

b) Zeichnen Sie die beiden Kurven (z.B. fiir vy = 0, £1, £2 und sy =

07 %7 T, 37”)
CcOS s — Vg Sin s
m(s) = X(s,v9)=| sins+uvgcoss |, wvg=const € R,
Yo
€os sp — vsin Sy
12 (v) = X(so,v) = | sinsg+ vcossy sp = const € (0, 2m).

v
in Thre Skizze.

c¢) Berechnen Sie die Absolutkriimmung der beiden Kurven.



Aufgabe 107:

Aufgabe 108:

Aufgabe 109:

Aufgabe 110:

Berechnen Sie die () R-Zerlegung der Matrix

—1
A= 2
2

QU= W
DN DN >~

Welche Kurve verbirgt sich hinter der Menge

3 3

2
{@er
Schreiben Sie sin‘z und sin’z cos?z als Linearkombination von
1, sinz, cosz, sin2x, cos 2z, ...
Tipp: Verwenden Sie die Formeln

1 . . 1 . .
sin(z) = 37 (e'® —e™""), cos(z)= 3 (e +e ")

Wie sieht die Spiegelungsmatrix aus, die im QR-Verfahren zur Elimina-

tion der ersten Spalte der Matrix A = (a;);;_, , verwendet wird?



