NUMERISCHE UND STOCHASTISCHE GRUNDLAGEN

Institut fur Parallele und Verteilte Systeme
Universitat Stuttgart

Wintersemester 2011/2012

Universitat Stuttgart




FEHLER

FEHLERARTEN

MODELLFEHLER Zusammenhang zwischen y und x unbekannt.
Vermutung/Modell: Es gilt y = f(x).

EINGANGSFEHLER Datenfehler (unscharfe Messung), ...

X — X

VERFAHRENSFEHLER Approximative Losung des Ausgangsproblems

f(5) = F(%)
RUNDUNGSFEHLER endlicher Darstellungsbereich im Computer
F(5) ~F(%)

Im Folgenden nur Eingangs- und Rundungsfehler, dh.f=7.



FEHLER

AUFGABE

Es sei f : V — W, auszuwerten, f sei der dazu verwendete im

Rechner realisierte Algorithmus und X € V die gestorte Eingabe zu
xeV.

NOTATION

absoluter Fehler |Ax| := |x — x|, relativer Fehler |0x| := |ﬁ’|(‘
Es gilt offensichtlich x = x(1 — dx)

ZIEL

Abschatzung des Gesamtfehlers (durch Eingabe- und
Rundungsfehler)

f(x) = F(%)|



KoNDITION & KONDITIONSZAHLEN EINES PROBLEMS

If(x) = £(%) + £(%) = fF()l

IF(x) = FR)
————

Gesamtfehler

N

< ) —f®) + IFE) —FR)
—— N———

Kondition des Problems  Stabilitat des Verfahrens

KoNDITION DES PROBLEMS AT

Ein Problem heifit gut konditioniert, falls kleine Stérungen in den
Eingangsdaten kleine Anderungen der Ergebnisse hervorrufen.
Anderenfalls heifit das Problem schlecht konditioniert.

KONDITIONSZAHLEN

Verhiltnis von Fehler im Resultat y = f(x) zu Fehler in der Eingabe

X.
_ 18yl . oyl
"’iabs T |AX|’ R = K'rel L |6X|



STABILITAT EINES ALGORITHMUS

IF) =FRN = IIF(x) = f(R) +£(%) = F Rl
—

Gesamtfehler

A

< W) —fE) + lFR) )
— —

Kondition des Problems  Stabilitat des Verfahrens

STABILITAT DES VERFAHRENS NICHT EINHEITLICH

@ Falls die durch den Algorithmus erzeugten Fehler in der
Groflenordnung des durch die Kondition des Problems
unvermeidbaren Fehler bleiben, heif’t ein Verfahren stabil.

@ Falls Approximationsfehler durch den Algorithmus nicht
ubermafig verstarkt werden, heifit ein Verfahren stabil.

© Ein Verfahren heifdt stabil, falls fiir jedes x ein benachbartes x

existiert, so dass f(X) — f(x) klein ist.
Anderenfalls heifit das Verfahren instabil.

RUNDUNGSFEHLER

Ctahila Marfabhren cind relativy rohiiet gecentiher Riindiimmocfehlern



KONDITION & STABILITAT

IF(x) = F R LF(x) = £(%) + £ (%) = F (Rl
—

Gesamtfehler

IN

FG) = f) + JIF(x) — F R
— —

Kondition des Problems  Stabilitat des Verfahrens

UNVERMEIDBARE UND VERMEIDBARE FEHLERVERSTARKUNG

Die Kondition eines Problems beschreibt die unvermeidbare
Fehlerverstarkung, d.h. unabhangig vom gewahlten Algorithmus.
Verschiedene Algorithmen kdnnen zu unterschiedlichen
Fehlerverstarkungen fiihren, d.h. prinzipiell vermeidbare
Fehlerverstarkung.

FAUSTREGEL

Anwendung eines stabilen Algorithmus auf ein gut konditioniertes
Problem liefert gutes Ergebnis.

Falls der Algorithmus instabil oder das Problem schlecht
konditioniert ist, ist das Ergebnis zu hinterfragen!



BEISPIELE - KONDITIONSZAHL

Betrachte eine Funktion f € C'(R) und den absoluten
Eingabefehler Ax = x — . Dann gilt

fx+ Ax) — f(x)
Ax

~ f'(x)
mit y = f(x) gilt also
Ay =(y+Ay) =y =flx+ Ax) = f(x) = f'(x) Ax

und wir erhalten

N NN 95
K,abs(X)— |AX| If( )’7 ( ) f(X)




BEISPIELE - KONDITIONSZAHL

Betrachte eine Funktion f € C'(RN,R) und den absoluten
Eingabefehler Ax = x — X. Dann gilt

9f (x)
xg Axy

fx+Ax) = f(x) = VF(x) - Ax =
d=1

mit y = f(x) gilt also
Ay =(y +Ay) —y = fx + &x) = f(x) = Vf(x) Ax

und wir erhalten

1Ayl
Rabs = HA H ||Vf( )H

norm-abhéngige Definitionen der Konditionszahlen, z.B.

o 0]
) = max |2,

Die relative Konditionszahl wird analog definiert iiber die Terme

If (x) x4

Al ~f \|




BEISPIELE - KONDITION

MULTIPLIKATION

0 0
f: R? - R, f(x1,x) = x1 - xa, g)(:) = Xy, gij) = xq
Relative Kondition:
Ko(x) = maxg L) Xy xic

Oxq4 f(x) X1 Xo

ADDITION

f:R2—>R, f(X1,X2):X1+X2, af(X) =1
Oxy
Relative Kondition:
If (x) x4 Xy

b=

K> (x) = max{| oxg F(x) P X2|



BEISPIELE - KONDITION

LoGARITHMUS

In:RTY =R, In(x) =

Kin — oo flir x — 0

KONDITION (SPEZIELLE) NULLSTELLENSUCHE

Bestimme die gréB3te Nullstelle x*> + 2px — g = 0 mit p > q > 0.

Diese ist gegeben durch N(p, q) .= —p++/p*+q
AN(p,q) = 8N(§[;,q)A + 8N(p’q)Aq
ON ON(p,
oN(p,q) = N(,f.,q)( = q)P5P+ o )q5q)
2
_ __P +P+— VP t4q,
p’+q 2¢/p* +q
—— — ——
|-|<1 |-]<1

gut konditioniertes Problem



BEISPIEL - STABILITAT

Zur Berechnung von N(p, q) == —p + /p* + q setze
s::p, t:=s+gq, u::ﬂ, Vi=—p—u.

Definiere zwei Algorithmen zur Auswertung von N(p, q)

R R q q
N1(p7u) = _p+u7 N2(q’u) = _;:__p_u

Wurzelsatz von Vieta: ¢ = xqx2

~ u 1
ONi(u) = ———du= 5(p\/p2 +q+p +q)du

p
|~|>%>>1
- \/p +q
SNy (u) =
p +vpP*+q

||<1



ZAHLDARSTELLUNG

ZAHLEN

GANZE ZAHLEN Z: Diskrete Menge, unendlich abzahlbar

REELLE ZAHLEN R: Kontinuum, unendlich tiberabzahlbar

STELLENWERTSYSTEME
Wihle 5 € N, 5 > 2 die Basis, und die Ziffern m; € {0,...,5 — 1}

x==4(..mpB"+ ...+ mpB+my+m_ 18" —|—...m_kﬂ_k—|—...)
Zahldarstellung in Ziffernschreibweise

x=(...m_p...m_ymomy...m_g...)g



ZAHLDARSTELLUNG

FESTKOMMAZAHLEN

Gegebene Stellenzahl n € N und Vorkommastellenzahl k < n

k—1
x = sgn(x) Z miB', fiir feste n,k € B

i=k—n

o Feste Auflosung 35" (k = n ganzahlige Werte)
@ Fester Zahlbereich z.B. [—999.9999, 999.9999]

Haufiger Uberlauf, Ergebnis haufig aulerhalb des
Wertebereichs

o Absolute Genauigkeit x — X uniform

o Relative Genauigkeit X%’? nicht uniform

Physikalische Konstanten
@ Planksches Wirkungsquantum h = 6.62606896. .. - 1073%/s
@ Avogadro-Zahl Na = 6.02214179 ... - 102 mol ™!



RELATIVE GENAUIGKEIT BEI FESTKOMMAZAHLEN

Betrachte Ergebnis x einer Operation, das zwischen den kleinsten
positiven Zahlen zg,i, und 2z,

Zmin + 2Zmin 3

= ——————— = —Znin

2 2

liegt. Dies ist nicht darstellbar und es muf gerundet werden (zu znin
oder 2zy,,). Fuir den relativen Fehler ergibt sich

1
2Zmin

’X_Zmin o ’X_zzmin

1
= — =33%.
3

X X

3]
2Zmin



GLEITKOMMAZAHLEN

NORMALISIERTE GLEITKOMMAZAHLEN

Zahlen der Gestalt

n s—1
x = +m- e, m::|:§:m,ﬂ_"7 e::I:Zejﬂj
i=1 j=0

heiflen normalisierte Gleitkommazahlen mit der Mantisse m,
dem Exponenten e und der Basis . Der Raum der normalisierten
Gleitkommazahlen mit n Stellen fiir die Mantisse, und s Stellen fiir
den Exponenten zur Basis 5 wird mit F(3, n, s) bezeichnet. Fuir die
Eindeutigkeit der Darstellung fiir x # 0 ist die Normalisierung

m=0.mmyms...my,

mit m; # 0 bzw. m; € {1,...,8— 1} bzw. 37" < |m| < 1
notwendig.



EIGENSCHAFTEN

@ Mit der Normierung my # 0 gilt

n
B ImIBT <[+ mifT| = |m| <1
i=1

Maximaler Exponent (6 — 1 ist maximale Ziffer):
Emax = izeymﬁf iz 1) =p -1
Jj=0

® Maximales/Minimales Element Xmay / min = (1 — B~mpA

Kleinstes positives Element Xmin+ = B=F

Maximaler relativer Abstand p = 3'~" (Resolution)



RunbDUNG

F(5,n,s) CR, round:R — F(B,n,s)

@ Zu jedem x € R exisitiert jeweils genau ein
floor(x) := max{f €e F|f < x}, ceil(x) :=min{f € F|f > x}.

@ Forderungen an Rundungsvorschrift:

SURJEKTIVITAT: Vf € F Ix € R round(x) = f
IDEMPOTENZ: round(round(x)) = round(x
MonoToNIE: x < y = round(x) < round(y)

e Rundungsfehler:

A
absolut Ax = round(x) — x, relativ dx = =X fiir x # 0
x

round(x) = x- (1+0x) firallex € R\ {0}



RUNDUNGSARTEN

ABRUNDEN (round to —o0)
round_(x) := floor(x) := max{f € F|f < x}
AUFRUNDEN (round to +00)
round (x) := ceil(x) := min{f € F|f > x}
ABHACKEN (round to 0)

 foceillx) x>0
rounds(x) := { floor(x) x <0

KORREKTES RUNDEN (round to nearest)

ceil(x) x > 1(ceil(x) + floor(x))
round(x) := ¢ floor(x) x < 3(ceil(x) + floor(x))
specialcase x = 3(ceil(x) + floor(x))



SCHRANKEN FUR DEN RUNDUNGSFEHLER

ABHACKEN

_ —roundy(x)
|50X| xrou:ox

= |1B%0.mmy ... mymygmy, ... — 0.mym; ... my)

= %e(o.oo...m,,+1m,,z...)’

1
= Be_n —(O.mn_Hm,,Z oo ) ) ,Be 7 /31 n—

| ——
BTI<|m|<1,x=pe!

KORREKTES RUNDEN & MASCHINENGENAUIGKEIT

Fur den relativen Rundungsfehler gilt

x

1 . 1
|5X| < 561 "= Ep = €machine

und somit gibt es ein € mit |€| < €machine Mit

round(x) = x(1+¢€), e=0x= round(x) — x

X



ANSI/IEEE-754

Definiert mehrere Genauigkeitsstufen zur Basis 3 = 2: single,
single-extended, double, double-extended

@ double: 53 Bit fiir Mantisse (mit Vorzeichen), 11 Bit fur
Exponent

e Exponent wird ohne Vorzeichen gespeichert, z.B. e = ¢ — 1023
mit ¢ € {1,2,...,2046} fir double.

o hidden bit: Es gilt, auBer fir x =0, m; = 1. Falls x =0
gesondert codiert wird, muss man my nicht speichern.

@ Definiert obige vier Rundungsarten und fordert &, 6, ®,©®
werden korrekt gerundet (ebenso die Quadratwurzel).



BEISPIEL

DRAMATISCHE KONSEQUENZEN

Im Zweiten Golfkrieg verfehlte am 25.2. 1991 eine amerikanische Patriot-Rakete in
Saudi-Arabien eine nahende irakische Scud-Rakete. Die Scud-Rakete schlug in eine
Kaserne ein, wobei 28 US-Soldaten ums Leben kamen.

@ Die interne Uhr der Patriot-Rakete speichert die seit dem Hochfahren des
Systems verstrichene Zeit in Zehntelsekunden (24-Bit-Register).

@ Da eine Zehntelsekunde im Binarsystem nicht exakt darstellbar ist, wurden
nur die ersten 24 Stellen verwendet und ein daraus resultierender
Rundungsfehler begangen:

0.1s = (0.0001100), s A~ 0.00011001100110011001100 s,

Fehler ~9.5-107%s.
@ Nach dem letzten Einschalten war das System nicht heruntergefahren
worden.
@ Nach 100 Betriebsstunden akkumulierte sich der Rundungsfehler zu

10060 - 60-10-9.5- 10~ ° Zehntelsekunden ~ 0.34 Sekunden .

@ In dieser Zeit legte die Scud-Rakete rund 570 Meter zuriick und konnte damit
von den Sensoren der Patriot-Rakete nicht mehr aufgespiirt werden.



GLEITKOMMAARITHMETIK: +, —, -, / VS. D, 0,0,

PROBLEM

F(B, n, s) ist nicht abgeschlossen bzg|. der Operationen

+7_7'7/

Beispielsweise: Xmax + Xmin 4, 8" + 87"

LosunNG
Definiere neue arithmetische Operationen &, S, ®, ©

a® b :=round(a x b) fur x € {+,—,-,/}und a, b € F(B, n, s)

KOMMUTATIV: a®b=bDa,a®b=b®a
AssozIATIV: (a® b)Dc#ad (b c)
DISTRIBUTIV: (a® b)©c# (a®@c)® (bO )



EIGENSCHAFTEN

ASSOZIATIVGESETZ

Addiere 220, 2%, 27 —23 und —2%°. Mit 8 Binarstellen gilt
(e -2 2o -2)) @2’ = 136
e (-2 (2" ® (-2° @ 27))) 0
e (22 e (-22e2) = 12
e (-2e2)e -2)e2 = 128

DISTRIBUTIVGESETZ
Mit 5 Dezimalstellen gilt
(4.2832 — 4.2821) - 5.7632 = 0.00633952
(4.283254.2821) ©®5.7632 = 0.00633952

(4.2832 ©5.7632) © (4.2821 ® 5.7632) = (24.685 C 24.679)
= 0.006000

KONSEQUENZ

Mathematisch dquivalent Algorithmen zur Auswertung rationaler
Ausdriicke konnen im Rechner véllig unterschiedliche Ergebnisse



ZAHLDARSTELLUNGSFEHLER - EIN BEISPIEL

The Explosion of the Ariane 5 On June 4, 1996 an unmanned Ariane
5 rocket launched by the European Space Agency exploded just
forty seconds after its lift-off from Kourou, French Guiana. Ariane
explosion The rocket was on its first voyage, after a decade of
development costing 7 billion. The destroyed rocket and its cargo
were valued at 500 million. A board of inquiry investigated the
causes of the explosion and in two weeks issued a report. It turned
out that the cause of the failure was a software error in the inertial
reference system. Specifically a 64 bit floating point number relating
to the horizontal velocity of the rocket with respect to the platform
was converted to a 16 bit signed integer. The number was larger
than 32,767, the largest integer storeable in a 16 bit signed integer,
and thus the conversion failed




KUMMULIERTE FEHLER - EIN BEISPIEL

QUESTION

How did the Vancouver Stock Exchange index gain 574.081 points
while the stock prices were unchanged?

The stock index was calculated to four decimal places, but truncated
(not rounded) to three. It was recomputed with each trade, some
3000 each day. The result was a loss of an index point a day, or 20
points a month. On Friday, November 25, 1983, the index stood at
524.811. After incorporating three weeks of work for consultants
from Toronto and California computing the proper corrections for
22 months of compounded error, the index began Monday morning
at 1098.892, up 574.081. (Toronto Star, 29 November 1983)



FEHLERANALYSE

RUNDUNGSFEHLER

Die Gleitpunktarithmetik stellt eine wesentliche Fehlerquelle in
numerischen Programmen dar.

FEHLERFORTPFLANZUNG

Betrachte gerundete Gréfien x und y mit |0x/|, |[dy| < 1 und
bestimme bei exakter Arithmetik den fortgepflanzten Fehler

Alxoy) = (x+Bx)o(y+ Ay) — xoy

furo € {+,—,-,/}. Esgilt fir +
A(xty) X AX:I: y Ay

xty _X:I:y‘x xty vy

und in erster Naherung
A(x-y)  Ax N Ay A(x/y) ~Ax Ay

~N — — —

)

x-y x y x/y X y



AUSLOSCHUNG

DEFINITION

Falls |x £ y| < max{|x|,|y|} treten grofle Verstarkung des relativen
Fehlers bei £ auf.

Fiihrende identische Ziffern I6schen sich bei Subtraktion zwei
Zahlen gleichen Vorzeichens aus, d.h. fihrende Nicht-Nullen
verschwinden. Die Zahl relevanter Ziffern kann dabei drastisch
abnehmen. Ausléschung wahrscheinlich, wenn beide Zahlen
betragsmaflig ahnlich grof3 sind.



AUSLOSCHUNG: BEISPIELE

@ Subtrahiere 4444.4444 von 4444.5555. Beide Zahlen haben 8
gultige Stellen, das Ergebnis jedoch nurmehr 4!

@ Subtrahiere 999999 von einer Million. Wir nehmen eine Stérung
von £1 bei beiden Zahlen an und erhalten neben dem exakten
Ergebnis 1 die exakt berechnete Differenz der gestorten Zahlen:

(1000000 + 1) — (999999 — 1) = 3.

Somit ergibt sich als relativer Fehler
Alx—y)  3-1
X—y 1 ’

obwohl die relativen Storungen der Eingabedaten nur von der
GréBenordnung O(107°) sind.



RUNDUNGSFEHLERANALYSE

VORWART SANALY S E KAUM DURCHFUHRBAR

Interpretiere das berechnete Ergebnis als gestortes exaktes Ergebnis.
Verfolge den Fehler von Schritt zu Schritt und schatze den
akkumulierten Fehler fir die Teilergebnisse ab.
f (%) = F(%)]
)
Fur kleines Cy heif3t das Verfahren vorwarts-stabil.

< Cvl<u€

RUCKWARTSANALYSE LEICHTER DURCHFUHRBAR

Interpretiere das berechnete Ergebnis als exaktes Ergebnis zu

gestorten Eingangsdaten x + Ax.

A
=2 < Cee

Fur kleines Cg heif3t das Verfahren riickwarts-stabil.
Riickwarts-Stabilitat impliziert Vorwéarts-Stabilitat.

Beides in der Regel nur qualitativ sinnvoll, der wahre Fehler wird
tiberschatzt.



STABILITATSANALYSE: ADDITION

MODELLPROBLEM

floy)=x+y
ALGORITHMUS

Jooy)=xay
VORWARTSANALYSE

fxy)=x@y=Kx+y)(1+(x+y))

RUCKWARTSANALYSE

flx,y) = x(1+6x)+y(1+dy) = f(x(1+0x), y(1+dy))



STABILITATSANALYSE: NULLSTELLENSUCHE




