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Aufgabe 4: Betrachten Sie die folgenden Vektorfelder

(i) f(x,y) = G) . (i) h(z,y) = (;?J) ;o (i) g(z,y) = (g)

und die Gebiete

K={(z,y) | Va*+y> <1}

und
Q={(z,y) | —l<z<lund —1<y<l1}.

Skizzieren Sie die Vektorfelder (i) und (iii) fir das Gebiet € und (ii) fir
das Gebiet K.

Wenden Sie den Gauflschen Integralsatz auf die Vektorfelder bzgl. des je-
weiligen Gebiets an, berechnen Sie hierfiir beide Seite des Integralsatzes
und deuten Sie Thre Ergebnisse.

LOsuNG:Fiir ein Vektorfeld w(z,y) und eine Gebiet G lautet der Gauflsche Integral-
satz:

/Gdiv w(z,y) dedy = / w(z,y) -n(x,y)dl,

oG

wobel n die duflere Normale an den Rand 0G bezeichnet.

(i) Da es sich um ein konstantes Vektorfeld handelt, gilt:

11
/levf(x,y)dxdy:/1/1(O+0)dxdy:().

Zur Berechnung iiber den Rand zerlegen wir nun den Rand 0f2 in 4 Teile, d.h.
GQ = 891 U 892 U 893 U 8Q4, wobei

00, = {(_11+t> | te [0,2]},



Nun folgt

f(x,y) -n(z,y)dl = f(z,y) - n(z,y)dl + f(z,y) -n(z,y)dl
o0 o0 0o

+ f(z,y) - n(x,y)dl + flz,y) - n(z,y)dl
003 00y
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(ii) Beim Gebiet K handelt es sich nun zundchst um den Einheitskreis. Das Vek-
torfeld h(x,y) rotiert um den Urspung und es gilt

/ div h(z,y) dedy = / (04 0)dzdy = 0.
K

K

Zur Berechnung iiber den Rand betrachten wir nun eine Parametisierung des
_ . _ [cos(t) e o [—sin(t)
Randes 0K = =, wobei v(t) = <sin(t))’ Hierfiir gilt 7/(t) = ( cos(t) )

|17/ ()] =1 und n(t) = (23?8?) Damit folgt

e immya= [ () (il
=0.

(iii) Das Vektorfeld g(z,y) ,fliefit* vom Urspung weg in alle Richtungen gleich und
tragt damit alles nach auflen. Daher gilt

11 1
/divg(x,y)dxdy:/ / (1+1)dxdy:/ 4dxdy = 8,
Q -1J-1 -1

d.h. fiir das Gebiet hat das Vektorfeld eine positive Flussbilanz (es fliet mehr
raus als ein). Zur Berechnung iiber den Rand benutzen wir nun wieder die
Zerlung des Randes aus Teilaufgabe (i) und erhalten

[)ﬂg(x,y)-n(ay) dl:[)glg(x7y)-n(x7y) dl+/ g(z,y) - n(z,y)dl

02

+ /mg 9(x,y) - n(z,y)dl + /8(2 9(@,y) - n(z,y)dl
() ) e () ()1
)G [0 (5) 1

2
:/ I+1+141dt=28.
0



Aufgabe 5: Es sei A = ( _(1) (1) )
a) Berechnen Sie B = e'A.
b) Bestimmen Sie B~'. Welche Matrix erhalten Sie?
¢) Zeigen Sie B~ = A" = (¢A)T

LOSUNG:

a)

, (0 1 0 1\ (-1 0\
A= (—1 o><—1 o)‘( 0 —1)_ L
A = AA2=A-(-1)=-A
AY = A=A (—A)=-A2=1,

AY = AA'=A-1=A.

Ab hier wiederholt sich alles!

A fir k=4l+1,1=0,1,2,.
Lo _ ) -1 f k=di42,01=012,
~A fir k=4l+3,1=0,1,2,.

1 fir k=4l+4,1=0,1,2

A 0 tkAk 0 1) t2l & ( 1 t2l+1
= b= :;T:@:((m) “(; (2z)+)>A
cost smt)

= cost-1+sint-A=
—sint cost

Alternativer Losungsweg:

Die Eigenwerte der Matrix A = < 0 1 > sind \y = —7 und A\, = 7. Die

-1 0
s . . 1 1 .
zugehorigen Eigenvektoren sind v; = _ und vy = E Demnach lésst

sich die Matrix A schreiben als
B — 0 1
ame( e
/11 —i 0
o -1 1 0 =2
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:>€Atzc<e 9t>01
e

- cost sint
~ \ —sint cost

NI NI
I e
N |



b) Man rechnet leicht nach, dass

gl o_ cost —sint _ g7
sint cost '

c) Es gilt B~! = BT, also ist B orthogonal.

T
_ T 2.tk Ak

k=0

Z th(AT)" — otAT A (etA)_l
k! '

o

k=0

Aufgabe 6: Gegeben seien zwei Matrizen A, B € R™". Zeigen Sie:

a) Sind beide Matrizen A und B orthognal, so ist auch die Matrix
AB orthogonal.

b) Ist die Matrix A orthogonal, dann gilt | det A| = 1.
LOSUNG:

a) Wir wollen zeigen, dass die Matrix AB orthogonal ist, d.h. (AB)T = (AB)~'.

(AB)TAB = BTATAB
A ortl;)gonal BT]lB
= B"B
B orth:ogonal 1

= (AB)" = (AB)™!
b) Da die Matrix A orthogonal ist folgt, dass sie auch diagonalisierbar ist.

A

= A=Q! Q
An

Die Determinante von A 148t sich also schreiben als
A1
det A = detQ 'det . det Q)
An
(det Q)" Ay--- A\, det @
PYRTROW
Aus der Vorlesung wissen wir, dass fiir die Eigenwerte \; einer orthogonalen

Matrix gilt |\;| = 1.
= |detA| =1



Aufgabe 7:

LOSUNG:

a)

1 -1 0
a) Gegeben seien die Matrix A = | 1 1 0 | und die beiden
0 0 V2
Vektoren z = (1,0,1)T, y = (0,1, 1)T.
Zeigen Sie, dass der Winkel ¢ := Z(x,y) zwischen x und y, defi-
niert durch cos ¢ := m, gleich dem Winkel ¢ := Z(Az, Ay)
zwischen Az und Ay ist.

b) Eine 3 x 3 Matrix A heifit winkeltreu, falls A invertierbar ist und

L(Az, Ay) = Z(z,y)

fir alle z,y € R\ {0} gilt. Zeigen Sie, dass jede Matrix A der
Form A = AQ mit @ € O(3) und X € R\ {0} winkeltreu ist.

c) Die Matrix A aus Aufgabenteil a) kann in der Form A = \Q
geschrieben werden, wobei A € R\ {0} und @ € O(3). Berechnen
Sie diese A und Q.

Tipp: Berechnen Sie | det A| unter Beriicksichtigung der Tatsache,
dass sich die Matrix A schreiben lifit als A = AQ mit @ € O(3).

lz] = v2=yl,
cos¢ = A ! _1
el -yl v2-v2 27
1
V2
-1
Ay = Lot Ayl =2,
V2
Az - Ay 2 1
cosy = = =—=cos¢p. V
[Az]| - | Ayl 2-2 2
Ax - Ay x-y

L(Ax, Ay) = L(z,y) < = .
(Ao, Ay) = 20.9) < TRTa = Tel- 1ol

A=XQ mit Q@ € O(3) und X € R\ {0} impliziert:

= | Az|| = [|IAQz| = [Al[|Qz[| = [All[=],
[Ayll = IAQull = IMllyll ,
Az - Ay = AQu - A\Qy = N*(Qu - Qy) = N*(z - y)
Az - Ay N(z - y) Ty

= = = ,daa? = AP
[ 77 A PV 7 4 A




Da A # 0 ist A offensichtlich invertierbar. (A™1 = A71QT)
Allgemein gilt: A = \Q

= det A = det(AQ) = \"detQ
Wir wissen: | det @| = 1. Also folgt

|det A] = [AI"
& |detAlr = |A|

Hier in unserem Beispiel gilt: det A = V2+V2=2y2=2%2>0.
Behauptung: A = /2 = 21/2. Denn

(det A)1/3 = (22)'° = 9112 = /3

und

-1 0 L (1 -1

1 0 |=v2.—[1 1 o0 |.
0 V2 Y V2\o 0 2

Qe0(3)!

1
A= 1
0

Beachte: A = /2 = Lange der Spaltenvektoren von A!

Im Allgemeinen muss man das Vorzeichen von A priifen. Hier ist das klar wegen

n = 3!



