Ubungen zur Ingenieur-Mathematik III WS 2013/14
Blatt 10 10.01.2014

Aufgabe 35: Betrachten Sie die Gleichungen:

h(z,y,2) =y +22—4=0,
g(x,y,z) =x+y—1=0,
h(z,y, z) ) ( 0 )
f(r,y,z2):= o = .
(:9.2) (QWWJ> 0

Geben Sie eine geometrische Interpretation der Situation an. Welche
Figuren schneiden sich hier? Was ist die Schnittmenge dieser Figuren?
Beschreiben Sie die Schnittmenge vollstéindig und geben Sie den Tan-

gentialraum an.
Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!

LOSUNG:h(z,y,z) = y* + 2% — 4 = 0 beschreibt einen Kreiszylinder, dessen Grund-
fliche durch einen Kreis mit Radius 2 (Mittelpunkt auf der z-Achse) dargestellt wird.
g(x,y,z) = x+y — 1 = 0 beschreibt die affine Ebene x + y = 1, jeder Punkt p in
dieser Ebene hat eine Darstellung

1 1 0
O |+r|l -1 |+s| O fiir gewisse r, s € R.
0 0 1

Folglich beschreibt
h(z,y, z) ) ( 0 )
f(r,y,2) = T = 1
(#.9,2) (9@&&) 0 @

die Schnittmenge M beider Figuren, es ist eine Ellipse in der affinen Ebene. Diese
kann lokal mit den Funktionen 7,7, : [~2,2] — R? wie folgt parametrisiert werden:

1—t 1t
n(t) = t ;)= t

VA= VA=

Diese Parametrisierungen ergeben sich, indem man in Abhéngigkeit von y die Ko-
ordinaten z und z aus (1) bestimmt. Der Tangentialraum kann aus den Gradienten
(der Rang der Matrix (Vh Vg) ist fiir alle Punkt in M 2!)

0 1
Vh(xz,y,z) = | 2y Vy(r,y,z)=1| 1
2z 0

mit Hilfe des Vektorprodukts wie folgt berechnet werden:

Tiey,-)M = span{Vh x Vg} = span z
-y
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Aufgabe 36: Bestimmen Sie denjenigen Punkt Py = (z0, yo, 20) auf dem Rotationshy-

perboloid H := {(z,y,2) € R? | 22 + y* — 22 — 1 = 0}, der vom Punkt
(1,—1,0) den kleinsten Abstand hat.

LOSUNG:Minimieren Sie die Funktion

T 1 2
f(xvywz) = ) - -1
z 0

unter der Nebenbedingung

gz, y,2) =2 +y*— 2> —1=0
f ist das Quadrat des Abstandes!
Zur Losung bilden wir die Lagrangesche Funktion
F(.’E, Y, z, )‘) = f(xa Y, 2) - Ag(xa Y, Z)
und wenden den Satz iiber Extrema unter Nebenbedingungen an.
OF =F,=fr— Mgz =2(x—1)—2\z =0,
OF = F,=f,—Agy=2(y+1)—2\y =0,
0. F=F,=f—Xg.=2242X2=0,
8>\F:F,\=—g:0.

=< 2y(l—X\)+



und ([z = 0] oder )

Foll 1: 2= —y und z=0:

4 2
=(V2-1).
(53025

2(2 —|—4\/§)2 _ (1+\/§)2'

Fall2: A=—-1 = 1—-A=2:

y+2=0 = y=—
4r—2=0 = :p_%

Sr==-—-1= —3 keine Losung!

Der minimale Wert ist also: (v/2 — 1)? -
2

Beachte: Die Funktion f(z,y,z) = (z — 1) ( 1 z* ist stetig und fiir jedes
feste 29 € R ist M,, = {(x,y,20) € R® : 2* +y? = 1 + 23} ein(e) Kreis(linie)
mit Mittelpunkt M = (0,0, z9) und Radius R = /1 + 22, also abgeschlossen und
beschrénkt. Daher besitzt f in M,, sowohl Minimum als auch Maximum.
Bemerkung: Am obigen Gleichungssystem erkennt man, dass der Verbindungsvektor
(xo — x,y0 — y, 20 — z) parallel zu grad g(z,y, z) liegt.

=1 (% -3:0)
+(y+ 1)+

Aufgabe 37: a) Bestimmen Sie das Maximum der Funktion f(z,y,z) := x?y?z?
unter der Nebenbedingung 22 + 3% + 22 = 1.

b) Folgern Sie die Ungleichung

Yoo < 00+ C
- 3

zwischen dem geometrischen Mittel vabc und dem arithmetischen
Mittel 2£¢ welche fiir alle nichtnegativen a,b,c € R gilt.

LOSUNG:



a) Auf der Kugeloberfliche 22 + y* + 2% = 1 nimmt die Funktion

f(z,y, 2) = 2*y?2?

einen groffiten Wert an, da f stetig ist und die Kugeloberflache beschrankt und
abgeschlossen ist.

Nach dem Satz iiber Extrema unter Nebenbedingungen bilden wir:
F(ZE, Y, =, )\) = ZL‘2y222 — /\(1;2 + y2 + 2 1)

und erhalten durch Ableiten:

0. F(z,y,2,\) =0 ([ 2?22 =2 =0 )
Oy F(z,y,2,A\) =0 - 20%yz% — 2y =0
O.F(x,y,2,\) =0 20%y%2 — 202 =0
OWF(z,y,2,\) =0 | 2+ P+ —-1=0 )
22(y%22 —A\) =0 )
2y(x?22 = N) =0
9 22(x%y? = N\) =0
P +22-1=0

\ /

Die Losungen mit * = y = z = 0 konnen wir ausschliefien, da f(0,0,0) =
0 offenbar der kleinste Wert von f iiberhaupt ist und (0,0,0) nicht auf der
Kugeloberfliache liegt. Die anderen (moglichen) Losungen ergeben:

A= 2% = 222 = g%y
=2 =9y =22 und A\ =2* =yt = 2.

1
==yt =22 = 3 wegen der Nebenbedingung z? + y* + 2% = 1.

2
1
=)\ =2t = 9 und

R S 1 V3
/3 3 3

1 " 1 n 1 ) B 1 1 1 1
V3T V3T VB
Dies liefert den maximalen Wert von f unter der Nebenbedingung 22 +y?+ 22 =

1, da f seinen grofiten Wert auf der Kugel annimmt und in allen in Frage
kommenden Punkten denselben Wert — ndmlich % — hat.

:>f(i

b) Aus dem vorherigen Aufgabenteil wissen wir, dass fiir Punkte auf der Kugelo-
berfliche der Einheitskugel gilt

1
f(x,y,z)§2—7 = ry -z

Daraus folgt

3 2y222 < 1 _ 1 _ x? +y? 4 22



fiir alle (z,y, z) € R mit 2% + y? + 22 = 1.

Setze nun
x2—L>O 2_L>0 22_;>0
Tatbte Y TatbteT " Tatbtes
dann folgt daraus
b
at+b+c

Die so gewihlten z, y und z erfiillen also unsere Nebenbedingung. Somit kénnen
wir sie einsetzen in

und erhalten

fiir alle a,b,¢c € R mit a,b,c>0und a+b+ ¢ > 0.



