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Einleitung

Die algorithmische Mathematik vereint die algorithmischen Grundlagen aus verschiedenen
Bereichen der Mathematik

e Diskrete Mathematik
e Numerische Mathematik
e Stochastik

Die Aufgabe der Algorithmischen Mathematik ist die Konstruktion und Analyse von Al-
gorithmen zur Losung mathematischer Probleme. Ursprung dieser Probleme kénnen Aufga-
benstellungen aus Technik, Naturwissenschaften, Wirtschaft und Sozialwissenschaften sein.
Von erheblicher praktische Bedeutung ist deshalb die Umsetzung der Algorithmen in ein
Computerprogramm.
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7 Diskrete Zufallsvariablen

Das Ziel dieses Kapitels ist die mathematische Modellierung von Zufallsprozessen. Wir wollen
zunachst einige grundlegende Begriffe erklaren.

7.1 Grundlegende Begriffe

Mit € bezeichnen wir im Folgenden die Menge aller mdéglichen Fille eines Zufallsvor-
gangs. Hier werden wir uns ausschlieflich mit abzéhlbaren Mengen Q # () beschéftigen.

Beispiel 7.1.
(a) Beim Werfen eines Wiirfels ist Q = {1,2,3,4,5,6}.

(b) Bei der Uberpriifung von n verschiedenen Geriten auf Funktionstiichtigkeit ist Q =
{0,1}". Die Méchtigkeit dieser Menge ist || = 2".

Jedem Ereignis ist eine Teilmenge A C 2 zugeordnet. Als Elementarereignis bezeichnet
man jedes Element w € €.
Beispiel 7.2.

(a) Beim Wiirfeln ist dem Ereignis “Augenzahl ist gerade” die Menge A = {2,4,6} zuge-
ordnet.

(b) Beim Uberpriifen von n Geriten ist dem Ereignis “es funktionieren mind. 3 Gerite” die
Menge A = {w € {0,1}": 3" | w; > 3} zugeordnet.

Wenn FEreignissen Mengen zugeordnet sind, 148t sich die Kombination von Ereignissen
durch Mengenoperationen ausdriicken.

“A oder B tritt ein” AUB
“mind. eines der Ereignisse A;, ¢ € I, tritt ein” Uies Ai
“Aund B tritt ein” ANB
“jedes der Ereignisse A;, i € I, tritt ein” Micr Ai

“A tritt nicht ein” (sog. Komplementérereignis) Ac =0\ A

Zwei Ereignisse A und B bezeichnet man als unvereinbar, falls AN B = (). Dem sicheren
Ereignis entspricht A = Q, dem unmdoglichen Ereignis entspricht die Menge A = ().

Beispiel 7.3. Beim Wiirfeln ist dem Ereignis
(a) “Augenzahl gerade oder kleiner als 4” die Menge A = {2,4,6}U{1,2,3} = {1,2,3,4,6},
(b) “Augenzahl ist nicht gerade und grofier als 5”7 die Menge A = {1,3,5} N {6} =0

zugeordnet.
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Satz 7.4 (Rechenregeln fiir Mengen).
(i) Kommutativgesetz AUB =BUA, ANB=BNA,
(ii) Assoziativgesetz (AU B)UC =AU (BUC), (ANB)NC=ANn(BNC),
(iii) Distributivgesetz (AUB)NC = (ANB)U(BNC), (ANB)UC = (AuC)Nn(BUC),

(iv) De Morgansche Regeln (AU B)¢ = A°N B¢, (AN B)¢ = A°U B°.

Sei A die Menge der im Modell zugelassenen bzw. in Betracht gezogenen Ereignisse. Dann
gilt A C P(2), wobei P(Q2) := {A : A C Q} die Potenzmenge, d.h. die Menge aller
Teilmengen von 2 bezeichnet. Die Menge A sollte unter obigen Mengenoperationen, d.h.
abzéhlbaren Vereinigungen, Schnitten und Komplementdarstellung abgeschlossen sein.

Definition 7.5. Eine Menge A C P(f)) ist eine o-Algebra oder Ereignisalgebra, falls
(i) Qe A,
(ii) fiir alle A € A gilt A° € A,

(iii) fir A; € A gilt | J;2, A; € A.

Bemerkung. Offenbar ist P(£2) eine o-Algebra. Fir jede o-Algebra A gilt auch:
1. nach (i) und (ii) ist ) = Q° € A,

2. A A i e N BB o 4 (U, A9) € A,
3. ABe A= A\B=ANB‘e A

7.2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei A C P(Q2) eine o-Algebra. Wir wollen nun Ereignissen A € A eine Wahrscheinlichkeit
(engl. probability) P(A) zuordnen.

Definition 7.6 (Kolmogorovsche Axiome). Eine Abbildung P : A — R wird als Wahr-
scheinlichkeitsverteilung bezeichnet, falls

(i) P(A) > 0 fiir alle A € A (Positivitt),
(ii)) P(Q2) =1 (Normierung),

(iii) fiir jede paarweise unvereinbare Folge A;, i € N, (d.h. AiNA; =0, i # j) gilt

(8-S

Das Tripel (2, A, P) wird als Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet.
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Satz 7.7 (Rechenregeln). Sei (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt
() P(®) =0,

(i) fiir A,B € A gilt P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) < P(A) + P(B).
Insbesondere gilt fiir unvereinbare Ereignisse P(AU B) = P(A) + P(B).

(iii) fir A,Be€ A, AC B, gilt P(B) = P(A)+ P(B\ A).
Insbesondere gilt P(B) > P(A), P(A°) =1 — P(A) und P(A) < 1.

Beweis.

(i) Die Ereignisse Ay :=Q, A; =0, i > 1, sind paarweise unvereinbar. Daher folgt

und hieraus P(0)) = 0.
(ii) Den zweiten Teil von (ii) erhdlt man aus (i) und

P(AUB) = P(LAUBUBU...) = P(A) + P(B) + P(0) + ... 2 P(A) + P(B).

(iii) Fir AC Bist B= AU (B\ A). Weil diese Vereinigung disjunkt ist, folgt nach (ii)
P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A).
Insbesondere 1 = P(2) = P(A) + P(A°) und somit P(A) < 1.
(ii) Der erste Teil von (ii) ergibt sich aus (iii)

P(AUB) =P(A)+ P((AUB)\ A) = P(A)+ P(Bn A°)
=P(A)+ P(BN(A°UB®))=PA)+P(B\(ANB))

“Wp(A)+ P(B) — P(AN B).

Nach (iii) gilt fiir drei Ereignisse A, B,C € A

P(AUBUC)=P(AUB)+ P(C)—-P((AuB)NC)
= P(A)+P(B)—P(ANB)+ P(C)—[P(ANC)+ P(BNC)—P(ANnBNC)
=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNC).

Die folgende Verallgemeinerung dieser Aussage auf n Ereignisse werden wir am Ende des
Kapitels mit Hilfe des Erwartungswerts beweisen.
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Korollar 7.8 (Einschluss-/Ausschlussprinzip). Fiir n € N Ereignisse Ay, ..., A, gilt

()52 (i)

k=1 1<ii<..<ip<n

7.3 Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Ist Q endlich und sind alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich, d.h. gilt

1 )
P({wl})zﬁa Z:L"'?|Q‘7

so spricht man von einem Laplace-Modell. Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung bezeichnet man als Gleichverteilung. Aus den kolmogorovschen Axiomen erhélt man
fir A e A:= P(Q)

_|A]  “Anzahl giinstiger Fille”

P(A) = = .
(4) |2 “Anzahl moglicher Falle”

Beispiel 7.9.

(i) Beim Werfen eines idealen Wiirfels sind alle Elementarereignisse in Q = {1,...,6}
gleich wahrscheinlich. Dem Ereignis “eine Primzahl wird gewiirfelt” ist A = {2, 3,5}

zugeordnet. Es ergibt sich P(A) = |—A|| =3=12

(ii) Beim n-fachen Werfen einer idealen Miinze sind die Elementarereignisse Kopf, Zahl
gleich wahrscheinlich. Es ist Q = {0,1} und P({0}) = P({1}) = 1. Dem Ereignis “es
wird abwechselnd Kopf bzw. Zahl geworfen” ist die Menge

A=1{(0,1,0,1,...), (1,0,1,0,...)}
zugeordnet. Es gilt P(4) = 2 =2'"".

Die Bestimmung der Michtigkeit der Ereigniswege A (sog. Kombinatorik) kann je nach
Problemstellung kompliziert sein. Im Folgenden geben wir die Méchtigkeit einiger typischer
Ereignisse an. Dazu bedienen wir uns exemplarisch eines Urnenmodells mit m unterscheid-
baren Kugeln. Ziel ist es, die Anzahl von Moglichkeiten beim Ziehen von n < m Kugeln zu
bestimmen. Dabei ist zu beriicksichtigen, ob eine entnommene Kugel vor Entnahme zuriick-
gelegt wird und ob die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, eine Rolle spielt.

1. Reihenfolge der Entnahme wird berticksichtigt.
(a) Anzahl der Moglichkeiten mit Zuriicklegen:

n

~—_—————
n-mal

(b) Anzahl der Moglichkeiten ohne Zuriicklegen:

m-(m—l)-...-(m—n+1):m.



7.3 Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen

2. Reihenfolge der Entnahme wird nicht beriicksichtigt.

(a) ohne Zuriicklegen:

|
m m)! i ) ) ..
= —————  Binomialkoeffizient “m tiber n”.
n (m —mn)!-n!

Um dies zu zeigen, bezeichne C” die Anzahl der Moglichkeiten. Es gilt CY = 1,
C" = 1. Wir erhalten

Ch.oio=NHa,...;an) 1 <a; <ax<...<a, <m+1}

=N(a1,...,an) 1 1 < a1 <ap <...<a, <m}|
+ (a1, ...,ap1,m+1):1<a; <ay<...<a,-1 <m}
=Cn +ont

Nach Induktionsvorraussetzung gilt C! = (C’;) Also folgt

Cra = Cp + O = <7:> 1 <an 1>

m! m!
~ (m —n)n! * (m—n+1)!(n—1)!

m! (m+1)!
= —-———— 1 —_ pu—

(m —n)!n! (m+1-n+n) (m+1—mn)n!
_(m+1
N n
(b) Anzahl der Moglichkeiten mit Zuriicklegen:
m+n—1
i :
Dies folgt aus der Beobachtung, dass die Menge

{(at,...,an): 1 <a; <ay <...<a, <m}

durch die Bijektion b; = a; + ¢ — 1 auf die Menge
{(bl,,bn)1§b1<b2<<bn§m—|—n—1}

abgebildet wird. Die Méchtigkeit der letzten Menge ist nach (a) CI, ;= ("),

m

Beispiel 7.10 (Lotto 6 aus 49).
Beim Lotto werden 6 Kugeln aus einer Urne mit 49 Kugeln ohne Zuriicklegen und ohne
Beachtung der Reihenfolge gezogen. Das Ereignis Ay = “genau k Richtige werden getippt”

hat die Machtigkeit
6 43
Al = .
~—~ N——

Richtige Nieten

Die Anzahl moglicher Ereignisse € ist

4
Q| = (69> = 13983 816.



7 Diskrete Zufallsvariablen

Gleichverteilung vorausgesetzt ergibt sich

e (%)
Wir erhalten
k=1: ({)=6 (?)=962598 P(A;)=0.413
k=2: (=15 () =123410 P(A;)=0.132
k=3: () =20 (Y)=12341 P(A;)=0.018
k=4: (5)=15 (%) =903 P(Ay) =9.7-107
k=5: (=6 (})=43 P(A;) =1.8-107°
k=6: (5)=1 (P)=1 P(Ag) =7.2-1078

Beispiel 7.11 (Geburtstagsparadoxon).
Wir wollen die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A “mind. zwei von n Personen haben am
gleichen Tag Geburtstag” bestimmen. Dabei setzen wir voraus, dass

(i) keiner am 29.2. Geburtstag hat (Schaltjahrproblem),
(ii) die iibrigen 365 Tage als Geburtstag gleich wahrscheinlich sind.

Das Komplementérereignis A¢ “alle Geburtstage sind verschieden” ist einfacher zu hand-
haben. Offenbar ist das Komplementérereignis isomorph zum Urnenmodell ¢ Ziehen ohne
Zuriicklegen unter Beriicksichtigung der Reihenfolge”. Daher folgt wegen Gleichverteilung
365!
P(A)=1- P(A°) =1 — 85t
(A)=1- P(a) =1 - 22

Fiir n = 23 hat man P(A) > 0.5, wéhrend fiir n = 57 schon P(A) > 0.99 gilt.

Empirische Verteilung

Seien x1,...,x, € 2 Beobachtungsdaten, zum Beispiel n Schuhgréfien aller moglichen Schuh-
grofen €. Sei
N(A) =|{z;i €A i=1,...,n}

die Anzahl bzw. Haufigkeit der Werte x in A und

die relative Haufigkeit der Werte in A. Dann ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
(€2, P(2)).

Beispiel 7.12. Laut Guinness-Buch ist das langste veroffentlichte Wort in deutscher Sprache
“Donaudampfschifffahrtselektrizitdtenhauptbetriebswerkbauunterbeamtengesellschaft”

mit einer Liénge von 81 Buchstaben. Dabei haben wir das “4” als “ae” gezdhlt. Fiir die
empirische Verteilung der 26 Buchstaben des Alphabets erhélt man
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1 1 1
T T T
e

4 4
I
GHI

7.4 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

QF——eo o
O——-weo1o

—eO

Mit Hilfe von Zufallsvariablen konnen weitere Verteilungen konstruiert werden.

Definition 7.13. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine diskrete Zufallsvaria-
ble ist eine Abbildung X : 2 — S mit einer abzédhlbaren Menge S, so dass fiir alle a € S
gilt

X a)={weN: X(w) =a} € A
Fiir das Urbild X ~'(a) schreiben wir im Folgenden {X = a}.
Die Verteilung einer Zufallsvariablen X ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung

px(E):=> P(X=a), ECS,

acE

auf S. Dabei schreiben wir P(X = a) fiir P({X = a}).

Bemerkung.

(a) In den Ubungsaufgaben zeigen wir, dass px tatsichlich eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ist.

(b) Fiir E C S gilt

{(XeE}={weQ: X(w)eE}=|J{X=alc 4

acE cA

und
px(E)=> P(X=a)=P <U{X = a}> — P(X € E).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung py gibt also an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die
Zufallsvariable X Werte in vorgegebenen Mengen annimmt.
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Beispiel 7.14 (Zweimal wiirfeln). Sei Q = {(wy,ws) 1 w; € S} mit S :={1,...,6}. Sei P
die Gleichverteilung.

(a) Sei X; : 2 — S mit X;(w) = w;, i = 1,2. X; ist eine diskrete Zufallsvariable. Fiir die
Verteilung px, gilt

px,{a}) =P(X;,=a)=— = fiir alle a € S.

Also ist px, gleichverteilt.

(b) Sei Y : Q@ — {2,3,...,12} mit Y(w) = X;(w) + X2(w) die Summe der Augenzahlen.
Dann gilt

, falls a € {2,12},

, falls a € {3,11},

, falls a € {4,10},

i
—
~
I
IS
N~—
[
loo &l |-

Also ist Y nicht mehr gleichverteilt.

Binomialverteilung

Wir erinnern uns an das Urnenmodell aus Abschnitt 7.3. Aus einer Urne mit Kugeln S sollen
n Kugeln mit Zuriicklegen unter Beriicksichtigung der Reihenfolge gezogen werden. Dann ist

Q=5"={w=(w,...,wpn), w; € S}.

Wir nehmen an, dass alle kombinierten Stichproben gleichwahrscheinlich sind, d.h. P sei die
Gleichverteilung auf €2. Im Folgenden definieren wir zwei Zufallsvariablen.

1. i-ter Stichprobenwert

_Ispt_gspt

Xiw)=w;, = PX;,=a)= RG] fir alle a € S.

Daher ist px, gleichverteilt auf S.

2. Sei £ C S eine Merkmalauspragung der Stichprobe, die wir im Folgenden als “Erfolg”
bezeichnen (z.B. schwarze Kugel). Dann betrachten wir die Ereignisse {X; € E} “Erfolg
bei der i-ten Stichprobe”. Es gilt puy,(E) = P(X; € E) = £l

IS
Sei p 1= % die Erfolgswahrscheinlichkeit und

N:Q—={0,1,....,n} mit Nw):=|{1<i<n:X;w)eFE}

die Anzahl der Einzelstichproben mit Merkmalausprigung F.
Lemma 7.15. Fiir k € {0,1,...,n} gilt

P(N =k) = (Z)p"“(l -p)" "
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Beweis. Wir wollen die Méchtigkeit der Menge {N = k} bestimmen. Sei k£ € {0,1,...,n}.
Es existieren (Z) Méglichkeiten, k& Indizes aus {1,...,n} auszuwéhlen, fiir die ein Erfolg
eintritt. AuBerdem gibt es | E|* Méglichkeiten fiir jeden Erfolg und |S\ E|"~* Méglichkeiten
fiir jeden Misserfolg. Daher gilt

- DI ) () (540 (e

Definition 7.16. Sei n € N und p € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

PR = ()t -

auf Q =1{0,1,2,...,n} heift Binomialverteilung mit Parametern p und n

Bemerkung. Wir weisen darauf hin, dass eine Wahrscheinlichkeitsverteilung bereits durch
die Vorgabe der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse eindeutig definiert ist. Nach
den Kolmogorovschen Axiomen gilt namlich fiir A C

P(4) = Y P({a}).

acA

Beispiel 7.17. Ein idealer Wiirfel wird n = 4 mal geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
werden mindestens 2 Sechsen gewiirfelt? Dazu sei E das Ereignis, dass eine Sechs gewdiirfelt
wird. Dann ist p = 1/6 und N ist die Zufallsvariable, die die Anzahl der Sechsen bei n = 4
Wiirfen beschreibt. Also gilt

P(N>2)=1-P(N<2)=1-P(N=0)—P(N=1)

-0 6 -06) €

~ 0.90355.

Poissonverteilung

Beispiel 7.18 (Warteschlange). Um die Anzahl von Mitarbeitern in einem Callcenter zu
planen, mochte ein Betreiber berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit P(N = k) k Anrufe
in einer Stunde eingehen. Wir unterteilen die Stunde in n Intervalle (%, %], i=1,...,n,
und nehmen an, dass fiir grofe n die Wahrscheinlichkeit, im i-ten Intervall genau ein Anruf

zu erhalten,
A
p:=—, 0<AeR,
n
ist. Nach dem Abschnitt zur Binomialverteilung gilt dann

P(N =Fk)~ (Z)p’“(l — )" = p, 2 (k).

Im folgenden Satz wird der Grenzwert n — oo untersucht.
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Satz 7.19 (Poissonapproximation der Binomialverteilung).
Sei A € (0,00). Dann gilt

lim p, 2 (k) = =e™*, k=0,1,2,....

n n
N 7
-~ ~ (. /
' ~~
-1 o ]

auf Q =1{0,1,2,...} heiBt Poissonverteilung mit Parameter \.

Wegen Satz 7.19 verwendet man die Poissonverteilung zur ndherungsweisen Modellierung
der Haufigkeit seltener Ereignisse (z.B. Tippfehler in einem Buch) und somit zur Approxi-
mation von Binomialverteilungen mit kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Hypergeometrische Verteilung

Wir betrachten r rote und s schwarze Kugeln in einer Urne, von denen n < min(r, s) Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen werden. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmen, dass
k rote Kugeln gezogen werden. Sei N eine Zufallsvariable, die die Anzahl gezogener roter
Kugeln beschreibt und m = r + s. Dann gilt wie in Beispiel 7.10 (Lotto 6 aus 49)

(1) (i)
Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung wird als hypergeometrische Verteilung mit Pareme-
tern m, r und n bezeichnet.

P(N =Fk) = k=01,....n

Bemerkung. Fiir m,r — oo bei festem p = - und festem n gilt

P(N =k) — (Z)pk(l -p)" ",
obwohl im Gegensatz zur Binomialverteilung die Kugeln nicht zuriickgelegt werden. Bei

grofem m ist der Unterschied zwischen Ziehen mit und ohne Zuriicklegen vernachléssigbar,
weil nur selten dieselbe Kugel zweimal gezogen wird.

10
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7.5 Zufallszahlengeneratoren

Ein (Pseudo-) Zufallszahlengenerator ist ein Algorithmus, der eine Folge von ganzen Zahlen
mit Werten zwischen 0 und einem Maximalwert m — 1 erzeugt. Dabei sind die erzeugten
Werte durch eine vorgegebene Klasse statistischer Tests nicht von einer Folge von Stichpro-
ben unabhéngiger, auf {0,1,...,m — 1} gleichverteilter Zufallsgrofien unterscheidbar. Ein
Zufallszahlengenerator erzeugt also nicht wirklich zuféllige Zahlen, sie besitzen aber statis-
tische Eigenschaften, die denen von echten Zufallszahlen in vielerlei (aber nicht in jeder)
Hinsicht sehr dhnlich sind.

John von Neumann (1951): “Anyone who considers arithmetical methods of producing
random digits s, of course, in a state of sin.”

Man unterscheidet zwischen nicht-deterministischen und deterministischen Generatoren. Nicht-
deterministisch ist ein Generator dann, wenn er auch bei gleichen Ausgangsbedingungen un-
terschiedliche Werte liefert. Wir konzentrieren uns auf deterministische Generatoren. Kon-
kret werden Pseudozufallszahlen iiber eine deterministische Rekurrenzrelation

Tor1 = f(Tn_ka1,--,Tn), m=kk+1,k+2 ...,

aus Startwerten xq, ..., x; erzeugt. Wir betrachten folgende Beispiele:

Lineare Kongruenzgeneratoren (LCG)

Der folgende lineare Kongruenzgenerator wird in den Laufzeitbibliotheken vieler Pro-
grammiersprachen verwendet. Hier betrachtet man

ZTps1 = (ax, +b) modm, n=01,2,....

Dabei sind a, b und m Parameter. Im Fall b = 0 spricht man von einem multiplikativen
Kongruenzgenerator. Pseudozufallszahlen in [0, 1) konnen durch Division mit m generiert
werden.

Es existieren m Zustidnde. Daher muss nach spétestens m Schritten ein fritherer Zustand
wiederholt werden. Es wird also eine periodische Folge erzeugt, bei der die Periodenlédnge
wesentlich kleiner als m sein kann. Die maximale Periodenlinge m wird unter folgender
Bedingung erreicht.

Satz 7.21 (Knuth). Die Periodenléinge eines LCG ist genau dann m, wenn
(i) b und m teilerfremd sind,
(ii) jeder Primfaktor von m teilt a — 1,

(iii) ist 4 ein Teiler von m, so auch von a — 1.

Beweis. D. Knuth, “The art of computer programming, vol. 2” O

Der multiplikative Generator muss somit eine Periodenlédnge kleiner als m haben.

Beispiel 7.22.

11



7 Diskrete Zufallsvariablen

7X81 Generator m=2%4+1 a=75, b=0
RANDU (IBM 360/361) m = 23! a = 65539, b=0
Marsaglia Generator m = 232, a = 69069, b=1
rand (Unix) m =23 a = 1103515245, b= 12345
rand48 (Unix) m =21 a = 25214903917, b=11

Die durch LCG erzeugten Pseudozufallszahlen enthalten Abhéngigkeiten. Dies wird durch
den Satz von Marsaglia ausgedriickt.

Satz 7.23 (Marsaglia). Bildet man aus der Folge z, die k-Tupel (xq,...,T5_1),
(z1,...,2), (T2,...,Tks1), ..., 50 liegen dies im R* auf maximal v/m - k! parallelen Hy-
perebenen.

Beispiel 7.24 (Hyperebenen bei RANDU). Betrachte drei aufeinanderfolgende durch
RANDU generierte Zahlen x,,, x,11, Tnio

Tpyo = 655397,11 = (2'% 4+ 3) w1 = (2" +3)%2, = (22 4+-6-2'° +- 9)z,,
=(6-2"%+9)x, = (6- (2" +3) — 9z, = 62,11 — 9Ty

Dabei sind alle Ausdriicke modulo m = 23! zu verstehen. Wie man sieht, erfiillen die Punkte
p = (Tn, Tny1, Tny2)! die Ebenengleichung p- (9, —6,1)T = 0. Als Folge dieser Abhiingigkeit
fallen die Punkte (2, Zp11, Tny2) auf 15 Hyperebenen im R3.

Bemerkung. RANDU wurde in den 70er Jahren oft verwendet. Viele Resultate aus dieser
Zeit werden daher als “verdédchtig” angesehen. Der 1972 vorgestellte Marsaglia-Generator
zeigt keine solche Abhingigkeiten im R?, kann aber das prinzipielle Problem auch nicht
beheben. Die aufwéndigeren inversen Kongruenzgeneratoren

Tpr1 = (atp, +b) modm, n=01,2,...,

wobei - x =1, wenn x # 0, und 0 = 0, haben nicht das Problem der Hyperebenenbildung.

Shift-Register-Generatoren
Die allgemeine Form von Shift-Register-Generatoren ist

k-1
Tngk = E a;Tpe; mod 2,
=0

wobei die a; € {0,1} sind. Die maximale Periodenliinge 2% 148t sich mit nur zwei a; # 0
erreichen, was einen schnellen Generator ermoglicht. Natiirliche Zahlen lassen sich durch
Aneinandersetzen der Bits z; € {0, 1} konstruieren. In diesem Fall erhélt man die einfache
Form

Ty = Tp—j + Tp—; mod 2.

Giinstige Wahlen fiir (7, j) sind

(35,2) Tausworth, 1965,
(23,2) Canavos, 1968,
(35,3) Witlesey, 1968.

12



7.6 Erwartungswert

Kombinationen von Zufallszahlengeneratoren

Genertoren lassen sich leicht kombinieren, indem man die von mehreren Generatoren er-
zeugten Zahlen modulo m addiert. Der KISS-Generator (keep it simple and stupid) von
Marsaglia kombiniert einen LCG mit zwei Shift-Register-Generatoren und besitzt die Periode
295,

Trotz aller Bemiihungen werden nie wirkliche Zufallszahlen generiert. Daher hat man bei
der eigentlichen Simulation nie die Gewissheit, dass das Ergebnis nicht verfilscht wird. Die
Qualitat von Pseudozufallszahlengeneratoren wird durch statistische Tests von Knuth und
das DIEHARD-Paket von Marsaglia als Standard beurteilt.

7.6 Erwartungswert

In diesem Abschnitt stellen wir die Frage, welches Resultat ein Zufallsexperiment im Mittel
liefert.

Beispiel 7.25. Beim Wiirfeln wird jede Augenzahl i € {1,...,6} mit gleicher Wahrschein-
lichkeit % gewiirfelt. Daher erhélt man im Mittel die Augenzahl

6

Zi.é:

=1

6-7
- —— = 3.5
2

(SN

Dies verallgemeinern wir fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit einer Zufallsva-
riable X : 2 — S mit abzdhlbarem S C R.

Definition 7.26. Der Erwartungswert von X bzgl. P ist definiert als

E(X)=) a-P(X =a),

a€S

falls die Summe wohldefiniert (d.h. unabhéingig von der Summationsreihenfolge) ist.

Beispiel 7.27 (Erwartungswert der Poisson-Verteilung). Sei X Poisson-verteilt mit
Parameter A. Dann gilt

o o /\k ) ) > /\kfl ) o )\kz
E(X):Zk-P(X:k):ZhHe —e )\Z(k_l)!:e )\ZH:A.
k=0 k=0 k=1 k=

Daher kann A als Erwartungswert oder als mittlere Haufigkeit des Experiments interpretiert
werden.

Beispiel 7.28 (Erwartungswert der hypergeometrischen Verteilung). In den Ubun-
gen werden wir zeigen, dass fiir den Erwartungswert der hypergeometrischen Verteilung X
mit den Parametern m,r und n gilt £(X) =n- .

Beispiel 7.29 (Erwartungswert der charakteristischen Funktion). Sei A C Q ein
Ereignis. Dann wird
1, weA,

w) =1
xa(w) {O, sonst,

13



7 Diskrete Zufallsvariablen

als charakteristische Funktion bzw. Indikatorfunktion von A bezeichnet. Es gilt

Sei nun S eine beliebige abzidhlbare Menge (nicht notwendigerweise eine Teilmenge von R)
und g : S — R eine Funktion. Wir definieren die reellwertige Zufallsvariable g(X) : 2 — R
durch w — g(X(w)).

Satz 7.30 (Transformationssatz). Es gilt

E(9(X)) =) _g(a)- P(X = a),

a€esS

falls die Summe wohldefiniert ist.

Beweis. Unter Verwendung der Additivitiat erhdlt man

E(g(x)) = Y b-P(g(X) =1b)

beg(S)
beg(S) a€g~t(d)

= > b P(X = a)

beg(S) acg~1(b)

-3 Y s@-Px =)

beg(S) acg=!(b)

=3 gla) P(X =)

a€sS

O

Bemerkung. Insbesondere gilt E(|X]|) = > .gla|l - P(X = a). Ist also E(]X]) endlich, so
konvergiert E(X) absolut.

Satz 7.31 (Linearitit des Erwartungswertes). Seien X : Q — Sy CRund Y : Q —
Sy C R diskrete Zufallsvariablen auf (2, A, P), fiir die E(|X|) und E(|Y|) endlich sind.
Dann gilt

E(aX +8Y)=aE(X)+pE(Y) firallea,p €R.

Beweis. Wir definieren g : Sy x Sy — R durch g(z,y) = az + By. Dann ist g(X,Y) =

14



7.6 Erwartungswert

aX + BY eine Zufallsvariable. Mit dem Transformationssatz folgt

E(aX +pY) = E(9(X,Y))
= Z Z g(a,))P(X =a,Y =b) (7.1)

a€Sx beSy
=) ) (ea+B)P(X =a,Y =b)
a€Sx beSy
=a) a) PX=aY=b+B> b)Y PX=aY=0h
a€Sx bESYy beSy a€Sx
=a ) aP(X=a)+B Y bP(Y =b)
a€Sx beSy

= aE(X) + BE(Y).

Hierbei konvergiert die Reihe (7.1) absolut, weil

Y (ea+BHP(X =a,Y =b) < o] Y |a|P(X =a)+|B] D [BP(Y =)
a€eSx beSy a€Sx beSy

' v~

E(X)) E(X])
< e E(IX]) + [BIE(]Y])

nach Voraussetzung endlich ist. O

Korollar 7.32 (Monotonie des Erwartungswertes). Seien die Voraussetzungen von
Satz 7.31 erfiillt und gelte X (w) < Y(w) fiir alle w € €. Dann gilt E(X) < E(Y).

Beweis. Wegen (Y — X)(w) > 0 fiir alle w € Q ist E(Y — X) > 0. Mit der Linearitét des

Erwartungswetes erhélt man

Wir kehren zum Beweis des Einschluss-/Ausschlussprinzips (Korollar 7.8)

P (U Az-) =D ()t P (ﬂ A)

zurtick.

Beweis zu Korollar 7.5. Wir betrachten das Komplementérereignis. Es gilt unter Verwen-

15



7 Diskrete Zufallsvariablen

dung der charakteristischen Funktion y aus Beispiel 7.29

P((AyU...UA,) = P(ASN...NA%) = E(xXacr. nas

)
_E (ﬁ mg) =E (ﬁ(l - XAi))

= (—1)k Z E <H X4,

k=0 1<i1<...<ip<n /=1

= Z(—l)k Z E(XA'ilm"'mAik)

k=0 1<i <...<ip<n
n
=> (=" > P(A,Nn...N4,).
k=0 1<ip <...<ip<n

Die Behauptung folgt aus

P(A U...UA,) =1—P((A U...UA)).

16



8 Bedingte Wahrscheinlichkeit und
Unabhangigkeit

8.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Das Konzept der bedingten Wahrscheinlichkeit
beriicksichtigt bei der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A € A, ob ein anderes Ereignis
B € A eintritt. Anstelle aller méglichen Fille w € € werden nur die relevanten Falle w € B
beriicksichtigt. Die giinstigen Félle sind daher w € AN B.

Definition 8.1. Seien A, B € A mit P(B) > 0. Dann heif}t

P(AN B)

P(AIB) = =5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Bemerkung.
(a) P(-|B): A~ P(A|B) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€2, A4).

(b) Ist P die Gleichverteilung auf einer endlichen Menge €2, so gilt

jAnBQl  |AnB
PAIB) = =150 = 18

Beispiel 8.2 (Zweimal wiirfeln). Mit einem idealen Wiirfel werden zwei Wiirfe aus-
gefithrt. Es seien A, B die folgenden Ereignisse:

A = “beim ersten Wurf wird eine 1 gewiirfelt”,
B = “die Augensumme beider Wiirfe ist 6”.

Die Augensumme zweier Wiirfel ist in folgender Tabelle zusammengefasst:

1 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
213 45 6 7 8
314 56 7 8 9
415 6 7 8 9 10
5/6 7 8 9 10 11
67 8 9 10 11 12

Man sieht, dass 5 der Ereignisse giinstig fiir B sind und 6 Ereignisse fiir A. Also gilt P(A) = &

6
und P(B) = 2. Nur im Fall, dass erst eine 1 und dann eine 5 gewiirfelt wird, treten A und

17



8 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

B ein. Es gilt also P(AN B) = 3—16. Die Anzahl der Ereignisse fiir A im Fall, dass B eintritt,
ist 1 von 5 relevanten. Es gilt also

poap) - - Pae

Satz 8.3 (Rechenregeln). Es gilt
(i) P(AlA) =1,
(ii) P(A°B) = 1— P(A|B),
(iii) P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(An B|C).

Beweis.

. __ P(AnA) _ P(A)
(i) P(AJA) = P55 = 5 = 1.

(ii)) Wegen AU A° = Q folgt (AN B) U (A°N B) = B und somit
P(B) P((AnB)U(A°NB)) P(ANB) P(A°NDB)

=P~ P(B) ~TPB) | PB) PAIB) + P(A|B).
(i)
P(AUB|C) = P((A;J(g; NnC) _ P((AN C;)(g)(B NnC))
_ P(ANC)+P(BNC)—-PANBNC(O)
B P(C)
= P(A|C) + P(B|C) — P(An B|C).
O
Aus Definition 8.1 erhélt man
P(ANB) = P(A|B)- P(B) = P(B|A) - P(A), (8.1)

falls P(B) > 0 bzw. P(A) > 0.
Beispiel 8.4. Nach einer Statistik besitzt das Ereignis

B = “Studierender schlie§t mit Note 1,2 oder 3 ab”

in der Mathematik die Wahrscheinlichkeit 80%. Von den Studierenden aus B geniigen mit
25%iger Wahrscheinlichkeit dem Ereignis

A = “Studierender schliefft mit Note 1 oder 2 ab”.
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A? Nach (8.1) gilt
P(A)=P(ANB)=P(A|B)-P(B)=0.25-0.8=0.2.

Allgemeiner als (8.1) gilt
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8.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Satz 8.5 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei By, By, ... eine Zerlegung von
Q, d.h. U:; B2 = Q, Bz N Bj = @, 1 7é ] Dann g]]t fir Ae A

P(A)= ) P(AlB)- P(By).

=1
P(B;)>0

Beweis. Weil die B; eine Zerlegung von €2 bilden, ist
A=AnQ=An|JB = ]JANnB)
i=1 i=1
eine Zerlegung von A. Dann folgt wegen der paarweisen Unvereinbarkeit der AN B;, i =
1,2,...

P(A)=>"PAnB) = Y PAB)- P(B,).
=1 i=1
P(B;)>0

]

Beispiel 8.6. Urne A enthalte 3 rote und 4 schwarze Kugeln. Urne B enthalte 2 rote und
5 schwarze Kugeln. Wir legen eine Kugeln K3 von Urne A in Urne B und ziehen eine Kugel
K5 aus Urne B. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die gezogene Kugel K5 rot?

P(K; rot) = P(K; rot| K rot) - P(K; rot) + P(K; rot| K, schwarz) - P(K; schwarz)
3 3 2 4 17

T8 7 87 56

Bayessche Regel

Die folgende Bayessche Regel stellt einen Zusammenhang zwischen der subjektiven Wahr-
scheinlichkeit, also der Wahrscheinlichkeit, die man einem Ereignis zubilligen wiirde, und
dem Lernen aus Erfahrung her. Mit anderen Worten dient diese Regel zum Uberpriifen von
Hypothesen anhand neuer Indizien.

Beispiel 8.7. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass man das Rentenalter erreicht? Je-
der hat eine subjektive Wahrscheinlichkeit, sog. a priori degree of belief. Wenn zusétzliche
Informationen (sog. likelihood) existieren, z.B. alle anderen Verwandten sind tiber 80 Jahre
alt geworden, wiirde jeder seine subjektive Erwartungshaltung revidieren, sog. a posterior:
degree of belief.

Technisch wird durch die Bayessche Regel P(B;|A) durch P(A|B;) ausgedriickt. Aus
Satz 8.5 erhélt man

Satz 8.8 (Bayessche Regel). Sei {B;} eine Zerlegung von Q. Fiir A € A mit P(A) > 0
gilt

P(B;|4) = P<A'ig(>;<3j> ___P(AIB) P(B)
; P(A|B;) - P(B;)
P(B;)>0
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8 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

fiir alle j = 1,2, ... mit P(B;) > 0.

Beweis. Es gilt

P(AN B;) P(A[B;) - P(B;)
P(B,|A) = - .
PO S s -y
P(;3:$>0

]

Beispiel 8.9. In einer Bevolkerungsgruppe sei die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A,
eine bestimmte Krankheit zu haben, P(A) = 0.0002. Um zu ermittelt, ob eine Personen
diese Krankheit hat, wird ein Test verwendet, von dem der Hersteller garantiert, dass er die
Krankheit zu 99% erkennt und nur zu 1% falsch anschliagt, obwohl keine Krankheit vorliegt.
Mit B bezeichnen wir das Ereignis, dass der Test positiv ausfillt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt eine Erkrankung vor, wenn der Test positiv ausfillt?
Man beachte, dass die Informationen, wie der Test ausfillt, falls eine Erkrankung vorliegt,
uns bereits bekannt ist. Es gilt P(A) = 0.0002, P(B|A) = 0.99, P(B|A¢) = 0.01 und somit

P(BJA) - P(A) 0.99 - 0.0002

= ~ 0.019.
(B|A¢) - P(A¢) + P(B|A)- P(A)  0.01-0.9998 4+ 0.99 - 0.0002 0

P(AB) =

Obwohl der Test ihn als krank einschétzt, ist der Patient nur mit einer Wahrscheinlichkeit
von etwa 2% tatsichlich krank. Der Grund fiir dieses iiberraschende Ergebnis ist, dass die
Wahrscheinlichkeit, erkrankt zu sein, etwa um das Fiinfzigfache geringer ist als die Wahr-
scheinlichkeit eines falschen Testergebnisses.

Auf der anderen Seite ist die Wahrscheinlichkeit, bei negativem Test tatséchlich gesund
zu sein, aber ausreichend hoch:

P(B¢|A°) - P(A°) B 0.99 - 0.9998 N
(B¢|A°) - P(A°) + P(B°|A) - P(A) ~ 0.99-0.9998 + 0.01 - 0.0002

P(A(B%) = 1.0.

8.2 Unabhadngigkeit von Ereignissen

Definition 8.10. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A, B € A
heiflen unabhéingig bzgl. P, falls
P(ANnB)=P(A)- P(B).

Eine Kollektion A; € A, i € I, von Ereignissen heifit unabhéngig bzgl. P, wenn fiir alle
n € N und alle paarweise verschiedenen iy, ... ,1, € I gilt

Bemerkung. Seien A, B € A mit P(B) > 0. Dann sind A und B genau dann unabhéngig,
wenn P(A|B) = P(A).
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8.2 Unabhéngigkeit von Ereignissen

Beispiel 8.11. Sei Q = {1,2,3,4} mit der Gleichverteilung P. Die Ereignisse A = {1, 3},
B = {2,3} und C = {1, 2} besitzen die Wahrscheinlichkeiten

P(A) = P(B) = P(C) = %
Wegen
P(ANB) = P({3)) = ; = P(4) - P(B),
P(ANC) = P({1}) = | = P(4)- P(O),
P(BNC) = P({2}) = 1 = P(B) P(C)

sind die Paare (A, B), (A, C) und (B, (') unabhéngig. Allerdings ist die Kollektion (A, B, C)
nicht unabhéngig, denn es gilt

P(ANBNC) = P(0) =0+ = = P(A) - P(B) - P(C).

ool —

Lemma 8.12. Seien die Ereignisse Ai,..., A, € A unabhidngig und sei B; = A; oder
Bj = A%, j=1,...,n. Dann sind die Ereignisse By, ..., B, unabhéngig.

Beweis. Sei 0.B.d.A. By = Ay,...,By, = Ay und By = A7 ,,...,B, = Aj. Dann gilt
wegen der Linearitédt des Erwartungswertes

P(BiN..NB,)=PAN...NANA_ N...NA,)

= E(xa, - Xxa (L= xap) - (L= xa,))
=F XAy - XA, - Z |J‘HXA
JC{k+1,..., n} jeJ

= Z (_1>|J|E (XAl Tt XA 'HXAj>
JC{k+1,...,n} jeJ

= >  (-pip (AlmAz .ﬂAkﬁﬂAj)
J{k+1,...,n} jeJ

= > ()IPA) - PA) - T PAY)
JC{k+1,...,n} jeJ

=P(A1) ... P(Ar) - (1 = P(Agy1)) - - (1 = P(An))

]

Beispiel 8.13 (Serien- und Parallelschaltung). Ein Gerit bestehe aus 2 Bauteilen T;
und 75, bei denen unabhéngig voneinander Defekte auftreten konnen. Die unabhéngigen
Ereignisse A; mit P(A;) = p; und Ay mit P(Ay) = po treten auf, wenn das jeweilige Bauteil
funktioniert.
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8 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

(1) Serienschaltung

1 15

Eine Serienschaltung funktioniert, falls sowohl 77 als auch T; funktionieren, d.h.

P(AlmAg) :P(Al) P(AQ) = P1 - P2.

(2) Parallelschaltung

el
=

Eine Parallelschaltung funktioniert, falls 77 oder T, funktionieren, d.h.

P(A; U Ay) =1 — P(AS N AS)
— 1 P(A5) - P(A3)

Verteilung fiir unabhdngige Ereignisse

Beispiel 8.14. Ein Automat sei so eingerichtet, dass er sofort anhilt, sobald ein defektes
Teil produziert wird. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Teil defekt ist, sei p. Die Defekte
sind von produziertem Teil zu produziertem Teil unabhéngig. Mit A, bezeichnen wird das
Ereignis, dass das n-te Teil defekt ist, und die Zufallsvariable

X(w):=inf{neN:we A, 1}

beschreibe die Anzahl der produzierten einwandfreien Teile. Dann gilt

P(X =0) = P(A) =D,

P(X =1) = P(ATN Ag) = P(A7) - P(A;) = (1 = p) - p,
P(X =2) = P(A] N A5 N As) = (1-p)*p,
P(X=n)=PA{N...NA, N A1) =(1—-p)"- p.

Definition 8.15. Sei p € [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf N definiert durch

P({n})=p-(1—-p)"

heifit geometrische Verteilung zum Parameter p.

Bemerkung.
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8.3 Mehrstufige diskrete Modelle
(1) Fir p # 0 gilt
- 1
p-1=-p=p —F==p-
; (1=2) 1—(1-p)
(2) Das Fiir den Erwartungswert ergibt sich

ZP n)on=>Y pl—p-n=pl-p)> (1-p)"'n

1 1-p
IR (e (|

Dabei haben wir

- d [« d 1 1
n—1_ 7 n| _ 7 —
;)m: dx (Zm ) del—z (1—1x2)?

n=
fiir 0 < z < 1 verwendet.

Seien Ajp,..., A, € A unabhingige Ereignisse mit P(A;) = p € [0,1]. Wir haben in
Beispiel 8.14 gesehen, dass die Zufallsvariable X auf die geometrische Verteilung fiihrt. Sei

Spw)=H{1<i<n:weA} = ZXAi(w)

die Anzahl der Ereignisse unter Ay, ..., A,, die eintreten. Dann gilt

P(S,=k)= > P(ﬂAm ﬂAg)
n}

iel ielc

= Z [T P ] Peas)

IC{l ~~~~~ n} iel iclc

Fiir die Anzahl eintretender unabhéngiger Ereignisse erhélt man also die Binomialvertei-
lung. Fiir den Erwartungswert von S, gilt wegen der Linearitdt des Erwartungswertes und

Beispiel 7.29
i=1 i=1

8.3 Mehrstufige diskrete Modelle

Wir betrachten ein n-stufiges Zufallsexperiment. Sind die Mengen aller moglichen Fille
Q1,...,Q, der Teilexperimente abzahlbar, dann ist

Q=0 x...xQ,
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8 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

die Menge der moglichen Félle des Gesamtexperimentes. Fiir w € Q und k € {1,...,n} sei
Xi(w) = wg der Ausgang des k-ten Teilexperiments. Angenommen, wir kennen

P(X; =a;) = pi(ay) firallea € (8.2)
sowie
P(Xy=ap|Xi =aq,..., X1 = ap_1) =: pr(aglay, ..., ax_1) (8.3)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von X gegeben X;,..., X, fir k =2,...,n mit
P(Xy=a1,...,Xk1 =ar_1) #0.

Der folgende Satz gibt Auskunft tiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (€2, .A).

Satz 8.16. Seien durch py(-l|ay,...,ax-1), k = 1,...,n, mit a; € §; Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf €, definiert. Dann existiert genau eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf
(Q, A) mit (8.2), (8.3). Diese erfiillt

P(X;=ay,..., X, = a,) =pi(ar) - p2(az|ar)ps(as|ar, az) - ... palanlas, ..., an_1). (8.4)

Beweis.

(a) Eindeutigkeit
Wir zeigen induktiv, dass fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P mit (8.2) und (8.3)
die Eigenschaft (8.4) folgt. (8.2) liefert den Induktionsanfang. Sei die Behauptung fiir
k — 1 wahr. Dann folgt nach der Induktionsvoraussetzung und (8.3)

P(Xl :al,...,Xk :ak)
= P(Xl =ap,..., Xp1 = akq) : P(X1 =ap,...,Xp= ak\X1 =ap,...,Xp1= akq)
=pi(ar) - ... pp—1(ap—1lar, ..., ap—2) - pr(arlar, . .., ap-1),

falls P(X; = ay,...,Xk1 = ar_1) # 0. Andernfalls verschwinden beide Seiten und die
Behauptung gilt trivialerweise.

(b) Existenz
P aus (8.4) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf €2, weil

YD PXi=ay,... X, =ay)

a1 € an €y

= Z Z pi(ar) - palaglar) - ... - pulanlas, ... an1)

a1 € an €0y

=Y nila) Y plala) oo Y pulanar .. a,)

a1€MN az€8)2 an €Sl
Ny

=1

[\ J/

S
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8.3 Mehrstufige diskrete Modelle

AuBerdem gilt

P(Xi=a,.... Xg=ay)= Y ... PXi=ay,... . X,=a,)

ag41 EQk+1 an€Qn

= Z ...Zpl(al)~...-pn(an\a1,...,an71)

ak+leﬂk+1 an€Sln

= pl(al) 'PQ(CL2|G1) I 'pk(ak|a1, cee 7%—1)-

Hieraus folgen (8.2) und (8.3). O

Beispiel 8.17. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Skat jeder der drei Spieler
genau einen der vier Buben erhélt? Sei

Q= {(wy,wo,ws) :w; € {0,1,2,3,4}}

mit X;(w) = w; Anzahl der Buben von Spieler i. Es gilt entsprechend der hypergeometrischen
Verteilung

() 0a)

y4 (al) - (32) )
10
4—a1) 18+aq
p2<a2‘(l1) _ ( a2 2(210—112)7
(10)
(4711170,2)(8«&1»6114»&2)
pa(aslar, as) = 23 o) —3 falls 2 < ay + as + a3 < 4,
3\u3 |y, U2) — 10

0 sonst.
Hieraus folgt

Im Folgenden werden zwei Klassen von mehrstufigen Modellen, Produktmodelle und Markov-
Ketten betrachtet.

Produktmodelle

Angenommen, der Ausgang des i-ten Experiments héngt nicht von aq,...,a;_1 ab. Dann
sollte gelten

pilailar, ... a;1) = P({a:})

mit einer von ay,...,a;_; unabhéngigen Wahrscheinlichkeitsverteilung P; auf €.
Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf €2 = 2y x ... x §2,, gilt dann

n

P(Xy=ay,..., X, =a,) = [[ P({a:}). (8.5)

i=1

Definition 8.18. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P in (8.5) auf = Q; x ... x §,, heifit
Produkt von Py, ..., P, und wird mit P| ® ... ® P, notiert.
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8 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

Bemerkung. Sind die Mengen €2;, + = 1,...,n endlich und ist P; die Gleichverteilung auf
Q;, dann ist P, ® ... ® P, offenbar die Gleichverteilung auf €2y x ... x €2,,.

Beispiel 8.19. Wir betrachten ; = ... = Q, = {0,1} mit P,({1}) =p,i=1,...,n. Sei
k=73"" a; die Anzahl der Einsen. Dann ist

n

P(Xi=ay,...,Xp=a,) = [[ B({a;}) = p*(1 = p)" "

i=1
Diese Verteilung wird als n-dimensionale Bernoulli-Verteilung bezeichnet.

Allgemeiner als (8.5) gilt

Satz 8.20. Im Produktmodell gilt fiir beliebige Ereignisse A; C €;, i =1,...,n,

n n

P(X; € Ay,.... X, € A) = [[ P(Xi € 4) =[] P(A).

=1 =1

Beweis. Es gilt

P(X; € Ay,... X, €A4,)=P(A x ... xA)= Y P({a})

Insbesondere gilt
PX;€eA)=PXi€,....Xi1€Q1,X;€ 4, Xip1 € Qiga,..., X €Qy)

= [ P(2) - Pi(A) = Pi(4)

J#i

Markov-Ketten

Wir betrachten Q = S™™ = {(wy,...,wn11), w; € S} mit abzihlbarem S. Wihrend bei Pro-
duktexperimenten der Ausgang des néchsten Experiments weder vom aktuellen noch von den
vorhergehenden abhéngt, beeinflusst bei den sog. Markov-Ketten das aktuelle Experiment
den Ausgang des néchsten (“kein Gedéchtnis”), d.h.

Prri(ariilas, ... ap) = prya(ak, ape), (8.6)
wobei pry1 0 S xS = [0, 1] folgende Bedingungen erfiillt

(1> pk+1(33,y) >0 fiir alle RNTIS S?
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8.3 Mehrstufige diskrete Modelle

(i) > esPrt1(z,y) =1 fiir alle x € S,
d.h. pgii(z,-) ist fiir alle 2 € S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S.

Definition 8.21. Eine Matrix pyi1(z,y), x,y € S, mit (i) und (ii) heifit stochastische
Matrix auf S.

Fiir das Mehrstufenmodell folgt nach Satz 8.16 aus (8.6)

P(Xl = al,...,Xn+1 :an+1) = pl(al) -pg(al,az) .. -pn(an_l,an) (87)
—— ~ ~
Startverteilung Ubergangswahrscheinlichkeiten

fir a1,...,a, € S - Die Folge der Zufallsvariablen X, Xy, ... bezeichnet man als Markov-
Kette. Sind die Ubergangsmatrizen py.1(x,y) = p(z,y) unabhingig von k, so nennt man
die Markov-Kette homogen.

Beispiel 8.22.
(a) Fir das Produktmodell gilt pgi1(z,y) = pry1(y) in (8.6).

(b) Einfacher Random Walk
Zum Zeitpunkt 1 befindet sich eine Person an der Ecke v; eines Hauserblocks.

Im den darauf folgenden Schritten geht die Person zu einer der beiden jeweils erreichbaren
Ecken, je nachdem ob sie mit einer Miinze Kopf oder Zahl wirft. Fiir jedes n sei X,, die
StraBenecke zum Zeitpunkt n. Dann gilt

1
P(Xlzvl)zl und P(XQZUQ):ézp(XQZUS).

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten ergeben sich aus der Matrix

0 1/2 1/2 0
/2 0 0 1/2
/2 0 0 1/2

0 1/2 1/2 0

Satz 8.23. Fiirallel <k </{¢<nunday,...,ap € S mit P(X; =ay,..., Xy =ax) # 0 gilt

P(Xg = ag‘Xl = a1,... ,Xk = ak) = P(Xg = ag‘Xk = ak) = (pk+1pk+2 .. .pg)(&k,ag),

wobel

(pg)(x,y) = > p(x, 2)q(,y)

z€S

das Produkt der Matrizen p, q ist.
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8 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

Beweis. Es gilt wegen (8.7)

P(Xy=ay,...,Xr=ap, X¢e=ay)
P(Xy=ay,...,Xr = ag)

Y weres PO =, Xy = a)

- P(Xi=ai,..., X = a)

P(Xg:ag|X1:al,...,Xk:ak):

(8.7) Dapssinarses P1(a1) - P2(ar, az) - pe(ae—y, ar)
p1(a1) ~p2(a1,a2) T ‘pk(ak—laak)
= Z Pr1 (s Qgr) - - - pe(ar—1, ag)

Q41,500 1€S

= (pk+1 .. .pe)(alm GE)

und
P(Xy = ag, Xo = a)
P(Xy = ay)
_ Zm ..... ap_1€S Zak+1 ,,,,, aj_1€S P(Xl =aq,... ’XZ — ag)
Zal ,,,,, akfleSP(XI:ala--ka:ak)

P(Xg = CL@|)(;C = CLk) =

(8.7) 2aar,ar1€8 2aapsioar_ses P1(01) - P2ar, az) - - - pelag-y, ar)
Zal ,,,,, ak_lespl(al) 'p2(a17a2) R 'pk<ak—1;ak)
= Z pk+1(ak7 Gk+1) tee 'pz(az—b ae)

At 1seeny ap_1€S

= (Pk+1 .- -pe)(ak:, aé)-

Bemerkung.

(a) Satz 8.23 zeigt die Markov-Eigenschaft. Die Weiterentwicklung hangt nur vom aktuellen
Zustand a; ab, aber nicht vom Verlauf aq,...,ax_1.

(b) Im Fall einer homogenen Markov-Kette hat man
P(X, = ag| Xy, = ai,) = p" " (ar, ay).
Ist S ={51,...,Sn} endlich, so definiere die Matrix M € R™*™ durch
M;; =p(si,s5), t,7=1,...,m.

Dann ist das Matrixprodukt (pq)(z,y) = >, .sp(x, 2)q(z,y) aus Satz 8.23 das iibliche
Matrixprodukt. Entsprechend gilt

P(X, = af| Xy = ap) = (M54, (8.8)
wobei die Indizes iy, i, durch S;, = a, und S;, = a, bestimmt sind.

(c) Das Produkt pq zweier stochastischer Matrizen p, ¢ ist eine stochastische Matrix, weil

(pg)(z,y) = D plw,2)q(z,y) = 0

z€eS
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8.3 Mehrstufige diskrete Modelle

und

> ) @,y) =D plr,2)q(z,y) = (ZM%Z)) (Z q(z,y)> =1.

yes yeSsS zeS z€S yes
N ﬂrl 7 ~-

=1

Beispiel 8.24 (Abhingige Miinzwiirfe). Beim Werfen einer Miinze sei die Wahrschein-
lichkeit (0 < o, 8 < 1)

1—a fir Kopf und « fiir Zahl, falls im letzten Wurf Kopf,
15} fiir Kopfund 1— g fiir Zahl, falls im letzten Wurf Zahl

geworfen wurde.

o
11—« : : 1-p
5

P(Xni1 = 551 X1 = 8;) = (M")y5

Nach (8.8) ist

mit

=)

g 1-p
Weil M™~1 ebenfalls eine stochastische Matrix ist, gilt
(M™)11 = (M" ")y My + (M" 1) 12My

= (M" n(l—a)+ (1= (M )n)s
= (1—a—B)(M" )y + 8.

Induktiv erhalt man

15} Q

M) = l—a—-p6)"
(M) a+5+a+ﬁ( a—p)
und analog
o s
M"™)99 = 1—a—p0)"
(M")22 a+ﬁ+a+ﬁ( a—f)
Hieraus folgt
1 (B « (1—&—5)”(04 —a)
M" = +— )
a+p (ﬁ a) a+f -8 B
gleich;rZeilen —0 fi;rn%oo

Also gilt P(X,,11 = a|X; = K) = P(X,41 = a|X; = Z) fiir grofie n. Die Kette vergisst ihren
Startwert exponentiell schnell.

Random Walk auf Z
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8 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

Definition 8.25. FEine beliebige Kollektion X; : Q@ — S;, i € I, von diskreten Zufallsvaria-
blen heifit unabhéngig, falls die Ereignisse {X; = a;}, i € I, fiir alle a; € S; unabhéngig
sind.

Seien X7, X, X3, ... unabhingige Zufallsvariablen auf (£2,.4, P) mit
P(Xi=+1)=p, P(X;=-1)=1—p
mit p € (0,1). Sei a € Z gegeben. Wir betrachten die durch
So=a, Spi1=8,+Xpn1, n=0,1,2...,

definierte zuféllige Bewegung (engl. random walk) auf Z.
Fiir die Position zum Zeitpunkt n gilt dann

Sn:a+X1—|—X2—|—+Xn

Random Walks werden z.B. als einfache Modelle von Aktienkursen verwendet.

Beispiel 8.26.

Lemma 8.27 (Verteilung von S,,). Fiir k € Z gilt

falls n + k ungerade oder |k| > n,

0,
P(S, = k) = n e
( a+k) {(,ﬂq’%)p;ﬂc(l _p)Tk, sonst.

Beweis. Der Fall |k| > n kann nicht eintreten. Mit n, und n_ bezeichnen wir die Anzahl der

Zufallsvariablen aus X1, ..., X,,, die den Wert +1 bzw. —1 annehmen. Dann gilt n,. +n_ =n
und ny —n_ = k. Dieses System hat genau dann die Losung n, = "T”“ und n_ = "T_k, wenn
n + k und somit auch n — k geradzahlig sind. O
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8.3 Mehrstufige diskrete Modelle

Beispiel 8.28. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit der S, zum Startwert a
zuriickkehrt. Zunéchst sehen wir P(Ss,+1 = a) = 0. Fiir geradzahlige Indizes verwenden wir
die Stirlingsche Formel

n

n
n! ~v2mn (—) fiir n — oo,
e

wobei zwei Folgen {a,} und {b,} asymptotisch dquivalent heifien (a,, ~ b,), falls

lim =" =1
nooo by
Hiermit folgt
2n (2n)!
Sw=a)= (2 )ora-pr = Zhra - p
T (22)2"
e (1 — p)"

2 (o 5" (1 —p)

= —p(1 —p))" fiir n — oo.

Im Fall p # £ ist 4p(1 —p) < 1 und P(S2, = a) konvergieren exponentiell gegen 0. Ist p = 3,
so konverigert P(Ss, = a) ~ \/% nur langsam gegen 0.
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9 Konvergenzsatze und Monte
Carlo-Methoden

Sei 1 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer abzéhlbaren Menge S und f : S — R eine
Zufallsvariable. Nehmen wir an, die Méchtigkeit von S wére so grof3, dass es zu aufwéndig
ist, den Erwartungswert

=Y flau{a})

a€S

direkt auszurechnen. Um die Problematik zu umgehen, werden sog. Monte Carlo-Verfahren
verwendet. Dabei approximiert man E,(f) durch

1 n
:H;ﬂx w

mit einer groen Anzahl unabhéngiger Stichproben X, ..., X, von pu. In diesem Kapitel soll
der Approximationsfehler 7, — E,(f) und somit die Konvergenz n, — E,(f) fir n — oo
untersucht werden. Nach Satz 7.30 und Satz 7.31 gilt wegen P(X; = a) = u({a})

~ I B = 135 fantad) = B

d.h. 7, ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir £,(f). Fiir den mittleren quadratischen
Fehler gilt daher

E(lnn — Eu(HI) = E(jm — E(ma))-

Den letzten Ausdruck werden wir im Folgenden untersuchen.

0.1 Varianz und Kovarianz

Sei wieder (2, A4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X :  — S eine Zufallsvariable auf
(Q, A, P), so dass E(|X|) endlich ist.

Definition 9.1. Die Gréfe
Var(X) := E([X — E(X)]*) € [0,00]
heifit Varianz von X. Als Standardabweichung von X bezeichnet man

o(X) :=+/Var(X).
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9 Konvergenzsétze und Monte Carlo-Methoden

Die Varianz von X beschreibt die mittlere quadratische Abweichung der Zufallsvariablen
X vom Erwartungswert £(X). Wegen

Var(X) =Y (a— E(X))’P(X = a)

a€sS

gilt Var(X) = 0 genau dann, wenn P(X = E(X)) = 1.

Satz 9.2 (Rechenregeln). Es gilt
(i) Var(aX + ) = o? Var(X) fiir alle o, B € R,
(ii) Var(X) = E(X?) — (E(X)).

Insbesondere ist Var(X) < oo genau dann, wenn E(X?) endlich ist.

Beweis.

(i) Aus der Linearitit des Erwartungswertes folgt

Var(aX + 8) = E([aX + 8 — E(aX + B)]%) = E([aX + 8 — aE(X) — B]?)
= E([aX — aE(X)]?) = ’E([X — E(X)]?) = o* Var(X).

Var(X) = B(X? - 2XE(X) + (E(X))?) = E(X?) - 2B(X)E(X) + (E(X))?
= B(X?) - (BE(X))”

O

Beispiel 9.3 (Varianz der geometrischen Verteilung).
Sei X geometrisch verteilt mit Paramter p € (0,1]. In der Bemerkung zu Definition 8.15
haben wir gesehen, dass E(X) = %. Wegen

B(X(X +1)) =Y k(k+ 1)p( Z — p)F?
k=1 e
1 2(1—p)
p(1—p (1—pf=pl—p—-=
> Pl 2

und Satz 9.2 (ii) ist
Var(X) = B(X?) — (E(X))? = E(X(X + 1)) — E(X) — (E(X))?
_20-p) l-p (-p? 1-p

p? D PP

Beispiel 9.4 (Varianz der Poissonverteilung).
In Beispiel 7.27 haben wir den Erwartungswert der Poissonverteilung X berechnet. Wegen

& /\k2 e /\k

B(X(X —1) :ik = A% *AZ

=0 k=0

folgt mit E(X) = ), dass Var(X) = BE(X(X — 1))+ E(X) — (E(X))? = \.
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9.1 Varianz und Kovarianz

Beispiel 9.5 (Varianz der hypergeometrischen Verteilung).
Nach Beispiel 7.28 ist der Erwartungswert der hypergeometrischen Verteilung n - . Auf

ghnliche Weise erhélt man, dass E(X (X — 1)) = n(n — 1)~ Hieraus folgt

m(m—1)"

Var(X)

E(X?) = (E(X))* = E(X(X — 1)) + E(X) — (E(X))”
r rNT—n
=n— (1 — —) :
m m/ r—1
Im Folgenden betrachten wir Zufallsvariablen X mit endlichen E(X?), d.h. Elemente der
Menge

L3(Q,A, P):={X:Q— R: X ist diskrete Zufallsvariable mit F(X?) < cc}.

Lemma 9.6.
(i) Fiir X,Y € £%2(Q, A, P) gilt E(|XY]) < EY?(X?) EY/%(Y?) < 0.

(ii) Durch (X,Y )2 := E(XY) ist eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform (sog.
Skalarprodukt) auf dem Vektorraum L£*(Q, A, P) definiert.

Beweis.

(i) nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

s (go) (zo)

iel iel iel
mit abzdhlbarer Indexmenge I gilt

E(IXY[)= ) |ab|P(X =a,Y =)

aeX(Q)

bEY ()
= Y [a|P'*(X =a,Y =b)p|P*(X = a,Y =)
aeX ()
bEY ()
1/2 1/2
<| Y P(X=aY =0 > VPP(X =a,Y =)
a€X () a€X(Q)
beY (Q) beY (Q)
1/2 1/2
=| Y @’P(X=aq) > VPP =b)
acX(Q) beEY (D)
— EI/Q(XQ) EI/Q(Y2).

(ii) Seien X,Y € £% und a, 8 € R. Dann ist aX + Y eine diskrete Zufallsvariable, und es
gilt wegen 2a8XY < a?X? + B2Y?
E(jaX + BY]?) = E(a?X? + 2aBXY + B2Y?)
= o?EB(X?) + E(2aBXY) + BE(Y?)

TP RE(X?) 1 2E(X2) + B2E(Y?) + B2E(Y?)

=20°E(X?) +28°E(Y?) < 0
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9 Konvergenzsétze und Monte Carlo-Methoden

Daher ist aX + BY € £2, und £? ist ein linearer Raum.
Ferner ist (X,Y),2 = F(XY) bilinear und wegen
(X, X)) = E(X?*) >0 fiiralle X € £L*(Q, A, P)
positiv semidefinit. O
Bemerkung. Fiir X € £*(Q, A, P) folgt aus Lemma 9.6 (i)
E(|X|) < EY*(X?) EY*(1?) = EY?*(X?) < .
AuBerdem folgt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf £2(9, A, P)

E(XY) < E(|XY|) < EV*X?)EY2(Y?) firalle X,Y € £2(Q, A, P).

Definition 9.7. Seien X,Y € £L3(Q2, A, P). Der Ausdruck
Cov(X,Y):=E([X — E(X)|[Y —E(Y)]) = E(XY) - E(X)E(Y)

wird als Kovarianz von X und Y bezeichnet. X und Y heiflen unkorreliert, falls
Cov(X,Y)=0,dh. E(XY)=EX)-EY). Gilt 0(X),0(Y) # 0, so heifit

Cov(X,Y)

AN = 5 Xev)

Korrelationskoeffizient von X und Y.

Bemerkung. Die Abbildung Cov : £% x £* — R ist eine symmetrische Bilinearform mit
Cov(X, X) = Var(X) > 0 fiir alle X € £2

Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang von Unabhéngigkeit und Unkorreliert-
heit.

Satz 9.8. Seien X : Q — S, Y : Q — T diskrete Zufallsvariablen auf (Q, A, P). X und Y
sind genau dann unabhéngig, falls f(X) und g(Y') fiir alle Funktionen f : S - R, g : T — R
mit f(X),g(Y) € L*(Q2, A, P) unkorreliert sind.

Beweis. Seien X und Y unabhéngig. Dann gilt

E(f(X)g(¥) =) > fl@gb)P(X =a,Y =b)

a€S beT
— (Z fla)P(X = a)> (Z g P(Y = b))
aesS beT
= E(f(X)) E(g(Y))

und somit Cov(f(X), g(Y)) = 0. Die Umkehrung der Aussage folgt aus
P(X =a,Y =b) = E(a(X)xe(Y)) = E(xa(X)) E(xe(Y)) = P(X = a) P(Y = b).
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Beispiel 9.9. Sei X = 41,0, —1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit % Dann sind X und Y = X?
nicht unabhéngig aber unkorreliert:

E(XY)=0=EX)E().
Dies steht nicht im Widerspruch zu Satz 9.8. Fiir f(X) = X? zeigt sich die Korreliertheit.

Satz 9.10 (Varianz von Summen). Fiir X;,..., X, € L*(Q, A, P) gilt

Var(Xi + ...+ X,) = Y Var(X; +2Zcov X;, X;).

1,j=1
1<J

Beweis. Wegen der Bilinearitét der Kovarianz gilt

Var(X1 + ...+ Xn) = Cov (i XZ‘, iXJ> = i COV(XZ‘7Xj)

ij=1

—Z\/ar +QZCOVX,,X)

1,7=1
1<j

O

Beispiel 9.11. Wir wollen die Varianz der Binomialverteilung berechnen (siehe Bemerkung
nach Definition 8.15). Sei

i=1
und unabhéngigen Zufallsvariablen X;. Nach Satz 9.8 und Satz 9.10 gilt

Var(S, Z Var(X np(l—p),

1 mit Wahrscheinlichkeit p,
0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p,

weil
E(XZZ) =E(X;)=p
und
Var(X;) = E(X?) — (E(X)* =p —p* = p(1L —p).
Beispiel 9.12. Wir kehren zum Beginn des Kapitels zuriick. Dort haben wir

1 n
:E;f(X w

als Approximation fiir den Erwartungswert E,,(f) eingefiithrt. Sei E,(f?) = " ,cq f*(a)u({a})
endlich. Nach Satz 9.8 gilt wegen der Unabhéngigkeit der X;, dass die f(X;) paarweise un-
korreliert sind. Also folgt nach Satz 9.10 und wegen P(X; = a) = u({a})

Var(n,) = ZVar )= > ()~ B P =a

Z\/aru Varu(f) < 0.
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9 Konvergenzsétze und Monte Carlo-Methoden

Fiir die durch das Skalarprodukt (-,-)z2 (siche Lemma 9.6) induzierte Norm || X||z2 :=

V (X, X) 2 gilt somit

1
12 = Bu(Hllez = BV (I — E(n)[?) = v/ Var(n,) = NG
Daher konvergiert 7, in dieser Norm gegen E,(f). Die Konvergenz ist im Vergleich zu de-
terministischen Verfahren (mehr dazu spéter) allerdings recht langsam.

Var,(f).

Im folgenden Abschnitt wollen wir die stochastische Konvergenz untersuchen.

9.2 Schwaches Gesetz der groBBen Zahlen

Wie bisher sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X;,..., X, € L£*(Q, A, P) diskrete
Zufallsvariablen und S, := X; + ... + X,,. Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass fiir
das arithmetische Mittel S,,/n der X; in einem stochastischen Sinne gilt

E
& ~ (—S") fiir grofe n,
n n

d.h. der Zufall mittelt sich weg.

Definition 9.13. Eine Folge von Zufallsvariablen {X;}, X; : Q@ — R, konvergiert sto-
chastisch gegen x € R, falls fiir alle e > 0

n—00

P(|X,—z|>¢) —— 0.

Fiir den Beweis der Aussage von eben benotigen wir

Lemma 9.14 (Tschebyscheffsche Ungleichung). Fiir alle X € £*(Q, A, P) und alle
e >0 gilt

P(|X —E(X)|>¢) < éVar(X).

Beweis. Fiir Elemente von A := {w € Q: | X(w) — E(X)| > €} hat man offenbar % (X (w) —
E(X))? > 1. Also ist x4 < %(X — E(X))? in ©, und es folgt
1 1 1
P(4) = B(xa) < B (X ~ BOX)P) = 5B(X ~ BX)P) = Var(X).
[

Satz 9.15 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Seien X1,..., X,, paarweise unkor-
relierte Zufallsvariablen und M,, := max Var(X;). Dann gilt fiir alle e > 0

1,....,n
P( >5><%.
- ~ g2n

Ist die Folge {M,,/n} eine Nullfolge und gilt E(X;) = S € R fiir alle i, so konvergiert {.S,,/n}
stochastisch gegen S.

S, E(S,)

n n
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9.2 Schwaches Gesetz der grofien Zahlen

Beweis. Nach der Tschebyscheffschen Ungleichung und Satz 9.10 gilt

E 1 1 .
P &— (5n) >¢e¢ ) < —=Var & = Var X;
n n g2 n n2e? —
1 - nMn Mn
T n2e ZVM(XZ) = n2?  en
=1
O
Bemerkung. Die Aussage, dass {S,,/n} stochastisch gegen S konvergiert, falls F(X;) =S,
ist im Allgemeinen falsch. Fiir X; = ... = X,, mittelt sich der Zufall nicht weg, weil S,,/n =
Xi.

Beispiel 9.16 (Monte Carlo-Verfahren fiir die Wahrscheinlichkeit). Sei A € A. Wir
definieren die Zufallsvariablen

_J 1, A tritt im i-ten Versuch ein,
t 0, A tritt im i-ten Versuch nicht ein.

Dann gilt

E(X;) = P(A), Var(X;) = E(X}) - (E(X,))* = P(A)(1 - P(4)) <

AN,

Das schwache Gesetz der groflen Zahlen zeigt die Konvergenz der relativen Héufigkeit
it - 15 x

gegen die Wahrscheinlichkeit P(A)

1 n—oo
P(|H,(A) — P(A)| >¢) < — 0.
(1H(4) - PA)] > €) <
Mit Hilfe von Satz 9.15 kann auch die Anzahl der Stichproben fiir ein Konfidenzintervall
bestimmt werden. Die Anzahl der Stichproben, die fiir einen relativen Fehler mit 95%iger
Wahrscheinlichkeit unterhalb von 10% bendétigt werden, ergibt sich aus
P(A)(1 - P(A)) 100(1 — P(A))

P(Ha(4) = P(A) 2 0.1+ P(A)) < = aimp i = —— o= <005,

falls
2000 - (1 — P(A))

- P(A)
Fiir P(A) = 107 ist daher n ~ 2 - 108,

Beispiel 9.17. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit P(|n, — E,(f)| > ¢) fiir den Monte Carlo-
Schétzer aus Beispiel 9.12 abschétzen. Nach Satz 9.15 gilt

n

Pl — Eu(f)] > €) < —Var, (/).

ne
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9 Konvergenzsétze und Monte Carlo-Methoden

Varianzreduktion durch Importance Sampling

In Beispiel 9.16 sind im Fall P(A) = 10° der {iberwiegende Teil der rund 2-10® Summanden
von H, Null. Um dies zu verbessern, kann man ein alternatives Schéatzverfahren einfiihren,
das die “Wichtigkeit” der Stichproben beriicksichtigt. Sei dazu v eine weitere Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf S mit v({a}) > 0 fiir alle @ € S. Dann lésst sich E,(f) auch als
Erwartungswert bzgl. v ausdriicken:

=Y flau({a}) =) fla)pla)v({a}) = E.(fp),

wobei

ul{a))
P9 = ey

Entsprechend erhalten wir einen alternativen Monte Carlo-Schétzer fiir E,,(f)

I
ZE;JC(YPY

mit unabhéngigen Zufallsvariablen Y; zur Verteilung v. Dann ist auch 7, erwartungstreu,

weil
E, (i) = E.(fp) = Eu(f),

und fiir die Varianz von 7, gilt

Var(ii) = ~Var,(fp) = (ZF w@<<»>

a€esS

Durch geeignete Wahl von v kann Var(7,,) gegentiber Var(n,) deutlich reduziert werden. Als
Faustregel gilt: v({a}) sollte gro sein, wenn |f(a)| grof ist.

9.3 Gleichgewichte von Markov-Ketten
Im Abschnitt 8.3 haben wir Markov-Ketten kennengelernt. In diesem Abschnitt wollen wir

den Grenzwert homogener Markov-Ketten X,, untersuchen.

Lemma 9.18.

(i) Die Verteilung einer Markov-Kette mit Startverteilung v und Ubergangsmatrix p zum
Zeitpunkt n + 1 ist vp™. Hierbei ist (vp)(y) := >, cq V(@)p(z,y).

(ii)) Gilt vp = v, so ist v die Verteilung von X, fiir alle n € N.

Beweis.

(i) Aus Satz 8.23 und der darauffolgenden Bemerkung erhélt man

P(Xp41 =0[X1 = a) =p"(a,b)
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9.3 Gleichgewichte von Markov-Ketten

fiir alle n € Nund a,b € S mit P(X; = a) # 0. Also folgt nach Satz 8.5

P(Xp=b)= >  P(Xpn=0bX;=0a) P(X; =a)

a€s

P(X1=a)#0
= > p(ab(a) = (vp")(b).
a€s
v(a)#0
(i) Aus vp =v folgt vp" =vp" ! =...=v fir allen € N.

O

Definition 9.19. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf S heift Gleichgewichtsver-
teilung (oder stationidre Verteilung) der Ubergangsmatrix p, falls up = p, d.h. falls

> ul@)p(z,y) = ply) fiir alley € S.

€S

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf S heifit reversibel bzgl. p, falls

w(x)p(z,y) = p(y)p(y, ) fiir alle z,y € S.

Bemerkung.

(a) Bei einer Startverteilung p gilt

pw()p(z,y) = P(X1 =2, Xy =y)

Interpretiert man P(X; = z, Xy = y) als Fluss von z nach y, so bedeutet anschaulich
die

Reversibilitdt

ple)p(z,y) = py)ply,z)
Fluss von # nach y = Fluss von y nach =z,

Gleichgewichtsbedingung up = p

o w@plr,y) = > wy)py, x)

zes zes
Gesamter Fluss nach y = Gesamter Fluss von y.

(b) Algebraisch bedeutet die Gleichgewichtsbedingung, dass x ein linker Eigenvektor von p
zum Eigenwert 1 ist.

Satz 9.20. Ist u reversibel bzgl. p, dann ist u eine Gleichgewichtsverteilung von p.

Beweis. Aus der Reversibilitét folgt

> u@)ple,y) = u)ply, x) = ply),

€S €S

weil p eine stochastische Matrix ist. O
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9 Konvergenzsétze und Monte Carlo-Methoden

Beispiel 9.21. Wir betrachten nochmals Beispiel 8.24 mit «, 8 € [0, 1] und
11—« « }

g 1-p]
Dann ist die Gleichgewichtsbedingung up = p, p = [ul, ug]T, dquivalent zu

p1 = pa (1 —a) + paf, PN |:/11} _yT [m} ‘
p2 = pna+ (1= B)us H2 2

Da p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, d.h. @ 4+ o = 1, sind beide Gleichungen &qui-
valent zu

|

ﬁ(l - lul) = i,

welche dquivalent zur Reversibilitdt von g ist. Im Fall a + 8 > 0 ist u = [aLiﬁ, ﬁ]T die

eindeutige Gleichgewichtsverteilung. Ist a = = 0, so ist jede Wahrscheinlichkeitsverteilung
i eine Gleichgewichtsverteilung.

Konvergenz ins Gleichgewicht

In diesem Abschnitt zeigen wir die Konvergenz von vp™ gegen eine Gleichgewichtsverteilung.
Sei S = {s1,...,8mn} eine endliche Menge und

W(S) = {u = (u(s1), - plsm)) = pulsi) =0, ZM(Si) = 1} C R™

die Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S. Auf W(S) fithren wir die Variati-
onsdistanz zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen u, v € W(.S)

dov) = 5l = vl = 5 3 alss) = v(s:)

ein.
Bemerkung. Fiir alle pu, v € W(S) gilt

m

Ap,v) < 5 Dl +v(s)) = 1

i=1
Wir betrachten im Folgenden eine stochastische Matrix p auf S x S mit Gleichgewicht .
Die Verteilung einer Markov-Kette mit Startverteilung v und Ubergangsmatrix p zur Zeit n
ist nach Lemma 9.18 vp". Fiir den folgenden Konvergenzbeweis von {vp"} ins Gleichgewicht
nehmen wir zunéchst die folgende Minorisierungsbedinung an. Es gibt » € N und ein § €

[0, 1], so dass
p(z,y) > du(y) firalle z,y € S. (9.1)

Im Folgenden wird diese dann weiter untersucht werden.

Satz 9.22. Gilt (9.1), dann konvergiert {vp"} fiir jede Startverteilung v exponentiell gegen
p. Genauer gilt fiir allen € N und v € W(S):

d(vp™, 1) < (1 = ).
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9.3 Gleichgewichte von Markov-Ketten

Bemerkung. Insbesondere ist p das eindeutige Gleichgewicht. Ist p/ ndmlich eine andere
Wahrscheinlichkeitsverteilung mit p'p = i/, dann folgt fiir n — oo

d(p!, p) = d(p'p", p) ——=0
und somit d(u, 1') = 0, was u =y’ beweist.
Beweis von Satz 9.22. Mit 6,r aus (9.1) wird durch die Zerlegung
p'(z,y) =ouly) + (1 —06)q(z,y)

eine stochastische Matrix ¢ definiert, weil aus (9.1) folgt, dass

(1 =9d)q(z,y) =p"(x,y) — douly) >0,

D p(my) =1, Y uly) =1

yes yes

und aus

folgt, dass
Zq(m,y) =1 firalez e S.

yeS

Mit A :=1— 0 gilt fiir alle v € W(S)
vp" = (1 —=XN)u+ A\vp. (9.2)
Per vollstandiger Induktion zeigen wir, dass
vp" = (1= MY+ Mgt fiar alle k > 0, v € W(S). (9.3)

Fiir k£ = 0 ist diese Aussage trivial. Gilt (9.3) fiir ein k£ > 0, so erhalten wir durch Anwendung
von (9.2) auf /p" mit v/ := vg*

=" (1= X)up” + (1 = M)M\ep + AL/
= (1= M)+ (1= NNp+ 2 g
— (1 _ /\kH)M + /\k+1qu+1‘

Firne N n=kr+:tmit k € Nund 0 <17 < r, folgt

n T, 0 (9:3) 7 7
vp" = vpTpt =" (1= M) up’ + Nevg'p

und somit '

vp" — = N (vg"p' — ) fiir alle v € W(S).
Also gilt

(vp", ) = 5llvp” — plly = A" d(vg™p', p) <

———
<1

nach der Bemerkung vor Satz 9.22. O

Wir kommen zur Minorisierungsbedingung (9.1) zuriick. Welche Ubergangsmatrizen p
erfiillen diese?
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9 Konvergenzsétze und Monte Carlo-Methoden

Definition 9.23.

(i) Eine stochastische Matrix p heiit irreduzibel, falls es fiir alle x,y € S ein n € N gibt,
so dass p"(x,y) > 0.

(ii) Die Periode von x € S ist definiert als
Periode(z) := ggT(R(x))

mit R(z) :={n € N: p"(z,x) > 0}. p heifit aperiodisch, falls Periode(x) = 1 fiir alle
zE€S.

Bemerkung. Eine stochastische Matrix p ist genau dann reduzibel, falls es eine Permutati-
onsmatrix P € R™*™ und quadratische Matrizen A, C' existieren, so dass fiir die Ubergangs-
matrix M;; = p(s;, s;), 4,5 =1,...,m, gilt

A B
T _
PMP —{0 C’}

Wir benotigen das folgende Resultat aus der elementaren Zahlentheorie. Den Beweis geben
wir der Vollstédndigkeit halber an.

Lemma 9.24. Gegeben sei die Menge A = {ay, as,...} C N mit den Eigenschaften
() ggT(4) =1,
(ii) aus a,b € A folgt a + b € A.

Dann existiert eine Zahl N < oo, so dassn € A fiir allen > N.

Beweis. (i) Wir zeigen zunichst, dass fiir beliebige Zahlen a,b € N Zahlen z,y € N
existieren mit
ar — by = ggT(a,b).

Hierzu sei ohne Einschriankung der Allgemeinheit ggT(A) = 1, denn sonst betrachte
einfach a/ggT(a,b) und b/ggT(a,b). Definieren wir die b — 1 Zahlen

z1:=a mod b,
Zo :=2a mod b,
21 :=(b—1)a mod b,
so gilt 0 < z; < b fiir alle 7. Weiter gilt z; # 0 fiir alle ¢, denn sonst gébe es ein p € N
mit a = pb, d.h. b teilt a im Widerspruch zu ggT(a,b) = 1. Ist hingegen z; # 1 fiir alle

i, so muss es 0 < k < ¢ < b geben mit

ka mod b=z, =2z =/¢a modb.
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9.3 Gleichgewichte von Markov-Ketten

Dann ist aber (¢ — k)a mod b = 0, d.h. b teilt (¢ — k)a, was wegen ggT(a,b) = 1 auf
den Widerspruch b teilt 0 # ¢ — k < b fithrt. Folglich gibt es ein 0 < k < b mit 2z, = ka
mod b = 1, oder anders ausgedriickt

ka —¢b=1.

Aussage (i) kann mittels vollstdndiger Induktion auf K Zahlen verallgemeinert werden.
Denn gibt es K — 1 Zahlen ny,ns, ..., nxg_1 € Z mit

K-1

b= Z nrar, = ggT(ar, as,. .., ax_1),
k=1

so existieren nach Aussage (i) z,y € N mit
be — axy = ggT(b,ax) = ggT(ar, az, .. ., ax).
Setzen wir 1, := xny € Z fir alle 0 < k < K und ng := —y € Z, so folgt

K
Z npay = ggT (a1, az, ..., ax).
k=1

Da jedes a € A eine endliche Primfaktorzerlegung besitzt, gibt es ein K < oo mit

geT(ay,ag,...,ax) = 1.

GeméaB Aussage (ii) existieren also Zahlen ny,no, ..., ngx € Z mit

K
E NneQp — 1.
k=1

Setzen wir
L := max{|nq|, [nz|, ..., |nk|}

und
N = Lal(al —l—a2+...—|-CLK)7

dann gibt es zu jedem n > N eine eindeutige Zerlegung
n=N+ka +/
mit £ > 0 und 0 < ¢ < a;. Nun gilt aber

K

n:Lal(a1+a2—l— +aK)—|—k:a1+€anak kaak
k=1

mit nichtnegativen, ganzzahligen Koeffizienten

mlzLa1+k—i—n120,
my = Lay +ngy > 0,

mK:LaK—l—nKzO,

was wegen der Abgeschlossenheit von A beziiglich der Addition schliefSlich die Behaup-

tung liefert.
O
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9 Konvergenzsétze und Monte Carlo-Methoden

Bemerkung. Fiir stochastische Matrizen p gilt mit ¢, s € N
P (x,y) > pl(x, 2) - p(z,y) fiir alle z € S,

weil

P y) = (') (,y) = Y p' (@, a)p’(a,y) > pl(x, 2)p° (2, ).
acsS

Lemma 9.25. Sei p irreduzibel. Dann gilt
(i) Periode(z) = Periode(y) fiir alle x,y € S,

(ii) es gibt ein r > 0 mit p"(z,y) > 0 fiir alle z,y € S, falls p zusétzlich aperiodisch ist.

Beweis.

(i) Weil p irreduzibel ist, existieren zu x,y € S Zahlen t,s € N mit p*(z,y) > 0 und
p'(y,x) > 0. Fiir a := s + t folgt nach der letzten Bemerkung

ptZ(x, Z‘) > ps(x7 y) ’ pt(ya (L’) > 0.
Also ist a € R(x). Ferner gilt fiir n € R(y)
P (@, @) = p*(@,y) " (y,y) Py, @) > 0,
was n+a € R(x) impliziert. Periode(x) ist gemeinsamer Teiler von R(z), also auch von
a, n+ a und damit auch von n fiir alle n € R(y). Daher ist Periode(z) ein gemeinsa-

mer Teiler von R(y), woraus Periode(z) < Periode(y) folgt. Analog gilt Periode(y) <
Periode(z) und somit Periode(x) = Periode(y).

(ii) R(x) ist abgeschlossen unter Addition, weil fiir s,t € R(x) gilt
p M x,x) > p*(z,x) - p'(z,2) > 0.

Da p aperiodisch ist, gilt ggT(R(z)) = 1 fiir alle z € S. Nach Lemma 9.24 gibt es fiir
alle z ein r(z) € Nmit n € R(z) fir alle n > r(x), d.h. p"(x,z) > 0 fiir alle n > r(z).
Weil p irreduzibel ist, folgt, dass fur alle x,y € S ein r(z,y) € N existiert, so dass

prHE) (2 y) > p(z,z) - prY (z,y) > 0 fiir alle n > r(x).
Fir r > max, yes r(z,y) + r(z) folgt dann p"(x,y) > 0 fir alle z,y € S.
]

Satz 9.26 (Konvergenzsatz fiir endliche Markovketten). Ist p irreduzibel und aperi-
odisch mit Gleichgewicht p, so gilt

lim d(vp"™, ) =0 fiir allev € W(S).

n—oo

Beweis. Weil p irreduzibel und aperiodisch ist, gibt es nach Lemma 9.25 (ii) ein r € N mit
p'(z,y) >0 firallex,yesS.
Sei 6 = min, yes p’(x,y) > 0. Dann gilt
p(z,y) > >dou(y) firallex,y e S.
Mit Satz 9.22 folgt die Behauptung. O
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9.3 Gleichgewichte von Markov-Ketten

Die Markov-Ketten-Monte-Carlo-Methode

Wir wollen aus einer Menge S Stichproben mit Wahrscheinlichkeitsverteilung p ziehen. Dabei
sei p nur bis auf eine Normierungskonstante bekannt, z.B. Gleichverteilung auf einer grofien
Menge S unbekannter Méchtigkeit. Bei der Markov-Ketten-Monte-Carlo-Methode (MCMC-
Methode) konstruiert man eine Markov-Kette X,,, deren Gleichgewichtsverteilung p ist. Nach
Satz 9.26 kann man Stichproben von p approximativ gewinnen, indem man X, fiir grofles n
auswertet.

Wie konstruiert man eine Markov-Kette zu einem vorgegebenen Gleichgewicht? Wir stel-
len den Metropolis-Algorithmus vor. Sei eine Markov-Kette auf der endlichen Menge S mit
irreduzibler Matrix ¢ gegeben. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten ¢(z,y) werden so umge-
wichtet, dass man eine Markov-Kette mit p als Gleichgewichtsverteilung erhélt.

Definition 9.27 (Metropolis-Kette). Die Markov-Kette mit Ubergangsmatrix

i () 9(y,z)
p(z,y) = i (1’ p(z) q(x,y)) q(z,y), falls z #vy,
L= 2 e P(@,2), falls z = y,

heift Metropolis-Kette mit Vorschlagsverteilung q(z,y) und Gleichgewicht p.

Satz 9.28. u ist reversibel bzgl. p.

Beweis. Der Fall x = y ist trivial. Daher sei x # y. Dann gilt

w(z)p(z,y) = p(z) min <1, M) 4y, x)> q(z,y) = min(u(z)q(x, y), w(y)q(y, x))

w(z) q(z,y)

= u(y)p(y, v).
0

Bemerkung.

(a) Man kann einen Ubergang der p-Kette als zweistufiges Zufallsexperiment auffassen. Die
Referenzkette ¢ schlidgt einen Ubergang von x nach y mit Wahrscheinlichkeit ¢(x,y) vor.
Anschliefend wirft man eine Miinze mit Erfolgswahrscheinlichkeit

i (1 W) aly, @)
ole.y) = (1’ e q(x,m) |

Bei Erfolg wird der von der Referenzkette vorgeschlagene Ubergang nach p akzeptiert,
ansonsten verharrt man im momentanen Zustand z.

(b) Ist ¢ symmetrisch, d.h. ¢(z,y) = q(y, x) fiir alle z,y € S, dann ist

o) =win (1L49) oty

Ein vorgeschlagener Ubergang zu einem Zustand mit héherem Gewicht p(y) wird also
stets akzeptiert.

(c) Man beachte, dass zur Konstruktion von p nur der Quotient u(y)/p(z) fir z # y mit
q(z,y) > 0 bekannt sein muss. Die Aperiodizitdt und die Irreduzibilitit von p ist von
Fall zu Fall zu klédren.
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10 Interpolation

Bei der (lagrangeschen) Interpolation ist das Ziel, eine Funktion ¢, die Interpolierende, in

einem Funktionenraum & so zu finden, dass ¢ € ® an n + 1 Stellen z;, : = 0,...,n, mit
vorgegebenen Werten y;, i = 0, ..., n, iibereinstimmt, d.h.
o) =y, 1=0,...,n. (10.1)

Bemerkung. Der Interpolationsoperator Z, : K"*! — & definiert durch y — ¢ ist ein
linearer Operator. Dieser bildet diskrete Werte y = [y, ...,%,]? auf Funktionen ¢ ab, auf
die Methoden der Analysis angewendet werden kénnen.

/330 € T2 €3

Die einfachste Wahl fiir ® sind algebraische Polynome. Im Folgenden betrachten wir daher

¢ =11, := {Zajxj, aj; € K}
=0

den Raum der Polynome vom Grad hoéchstens n.
Unter der Vorraussetzung, dass die Stiitzstellen x; paarweise verschieden sind, kann alter-
nativ zur Monombasis z7, j = 0, ..., n, die sog. Lagrange-Basis definiert werden.

Definition 10.1. Die Polynome

werden als Lagrange-Basispolynome bezeichnet.
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Satz 10.2. Es gilt L;(z;) = d;j, 1,7 =0,...,n, und (10.1) besitzt genau die Losung

b= Z YiLs. (10.2)
i=0
Insbesondere ist L;, i = 0, ...,n, eine Basis von II,,.

Beweis. L;(x;) = 0;; ist offensichtlich. Hiermit folgt sofort die Existenz aus

p(x;) = ZyiLi(xj> =y, Jj=0,...,n
i=0 "V"‘(Sij

Fiir die Eindeutigkeit von p betrachte zwei Losungen p, ¢ von (10.1). Dann folgt aus

(p—q)(z;) =0, i=0,...,n,

dass das Polynom p — g € II,, genau n 4+ 1 Nullstellen besitzt. Nach dem Fundamentalsatz
der Algebra folgt daraus p — ¢ = 0. Die Basiseigenschaft erhélt man aus

p= ZP(%)LZ‘ fiir alle p € I1,,.
i=0

]

In der néchsten Bemerkung geben wir einen allgemeineren Beweis, der ohne den Funda-
mentalsatz der Algebra auskommt.

Bemerkung (Verallgemeinerung von Satz 10.2 auf beliebigen Funktionenridume).

Fiir allgemeine Funktionenrdume ® mit Basis ¢, . . ., ¢, lassen sich Lagrange-Basisfunktionen
L? durch
det M (i, x) .
LY (1) = ——2~ o =0,...
(2 ('CL.) det M E Y ¢ ? 7”7

definieren, falls die sog. Vandermonde-Matrix M € K®+U*®+D) mit den Eintriigen M,; =
©;(x;) regulir ist. Die Matrix M (i,z) € KX+ entsteht aus

wo(zo) -+ @ulwo)
M= ) )

golzn) - pnlza)

durch Ersetzen der i-ten Zeile mit dem Vektor [po(), . .., @n(x)]. Dann gilt offenbar LY (z;) =
dij, t,5 = 0,...,n, und durch

Q= iyiLf’ e o
i=0

ist die eindeutige Losung von (10.1) definiert. Die letzte Aussage erhélt man aus der Basis-

darstellung
v = Z Qi pi
=0
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von ¢ € ®. Dann ist das Problem (10.1) dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem
Ma =ymit a = [ag,...,a,]" und y = [yo, ..., ya]? € K" Dieses ist genau dann eindeutig
l6sbar, falls det M # 0.

In den Ubungsaufgaben zeigen wir, dass fiir ® = II, die Lagrange-Basisfunktionen L&
mit den Lagrange-Basispolynomen aus Definition 10.1 iibereinstimmen. Ferner werden wir
sehen, dass im Fall & =11, gilt

det M = ﬁ H(x]

=0 j>i
Also gilt det M # 0 genau dann, wenn die x; paarweise verschieden sind.

Im folgenden Satz untersuchen wir die absolute Kondition x*(Z,,y) = ||Z/ (y)|| des Inter-
polationsproblems (10.1).

Satz 10.3. Sei det M # 0. Dann gilt fiir die absolute Kondition des Interpolationsproblems
T, : K" — &, T,y = ¢, definiert auf der kompakten Menge D bzgl. der Maximumnorm

max K" (Z,,y) = A,
yEK"+1
lylloo=1

mit der sog. Lebesgue-Konstanten

n

A i=sup » |L?(x)].

zeD i—0

Beweis. Weil Z,, ein linearer Operator ist, gilt Z/ (y) = Z,,. Wir miissen also zeigen, dass

IZall = max sup |{(Zny)(z)] = A

Iyllec=1zeD
Fiir alle y € K"* gilt
=) uL(@)| < Z il [LE ()| < ||yHOOZ |L2(z)|  fiir alle 2 € D
=0

und somit [|Z,|| < A,. Fiir die umgekehrte Richtung sei & € D so gewihlt, dass

Z LY (2)| = supz |LY ()

und y € K" sei der Vektor mit den Komponenten
y; =sgnly (%), i=0,...,n.

Dann gilt ||y||e = 1 und

n

(Zuy) (@) = Y ILP (@) = ilelgz L7 ()]

1=0

und somit auch [|Z,|| > A,,. O
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10 Interpolation

In der folgenden Tabelle ist die Lebesgue-Konstante A,, fiir d4quidistante Knoten x; =
2i/n — 1 in Abhéngigkeit von n angegeben. Offenbar wichst A,, fir groe n schnell tiber alle
Grenzen. Der rechte Teil der Tabelle zeigt A,, fiir die sog. Tschebyscheff-Knoten

auf dem Intervall D = [—1,1].

n | A, bei dquidistanten Knoten | A,, bei Tschebyscheff-Knoten
5 3.1 2.1
10 29.9 2.5
15 512.1 2.7
20 10986.5 2.9

Man kann nachweisen, dass im Fall der Tschebyscheff-Knoten A, ~ logn gilt. Dies ist
nachweislich das asymptotisch optimale Wachstumsverhalten.

Hermite-Interpolation

Sind zusétzlich zu den Funktionswerten y; auch die Werte von Ableitungen an den Knoten

vorgegeben, d.h. soll an (nicht notwendigerweise verschiedenenen) Knoten x;, i = 0,...,n,
gelten

P (z) =y firi=0,...,n, (10.3)
mit d; := max{j : x; = x;_;}, so spricht man von Hermite-Interpolation, und p € II,

wird als Hermite-Interpolierende bezeichnet. Dabei sind gleiche Knoten aufeinanderfolgend
angeordnet, z.B.

X; ‘ To < 1 = To = T3 < T4 < Tz = g
di | 0 0 1 2 0 0 1

Satz 10.4. Es existiert genau ein p € 11,,, das (10.3) erfiillt.

Beweis. Das Problem (10.3) kann wieder als lineares Gleichungssystem in n+1 Unbekannten
interpretiert werden. Es geniigt zu zeigen, dass das homogene Problem

p(di)(xi) =0, ¢=0,...,n,

nur die triviale Losung besitzt. Dies sieht man, weil p (entspr. ihrer Vielfachheiten) insgesamt

n + 1 Nullstellen besitzt. Daher ist p das Nullpolynom. O
Bemerkung. Im Fall d; = 0, 2 = 0,...,n, d.h. alle Knoten sind verschieden, erhilt man
Satz 10.2. Im Fall xg = - - - = x,,, d.h. d; = 7, ist die Hermite-Interpolierende die abgebrochene

Taylor-Reihe

> e

k=0

von f € C™ um o, falls y; = f4)(x,) gewshlt wird.
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10.1 Auswertung der Interpolierenden

10.1 Auswertung der Interpolierenden

Die Lagrange-Basispolyome sind gut fiir theoretische Zwecke, fiir die praktische Berech-
nung der Interpolierenden ist die Formel (10.2) aber zu rechenaufwindig (jede Auswertung
bendtigt O(n?) Operationen) und ist ferner instabil.

Das Schema von Aitken-Neuville

Ist man an der Auswertung in nur einem Punkt z interessiert, so bietet sich folgende re-
kursive Berechnung an. Es bezeichne p; ;, € II; die eindeutig bestimmte Interpolierende zu
den Daten (x;yj,yi+;), 7 = 0,...,k. Dann ist py, das gesuchte Polynom zu den Daten

(I'(), y0)7 R (xna yn)

Lemma 10.5 (Aitken). Es gilt:

(1) pi,O(I) = Y, 1= 07 - N,

(ii)
pzk($) _ (33 - Qii)piﬂ,kq(x) - (96 - $i+k)pi,kf1($6), I N
Titk — T4

Beweis.

(1) ist klar per Definition.

(i) Sei g(z) der Ausdruck auf der rechten Seite der Rekursionsformel. Dann ist ¢ € Il und
q(Tivs) = Yivjy J=1,.. .,k — 1, weil

Piv1k—1(Tirs) = pik1(Tigj) = Yirj, j=1,...,k—1

Ferner sieht man leicht, dass ¢(z;) = y; und q(x;1x) = yirr. Wegen der Eindeutigkeit
der Interpolation folgt p; » = q.

]

Der gesuchte Wert p(z) = po,(z) der Interpolierenden ergibt sich wegen der Rekursions-
formel aus Lemma 10.5 aus dem Neville-Schema

po,o(l“) = Yo
p0,1(56)

pl,o(ll?) =l p0,2(~’lf) \
po,—l(x)

p1a(7)
Paol@) = 2 - > Pon(2)

1n-1()
/ P,
n72,2(x)
@) A

pn,O (-T) = Un
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10 Interpolation

Beispiel 10.6. Man betrachte folgende Stiitzpunkte

i |01 2
zi |1 4 16

Fir z = 2 ergibt die Auswertung nach dem Neville-Schema

Po0(2) =yo =1

2-1)-2-(2-16)-2

2—4)-4—(2—16)-2
pri(2) = ()16% — g

Pap(2) =yo =4

Im n&chsten Lemma zeigen wir eine Rekursionsfolem wie in Lemma 10.5 fiir die Hermite-
Interpolation. Dazu sei pg, K C N, die Interpolierende zu den Stiitzstellen zy, k € K.

Lemma 10.7. Unter der Vorraussetzung x; # x; gilt fiir die Hermite-Interpolierende mit
i,je K
(z — 2i)prvy (@) — (7 — 25)pr\ 53 (2)

.’L’j — I .

pr(z) =

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 10.5 durch Uberpriifen der Interpolationseigen-
schaften. m

Bemerkung. Eine Rekursionsformel fiir die Ableitungen von pgx kann durch Ableiten der
der Formel in Lemma 10.7 gewonnen werden.

Soll ein Interpolationspolynom an m > 1 Stellen ausgewertet werden, so verwendet man
anstelle des Aitken-Neville-Schemas, das O(m - n?) Operationen benétigt, die folgende New-
tonsche Interpolationsformel. Hierbei benétigt man O(n? 4+ m - n) Operationen.

Newtonsche Interpolationsformel

Anders als beim Neville-Schema werden bei diesem Zugang zunéchst die Koeffizienten des
Polynoms in einer bestimmten Basis bestimmt und dann mittels des Horner-Schemas (siche
auch Abschnitt 1.1) ausgewertet. Als Basis des Polynomraums II,, verwenden wir die sog.
Newton-Basis.

Definition 10.8. Zu gegebenen n + 1 Punkten xq, ..., x, € K werden

i—1

wi(x) == H(x—xj), i=0,...,n,

J=0

als Newtonsche Basispolynome bezeichnet. Dabei verwenden wir die Konvention, dass
Hj_:lo(.z‘ — ;) =1 ist.
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10.1 Auswertung der Interpolierenden

Sind die Koeffizienten ayg, ..., a, € K eines Polynoms p € II,, in dieser Basis bestimmt, so
kann fiir jedes x € K der der Wert p(x) mittels Horner-Schema

p(z) = a0+ (r —xo)(a1 + (x — z1)(ag + ... (ap_1 + (x — 2p_1)ay)...))

ausgewertet werden, wobei die insgesamt 3n Operationen von rechts nach links auszufiihren
sind.

Im Folgenden behandeln wir die Berechnung der Koeffizienten ay, ..., a,. Diese konnen
bei paarweise verschiedenen x;, 7 = 0,...,n, aus den Interpolationsbedingungen

Yo = p(xo) = ao,
y1 = p(r1) = ag + a1(x1 — x9),

Y2 = p(952) = ag + a1(5€2 - 130) + az(iCz - 331)(562 - x0)7

die zu

1 — Zo

T2 — X (.1'2 — 1}1)(332 — .Z'o) -

I 2y =20 (7, —21)(T0 — T0) o] Lan Yn |

dquivalent sind, bestimmt werden. Da es sich hierbei um ein lineares Gleichungssystem mit
unterer Dreiecksmatrix handelt, kann der Koeffizientenvektor [ay, . . ., a,]7 mittels Vorwiirts-
einsetzen (siche Abschnitt 6.3) bestimmt werden. Wendet man dafiir die spaltenweise Version
(Algorithmus 6.30) an und beriicksichtigt man die spezielle Struktur der Matrixeintriage
des Gleichungssystems, so erhélt man als Zwischenresultate die sog. dividierten Differenzen
(siche Ubungsaufgabe).

Definition 10.9. Zu paarweise verschiedenen Punkten x,...,x, und Werten yq,...,y,
sind die dividierten Differenzen definiert als

5[331] = Y, 7::0,...,71,
und firk=1,...,n

5 ,_ 5[:Ui+17 Lit2, - - - 7$i+k] _ 6[xz7 <oy Litk—1 c L
(T3 Tigty -y Tigp) = , i=0,....,n—k.
Litvk — Ly

Die rekursive Berechnungsformel kann durch folgendes Schema verdeutlicht werden.
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10 Interpolation

6[zo] = yo
d[zo, 1]
Sla1] =1 >5[x0,:c1,x2
Sz, xo] \\‘\\\\
o[za] = y2 \ dzo, ..., zp

/ 5[xn—27xn—1awn] -7
/ 6[1771717 xn]
5[In] = UYn

Bemerkung.

(a) Die Berechnung aller dividierten Differenzen zu den Werten (o, yo), - - - , (Zn, Yn) benotigt
O(n?*) Operationen.

(b) Sollen weitere Werte (11, ynt1) aufgenommen werden, so kénnen die zugehérigen di-
vidierten Differenzen auf einfache Weise durch Anhéngen einer weiteren Zeile berechnet
werden.

Im Folgenden bestéitigen wir, dass es sich bei d[xo,. .., x| tatsdchlich um den gesuchten
Koeffizienten a; handelt. Ferner zeigen wir einige Eigenschaften der dividierten Differenzen
auf.

Lemma 10.10. Der fiihrende Koeffizient in der Monombasis von p; (siche Anfang von
Abschnitt 10.1) stimmt mit 6[x;, ..., z;yx] tiberein.

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion iiber k. k = 0 ist klar nach Lemma 10.5 (i). Sei
die Aussage fiir £ — 1 wahr. Nach dem Lemma von Aitken ist der fithrende Koeffizient von
pix der fiihrende Koeffizient von PHLA=1"Pib=l Nach Induktionsvorraussetzung ist dies

Titk—Tq

Olit1, - - Tigk] — O[T, - - -, Tigp—1] = bz, Tits)
Tivk — Ty A

]

Wir haben die Bemerkung zu Satz 10.4 gesehen, dass die Hermite-Interpolation eine Ver-
allgemeinerung der Lagrange-Interpolation ist. Um dividierte Differenenzen auch fiir die
Hermite-Interpolation nutzen zu kénnen, benotigt man eine Definition, die anders als Defi-
nition 10.9 auch gleiche Punkte zulésst. Lemma 10.10 zeigt eine alternative Definition iiber
den fiihrenden Koeffizienten des Hermite-Polynoms py, zu den Punkten zo, ..., z, auf.

Definition 10.11. Der fiihrende Koeffizient des Hermite-Polynoms py ,, in der Monombasis
zu den (nicht notwendig verschiedenen) Knoten xy, ..., z, wird als dividierte Differenz
d[zo, ..., x,] bezeichnet.
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10.1 Auswertung der Interpolierenden

Wir wissen bereits, dass

(n)
Slos- -] = L (,9”‘)), (10.4)
n!
falls 29 = ... = 2, und y; = f@(x;), i = 0,...,n, gilt. Ferner kann analog zum Beweis von

Lemma 10.10 aus Lemma 10.7 die Rekursionsformel

5['7707 sy L1 L1y - - - >xn] - 5[%0, sy L1y L1y - - 7xn]
Tj — Xy

Ozo, ..., xn] =

(10.5)

hergeleitet werden, falls z; # x;. Mit (10.4) und (10.5) lassen sich die dividierten Differenzen
aus den Funktionswerten und den Ableitungen einer Funktion f berechnen.

Satz 10.12. Sei py, das Hermite-Interpolationspolynom. Dann ist

Pon = Zé[l’o, e ,.’L‘k] Wk .
k=0

Ist f € C™ und y; = f4)(x;), i =0,...,n, so gilt

f(@) = pon(z) 4+ 0[z0, - . ., Tp, T] Wit ().

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist klar. Sei also

n—1
Pon—1 = Z 5[9007 cee ,Ik] Wi
k=0

das Interpolationspolynom zu den Punkten zq, ..., x,_1. Dann gilt nach Definition 10.11
Pon = 0[To, -, )" + by 12"+ L+ by = [z, - -, ] wi(z) + q(2)

mit einem ¢ € I1,,_;. Dann erfiillt ¢ = po,, — 0o, . .., 2] w, die Interpolationsbedingung fir
Loy, Tp—1, WOraus

n—1
q = Pon—1 = Z 5[9507 ce ,Inq] Wi
k=0

folgt. Insbesondere folgt, dass po, + 0o, ..., Tn, z] wypy1 die Funktion f in den Punkten
xg, ..., T, und x interpoliert. O

Beispiel 10.13. Zu dem Interpolationsproblem aus Beispiel 10.6 soll das Newtonsche In-
terpolationspolynom mit Hilfe dividierter Differenzen bestimmt werden.

dlzo] =yo =1
1 _ 1
6[x07x1] —a1-1 3
Olma] =91 =2 5o, o1, w5 = % = — L
0oy, o] = 7575 = §
O[zs] = yo =4
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10 Interpolation

Damit ergibt sich

poale) =1+ 5o = 1) = (e =)z 1) =1+ (z~ 1) (%—9_10(;[;—@).

Satz 10.14 (Darstellungsformel fiir dividierte Differenzen). Seien z,...,x, nicht
notwendig verschiedene Punkte und d[x, . . .,x,| die dividierten Differenzen zu den Werten
y; = f9)(2;),i=0,...,n, mit f € C". Dann gilt

5[3307 000 7xn] = / f(n) (Z Sixi) ds
Zn =0

mit dem n-dimensionalen Simplex

=0

> by

Beweis. Wir zeigen die Aussage induktiv. Fiir n = 0 ist sie trivial. Sei die Behauptung fiir
n wahr. Wenn alle Punkte z; zusammenfallen, folgt die Behauptung aus (10.4). Wir diirfen

annehmen, dass x¢ # z,,1. Dann gilt

n+1
f(”+1) (Z sixl) ds
/2“1 si=1 i=0

=0 °?
n+1
L oS
1 18
/ / fory (fo + Z si(zi — o) + Snt1(Tnt1 — x0)> ds
SZ<1 Sn+1= =0 )

1
L ") (n) B d
Tnt+1 — Lo /vzlll si<1 [ (Q:n+1 + Z S; — Tpt1 ) f (:C + Z S; To >] S

1 10.5
=— (0]x1, .o, Tpya] — O[zo, - - -, 0)) (10.5) Sxo, .. Tpia)-
Tn+1 — To

Baryzentrische Interpolation

Bevor wir im néchsten Abschnitt den Interpolationsfehler abschétzen wollen, stellen wir
abschliefend noch eine Variante der Langrangeschen Interpolationsformel (10.2) vor, die
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10.1 Auswertung der Interpolierenden

mit O(n) Operationen ausgewertet werden kann. Dazu definieren wir die baryzentrischen

Gewichte 1
w; 1= , 1=0,...,n.
H Ty — Ty
J#i
Dann gilt fiir die Lagrange-Basispolynome

Li() = wara (x)

w;

r — T;
mit dem Newtonschen Basispolynom w, ;. Die Interpolierende ergibt sich zu

n

p(a) = D ili(r) = wnia(@) 3 =i

1=0

Dies ist die sog. erste Form der baryzentrischen Interpolation. Die zweite Form ergibt
sich aus (Interpolation der Funktion f(x) = 1)

n

1 =wpy1(2) Z =

T — x;
i=0 v

n w; .
Zizo r—x; yl

p(l‘) = Zn w;

=0 z—z;

zu

(10.6)

Die Berechnung der Gewichte w; vorab benétigt O(n?) Operationen. Interessanterweise
kann man die Gewichte aber fiir die gebrduchlichsten Stiitzstellen angeben.

Beispiel 10.15.

(a) Aquidistante Stiitzstellen 2; = a +i(b—a)/n, i =0,...,n.
In diesem Fall kann man nachrechnen, dass

wi:(—l)i(?), i=0,...n

(b) Tschebyscheff-Knoten z; = cos (%ﬂ'), i=0,...,n.
Hier hat man die Gewichte

- 2t +1
wi:(—l)lsin( L 71'), 1=0,...,n.

2n + 2

(c¢) Tschebyscheff-Knoten zweiter Art z; = cos (%7‘(‘), 1=0,...,n.

Die Gewichte sind
—1)¢ —
B [ EA
(—1), sonst.

Da die Gewichte w; nicht von den Werten y; abhédngen, miissen sie anders als bei der
Newtonschen-Interpolation, bei der das gesamte Tableau der dividierten Differenzen neu
berechnet werden muss, in dieser Situation nicht gedndert werden.

Wir betrachten die Formel (10.6). Sind die Gewichte w; bekannt, so kann p(z) mit O(n)
Operationen bestimmt werden. Das Hinzufligen eines Datenpunktes (2,41, ¥n+1) kann mit
O(n) Operationen durchgefiihrt werden. Als einziges Problem fillt die Auswertung der For-
mel an den Interpolationsknoten x; wegen Division durch Null auf. Da der Wert p(z;) aber
als y; bekannt ist, kann man diesen Fall leicht abfangen. Man kann zeigen, dass die Formel
(10.6) auch in dieser Situation numerisch stabil ist.
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10 Interpolation

10.2 Interpolationsfehler

Sind die Daten y; durch Auswertung einer Funktion f entstanden, d.h. ist y; = f(4)(x;),
¢t =20,...,n, so kann der Interpolationsfehler

Ry (2) := f(x) = pon()

betrachtet werden. Dabei ist py,, das Hermite-Interpolationspolynom zu z, . . . , z,,. Offenbar
gilt R, (z;) =0,7=0,...,n. Abhéngig von n und der Glattheit von f ist |R,| auch zwischen
den Punkten z; klein.

Beispiel 10.16. Die Werte y; in Beispiel 10.13 entstehen durch Auswertung der Funktion
f(z) = y/x an den Stellen z;, d.h. y; = \/2;, i = 0,...,n. An der Stelle x = 2 erhélt man
p03(2) = 1.35. Der Wert von f an dieser Stelle betrigt /2 ~ 1.41.

Wir schétzen den Approximationsfehler ab.

Satz 10.17. Sei f € C™"a,b]. Dann gilt fiir den Approximationsfehler R,, der Hermite-

Interpolierenden py,, € II,, mit x;,x € (a,b), i =0,...,n, dass
FE0(E)
Ry(z) = mwnﬂ@)

fiir ein £ = £(z) € (a,b).

Beweis. Nach Satz 10.12 und Satz 10.14 gilt

Rn(x) :f< pOn —5[x0,...,xn,x]wn+1(x)
= W1 (@ / f (1) Z 8iT; + Spy17 | ds.
Zn+1 i=0
Wegen vol(¥,,,1) = = +1)' und z;, x € (a, b) gibt es nach dem Mittelwert der Integralrechnung

ein £ € (a,b) mit

= 1
n (nt+1) iTi + Sp ds = (n+1) n .
W _|_1(._'E) i f ( E $iT S +1ZL‘) S (n + 1)'f (g) W +1(l‘)

1=0

Bemerkung. Im Fall xy = ... =z, ist

ponle) = 3 = 0 )

k=0

die abgebrochene Taylor-Reihe und R, ist das Restglied der Taylorentwicklung

F(E)

—<n 1) (x — xo)”+1.

f(@) = pon(z) =
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10.3 Minimax-FEigenschaft der Tschebyscheft-Polynome

Wie man aus Satz 10.17 sieht, hingt der Approximationsfehler R,, entscheidend von der
Wahl der Punkte z, ..., x, in Form von

n

wnt1(x) = H(fv - ;)

=0

ab. Es stellt sich die Frage, ob bei wachsender Anzahl der Interpolationspunkte n der Interpo-
lationsfehler R,, immer kleiner wird. Nach dem Satz von Faber gibt es zu jeder feiner werden-
den Folge von Stiitzstellenverteilungen eine stetige Funktion f, so dass die Folge der Inter-
polierenden nicht gleichmifig, d.h. nicht bzgl. der Maximumnorm ||g||o 1= sup,ep 19(2)],
gegen f konvergiert. Im Fall dquidistanter Punkte z; =a+i-0,,i=0,...,n, b, = b_T“, gibt
es Funktionen, bei denen nicht einmal punktweise Konvergenz vorliegt. Dies erkennt man
am Beispiel von Runge: Fiir die Funktion

fl@)=(1+2%)"

auf dem Intervall [a,b] = [—5, 5] liegt zwar punktweise Konvergenz lim,,_, |R,(z)| = 0 fiir
lz| < & ~ 3.63 vor, fiir |z| > & gilt jedoch |R,(z)] —= 0o (siche Ubungsaufgabe).

Die Ursache fiir fiir das Beispiel von Runge ist die grofle Schwankung des Stiitzstellen-
polynoms w,; am Rande des Intervalls [a,b]. Es gilt also, |wyy1] durch geeignete Wahl
der Stiitzstellen x; moglichst klein zu halten. Im nédchsten Abschnitt zeigen wir, dass der
Ausdruck

max |wy1(2)]
z€[a,b]

durch die schon bekannten Tschebyscheff-Punkte minimal wird.

10.3 Minimax-Eigenschaft der Tschebyscheff-Polynome

Wir haben bereits im Zusammenhang mit der Lebesgue-Konstanten gesehen, dass die Tsche-
byscheff-Knoten z; = Cos(%ﬂ), j = 0,...,n, besonders giinstige Eigenschaften besitzen.
Bei diesen handelt es sich um die Nullstellen der in Beispiel 3.2 (AlMa I) durch die Drei-

termrekursion fiir x € R
Te(z) := 22T} 1(x) — Tyo(z), To(z)=1, Ti(x)==x

eingefiithrten Tschebyscheff-Polynome T;,.
In diesem Abschnitt behandeln wir das folgende Minimax-Problem. Gesucht ist das Poly-
nom p € II,, mit fithrendem Koeffizienten 1 und minimaler Supremumsnorm, d.h.
max [p(x)| — min. (10.7)
z€[a,b]
Wir diirfen annehmen, dass das Intervall [a,b] mit [—1, 1] iibereinstimmt. Andernfalls be-
trachte die affine Transformation

yilabl = [FL1 yoaly) =2— -1,
—a
und ihre Umkehrabbildung
()= 1Ty 1T
Y= 2

Ist p eine Losung von (10.7) auf [—1, 1] mit fiihrendem Koeffizienten 1, so ist p(y) := p(x(y))
Losung von (10.7) auf [a, b] mit fiihrendem Koeffizienten 2" /(b — a)™.
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10 Interpolation

Satz 10.18 (Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome).

(i) die Koeffizienten von T,, sind ganzzahlig.

(ii) Der héchste Koeffizient von T, n > 1, ist a,, = 2" .

(iii) T,, ist eine gerade Funktion, falls n gerade und ungerade, falls n ungerade ist.
(iv) T,(1) =1, T,(—-1) = (—=1)".

(v) |T.(z)| <1 fiir x € [-1,1].

(vi) |T,(z)| nimmt den Wert 1 an den sog. Tschebyscheff-Abszissen

k
t ::cos(—w), k=0,...,n,
n

an, d.h. |T,(z)| =1 < x =t fireink=0,...,n.

(vii) Die Nullstellen von T,, sind

2k — 1
xk::cos< 7T), k=1,...,n.
2n

(viii) Es gilt
cos(k arccos(z)), lz| <1,
Ty (z) = 4 cosh(k arccos(x)), r>1,
(—1)* cosh(k arccos(—z)), = < —1.

(ix)

(NN

((x—i— m)'ﬁ (:c— m)’“) fiir z € R.

Beweis. (1)—(vii) iiberpriift man leicht. (viii) und (ix) beweist man, indem man nachweist,
dass die Formeln der Dreitermrekursion (inkl. Startwerten) geniigen. O]

Satz 10.19. Es bezeichne || f|| = maxyeci—1,1|f(x)| die Supremumsnorm von f und a,
den fiihrenden Koeffizienten von p € I1,,. Dann gilt

Iplloe > 2'2‘"‘1 fiir alle p € Tl,,, ay, # 0.

Insbesondere sind die Tschebyscheff-Polynome minimal bzgl. der Supremumsnorm || - ||o
unter den Polynomen vom Grad n mit fiihrendem Koeflizienten a,, = 2" .

Beweis. Angenommen, es existiert ein p € I, mit a, = 2", ||p]lc < 1. Dann ist 0 #
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10.3 Minimax-FEigenschaft der Tschebyscheft-Polynome

p—T, € Il,_1. An den Tschebyscheff-Abszissen t;, = cos(%w) gilt
Tn<t2k) = 17 p(t2k) < 1 = p(t2k) - Tn(t2k> < 07
To(torr1) =—1, ptars1) >—1 = pltopgr) — Ta(torsr) > 0.

Also ist p — T,, an den n + 1 Punkten ¢, abwechselnd positiv und negativ. Das Polynom
p — T, besitz daher n verschiedene Nullstellen in [—1,1]. Dies steht im Widerspruch zu
0#4p—T, €lIl,_;.

Fiir ein beliebiges Polynom p € II,, mit a,, # 0 folgt die Behauptung, weil p := %p ein

Polynom mit fithrendem Koeffizienten 2771 ist. O

Bemerkung. Wegen der Approximationsfehlerdarstellung in Satz 10.17 sind wir an Knoten
X, ..., T, interessiert, fiir die

n
lwnrilloo = 1T =2 llos
i=0

minimal wird. Anders gesagt suchen wir ein minimales Polynom w,, ;1 mit fithrendem Koef-
fizienten 1. Nach Satz 10.19 ist dies w,1 = 277,41 auf [—1,1], dessen Nullstellen gerade
die Tschebyscheff-Knoten sind.

Fiir spatere Zwecke beweisen wir die folgende zweite Minimax-Eigenschaft der T'schebyscheft-
Polynome.

Satz 10.20. Sei [a,b] ein beliebiges Intervall und xo ¢ [a,b]. Dann ist das Polynom

To(z) = ;:j((t?) mit t(z) := 2?:3

— 1, t() = t(l‘o),

minimal bzgl. || - ||co (a5 unter den Polynomen p € II,, mit p(zo) = 1.

Beweis. Da alle Nullstellen von T}, (¢(z)) in [a,b] liegen, ist ¢ = Tp(ty) # 0 und T}, ist
wohldefiniert. Ferner ist T},(z) = 1 und |T,,(x)| < 1/c, € [a, b).

Angenommen, es gebe ein Polynom p € II, mit p(xg) = 1 und |p(x)| < 1/c fir alle
x € [a,b]. Dann ist z, eine Nullstelle von T}, — p, d.h.

To(w) = plx) = q(w)(x — o)

fiir ein Polynom 0 # ¢ € II,,_;. Wie im Beweis von Satz 10.19 hat ¢ an den Tschebyscheft-
Abszissen yi := x(tx) wechselndes Vorzeichen fiir £ = 0,...,n und daher mindestens n
verschiedene Nullstellen in [a, b]. Dies steht im Widerspruch zu 0 # ¢ € I1,,_;. ]

Wir haben also gesehen, dass Funktionen bei geeigneten Voraussetzungen durch Inter-
polation approximiert werden kénnen. Insbesondere mussten die Funktionen geniigend oft
differenzierbar sein. Nach dem Satz von Weierstrass (siehe Blatt 10, Aufgabe 2) gibt es zu
jeder auf einem Kompaktum stetigen Funktion f ein Polynom, das f beliebig genau approx-
imiert (moglicherweise ohne zu interpolieren).
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10 Interpolation

10.4 Grenzwertextrapolation

In diesem Abschnitt interessieren wir uns fiir die Berechnung des Grenzwertes

T* := lim T'(h)

h—0

einer Funktion 7" : (0, hg] — R, die nur fiir o > 0 ausgewertet werden kann. Eine typische
Anwendung ist die Bestimmung der Ableitung einer Funktion f an einer Stelle z, d.h.

flz+h) - f(x)
- :

Um T* zu approximieren, nutzt man die Existenz einer asymptotischen Entwicklung (z.B.
Taylorentwicklung) von 7" in 0. Sei z.B.

T(h) =T* + ayh + O(Rh?). (10.8)
Dann ist T'(%) = T* + a1 2% + O(h?), und es folgt 27°(%) — T'(h) = T* + O(h?).

T(h) =

y = 2T(%4) — T(h) ist der Wert der Geraden

T* durch (2,T(%)), (h,T(h)) an der Stelle 0.
Y
i i
h h
2
Gilt anstelle von (10.8), dass
T(h) =T* + bih* + O(h"), (10.9)

so ist 4T(%) — T(h) = 37" + O(h*). In diesem Fall ist die Zahl £(47'(%) — T'(h)) der Wert
der interpolierenden Geraden fiir ((2)2,7(h)), (h?,T(h)) im Punkt 0, und wir haben
7~ L
3 2
Bemerkung. Fiir die Genauigkeitsaussage der jeweiligen Berechnungsformel ist nicht die
Kenntniss der Koeffizienten a; bzw. by in (10.8) und (10.9) erforderlich. Man muss nur wissen,
dass (10.8) bzw. (10.9) gilt.

Fiir das folgende allgemeinere Extrapolationsverfahren machen wir die Annahme, dass
ai,...,a, € Rund g € N existieren mit

) = T(h)) = O(hY).

T(h) =T+ ) a;h® + O(h?™ D),
i=1
Als Approximation an T* verwenden wir p(0), wobei p € II,, das Interpolationspolynom zu
(hd, T(ho)),...,(h%,T(hy,)) bei gegebenen Punkten hy, ..., h, bezeichnet. p(0) kann mittels
Neville-Schema berechnet werden
E,O:T(h'i)a i:O,...,n
Tivip—1 — Tip—

hivi \T 7
- (%)

Dann ist Tj der Wert des Interpolationspolynoms fiir (A, T'(h;)), ..., (h{ , T(hisx)) an der
Stelle 0.

1=0,...,n—k.

Tig =Tk +
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10.4 Grenzwertextrapolation

Satz 10.21 (Konvergenz des Extrapolationsverfahrens). Sei T : (0,hy] — R eine
Abbildung und hg > hy > ... > h, > 0. Angenommen, es exisitiecren ¢ € N, aq,...,a, € R
und ¢ > 0 mit

T(h) =T+ ) a:h® + ans1(h),

=1

50 dass |ane1(R)] < chID Gilt hyy < phy, k=0,...,n — 1, fiir ein p < 1, dann gilt
k
|Ti,k - T*| < éth-i-ja
=0

wobei ¢ nur von ¢, q und p abhéngt. Insbesondere ist |Ty,, — T*| < éhd - h{-...- hi.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dass hy+1 = phg, k= 0,...,n — 1. Setze z; = h}. Das
Interpolationspolynom fiir (zq, T'(ho)), - - -, (20, T'(hy)) hat die Form

p(z2) =S T(h)Li(2),  Li(z) =[] — (10.10)

ico “k T Fi
ik

Wir benotigen einige Hilfsaussagen:

(1) Sei p € I, p(x) = >_j_, ckx" mit positiven Nullstellen z1,...,x,. Dann sind die ¢
alternierend, d.h. cxcpiq < 0,0 < k <n.

Beweis. Einerseits gilt pt*)(0) = ke, und andererseits wegen

fiir ein a € R nach der Produktregel sgn(p*®(0)) = (—1)"*sgn(a). O

(2) Es gilt

Beweis. Fiir jedes p € II, gilt p(z) = > ;_,p(zx)Le(z) und daher z* = Y7 21 Li(2),
0.

1=20,...,n und z € R. Die Behauptung folgt fiir z = O
(3) Es gilt
Yo AL < ¢ =
k=0 k=0
mit ¢ =[], }fg::
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10 Interpolation

Beweis. Betrachte p(z) := >_,_, Li(0)2*. Wegen z;,/zo = p? folgt

() = 3 L) = sz

k=0

Nach (ii) hat p die Nullstellen p%, 1 < ¢ < n, und p(1) = 1. Daher ist nach (i)
Lk(O)LkH(O) < O 0 < k < n, und wegen der Eindeutigkeit der Interpolation gilt
p(z) =11l = qk Also folgt

n

Z ZZ+1|Lk(O)| _ n—i—l Z |L qk(n—H _ n+1|ﬁ(_pq(n+1))|

k=0

_ et ﬁ Py + p
o —
k=1

n n 1+pq(n+1—k’)
_ ntl k
= % (Hpq> (H 1 pat
k=

k=1

k=0 k=1
Weil
14 e B n qu B n qu
Hl— qkexp<lnH1+1_qu> epoln(l—l—l_qu
k=1 k=1 k=1
n qk
< exp Z 2 T
k=1
und die Reihe im Exponenten fiir n — oo konvergent ist, folgt die Behauptung. O]

Mit diesen Hilfsaussagen setzen wir den Beweis von Satz 10.21 fort. Wegen (10.10) gilt
0) =Y T(hg)Li(0) = Li(0) | T* + ) aihi + ape ()
k=0 k=0 i=1

=T"Y Le(0)+ Y ar > Li(0)zh + Y Li(0)agst (h).

=
=1 =0
Also folgt
Ton =T = Y Lu(O)arga ()| < e [Le(0)zp™ < e [z, ¢ =¢(pa).
k=0 k=0 k=0

Damit ist der Satz fiir Tj,, bewiesen. Fiir T;,, gilt er dann auch, weil wir 7}, als Endpunkt
des Tableaus zu (h;, ..., h;y;) auffassen konnen. O
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10.5 Trigonometrische Interpolation und die schnelle Fourier-Transformation

10.5 Trigonometrische Interpolation und die schnelle
Fourier-Transformation

Definition 10.22. Seien ¢y, ...,c, 1 € C gegeben. Ist ¢, 1 # 0, so heifit p : [0,27] — C,

komplexes trigonometrisches Polynom vom Grad n — 1. Den Raum der komplexen
trigonometrischen Polynome vom Grad héchstens n — 1 bezeichnen wir mit Tc. Mit TX
bezeichnen wir den Raum der reellen trigonometrischen Polynome der Form

q(z) = % + Z(aj cos(jz) + bjsin(jz)), falls n =2m + 1 ungerade,
j=1

und

-1
+ » (ajcos(jz) + bjsin(jz)) + %n cos(mx), falls n = 2m gerade.

J

3

q(z) = %

Il
—

Hierbei sind aj,b; € R.

Entsprechend der Eigenschaften der Funktionen €%, cos(jx),sin(jz) verwendet man trigo-
nometrische Interpolation zur Analyse periodischer Funktionen f(z) = f(x + 27). Das In-
terpolationsproblem, finde p € T'C mit

p(rg) =Yg, k=0,....,n—1, (10.11)

bei gegebenen (zj,yk), Kk =0,...,n — 1, mit 0 < zp < 21 < ... < Ty < 27 und y; €
C, kann durch die Transformation x ~ €* =: z kann dieses Problem in das algebraische
Interpolationsproblem

ﬁ(zk):yk, k:O,...,n—l,
mit dem algebraischen Polynom p(z) := Z;.:S ¢;jz? € II,—1 und den paarweise verschiedenen
Punkten z, := e dquivalent umgeformt werden. Aus den Aussagen fiir die algebraische
Interpolation erhalten wir somit

Satz 10.23. Seien die Punkte 0 < xg < 21 < ... < 2,1 < 27 gegeben. Dann gibt es genau
ein Polynom p € TS, das (10.11) Iést.

Bemerkung. Insbesondere ist die Bemerkung nach Satz 10.2 zur Definition der Lagrange-
Funktionen anwendbar. Hieraus erhédlt man auch die eindeutige Losbarkeit des reellen Inter-
polationsproblems: finde ¢ € TX mit

qzg) =yp, k=0,....,n—1, (10.12)

mit y, € R, indem man die lineare Unabhéingigkeit der Basis {1,cos(jx),sin(jz)} von T}
nachweist; siehe die Ubungsaufgaben.
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10 Interpolation

Im Fall dquidistanter Stiitzstellen z, = 2wk/n, 0 < k < n, konnen die Koeffizienten des
trigonometrischen Interpolationspolynoms explizit angegeben werden. Mit anderen Worten
kénnen wir in diesem Fall die Vandermonde-Matrix explizit invertieren. Wir zeigen zunéchst
die Orthogonalitit der Basisfunktionen ¢;(x) = 7% bzgl. des Skalarprodukts

3
—_

(f.9) = fzr)g(xr).

0

S|
iy

Im Folgenden sei w,, := e2™/™.

Lemma 10.24. Fiir die n-te Einheitswurzel w,, gilt

n—1

gk, =it _
g wliw, 7 = n gy
=0

Beweis. Der Fall k = ¢ ist klar. Sei k # ¢, so gilt

—_

n—

0=w®=0 _1 = (WFt-1)) w9
=0
o by . n—1 j(k—t)
Weil w;, =" # 1, folgt hieraus » %~ wn =0. O

Satz 10.25. Fiir dquidistante Stiitzstellen x;, = 27k /n ist die Losung des komplexen trigo-
nometrischen Interpolationspolynoms (10.11) gegeben durch

n—1 n—1
ijz 1 —jk
p(x)—Zc]eJ, cj :;anj Y, j=0,....,n—1
j=0 k=0
Beweis. Einsetzen der angegebenen c; ergibt
n—1 1 n—1 n—1 1 n—1
plr) =) (5 w;’%) Wi = e <E Zwﬁ}’f‘”) —
j=0 =0 =0 j=0
nach Lemma 10.24. O

Die reelle Version von Satz 10.25 lautet:

Satz 10.26. Seien x = 27k/n, k = 0,...,n — 1 dquidistante Stiitzstellen. Gilt y;, € R,
k=0,...,n—1,in (10.11), so gilt fiir das komplexe trigonometrische Interpolationspolynom
p € T® mit den Koeffizienten

Gy = AREE =@ =Gy 5, O = =Alme; =ille; =, )
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10.5 Trigonometrische Interpolation und die schnelle Fourier-Transformation

Insbesondere erhélt man aus Satz 10.25 fiir die Losung des reellen trigonometrischen Inter-
polationspolynoms (10.12)

n—1 n—1
) , 2 Ny
a; =~ E yr cos(jxy), b = - E Yr sin(jz).
i k=0

Beweis. Wegen e>(n=)/n — =2mi/n gi]t

n—1 n—1 n—1

plITE — — — 7 = = pijzy GniZC0 = iz
E cie"™t =p(ag) =y =i, = E cje = g Cp—je’ T,
j=0 Jj=0 J=0

woraus ¢; = ¢,—; folgt. Insbesondere sind ¢y und, falls n = 2m, auch c¢,, reell. Fiir ungerade
n = 2m + 1 erhélt man

2m m m
_ g __ ijx = _—ijxyp
p(rg) = co + E cje’™t = ¢y + g cje’ ™ + g cje
j=1 7j=1 7=1

=cy+ Z 2 Re (cje’™)

j=1

=co+ Z 2(Rec¢;) cos(jxy) —2(Im¢;) sin(jxy).

j=1
aj bj

Aus der Eindeutigkeit der reellen trigonometrischen Interpolation folgt
aj=2Recj=c¢j+¢ =cj+c¢,—; und b =—-2Rec; =i(¢; —¢;) =i(¢; — cnj).
Fiir n = 2m folgt die Behauptung analog. O
Die Abbildung y; — c¢; aus Satz 10.25 wird bis auf den Skalar % als diskrete Fourier-

Transformation bezeichnet.

Definition 10.27. Die Abbildung F,, : C* — C" definiert durch F, f = g,
n—1
gi=Y w*fi, 0<j<n,
k=0
heiBit diskrete Fourier-Transformation (DFT) oder Fourier-Analyse der Linge n.

Bemerkung.
(a) Die Fourier-Transformation kann als Multiplikation der Matrix F,, € C"*"
(Fn)ké = w;kﬁ)

mit einem Vektor aufgefasst werden. Dies benétigt bei naiver Vorgehensweise O(n?)
Operationen. Die im Folgenden vorgestellte schnelle Fourier-Transformation (FFT)
(engl. Fast Fourier Transformation) kommt mit O(nlog, n) Operationen aus.
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10 Interpolation

(b) Nach Lemma 10.24 gilt FX F,, = nI. Daher ist \%Fn unitér, also insbesondere invertier-
bar und offenbar symmetrisch. Die Umkehrabbildung

1 1—
Fl=—-F"=_TF,

n n
wird als Fourier-Synthese bezeichnet. Sie entspricht bis auf Skalare der Auswertung
des trigonometrischen Polynoms p € TS an den Stellen x, = 2wk /n, weil

n—1 n—1

2mijk/n ik

ye = plan) = > e = " ek
=0 =0

Wegen F, 'z = %an = %an kann die Fourier-Synthese ebenfalls mit Hilfe der FFT
berechnet werden.

Der schnellen Fourier-Transformation (Cooley & Tukey, 1965) liegt die Idee zu Grun-
de, die Multiplikation mit F,, auf zwei getrennte Multiplikationen (halber Linge) mit F},
zuriickzufithren. Wir beschrinken uns auf den Fall n = 2m, m € N.

eiZm/n

Lemma 10.28 (Danielson-Lanczos). Sei n = 2m und w,, = . Dann gilt fiir die

Komponenten
n—1
G = wife, j=0,....,n—1,
k=0

dass fiir j =0,...,m—1

m—1 m—1
925 = Z W (fr + frtm), 92j+1 = win (fi = fitm)n:
k=0 =

Die Berechnung der g; kann auf zwei gleichartige Probleme halber GréBe zuriickgefiihrt
werden.

Beweis. Fiir den geraden Fall folgt wegen w” = 1 und w? = w,,, dass

n—1 m—1 m—1
925 = YW =Y o fio A WO fi = 3wl (i fiim)-
k=0 k=0 k=0

Fiir ungerade Indizes gilt wegen w)" = —1
n—1 m—1 m—1
i1 = ngj—i-l)kfk _ Z WAk 4 @D Etm) £ Z WRGE (fr = Frgm)-
k=0 k=0 k=0

Bemerkung. In Matrixschreibweise lédsst sich Lemma 10.28 wie folgt ausdriicken. Sei

mfl)

Q,, = diag(w?, ..., w!

und II,, : C* — C" die Permutationsmatrix mit

T
ILv = (U0702,U47 -eoyUn—2,01,0s,... 7Un—1) .
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10.5 Trigonometrische Interpolation und die schnelle Fourier-Transformation

Dann gilt
[m T
II,F, = QO <~ F,II, =B,
F,,
<~— F, =B, { 0 F } I,

mit den sog. Butterfly-Matrizen

I,
-

Qm
—0,, |

(10.13)

Die Bezeichnung Butterfly-Matrix wird klar, wenn man B,, auf einen Vektor anwendet

B, [mﬂ _ [ml + meQ} .

T2

1 — QT2

Aus der rekursiven Anwendung von (10.13) erhélt man

Satz 10.29 (Cooley-Tukey Basis-2-Faktorisierung). Sei n = 2P, p € N. Dann ist

F,.=A4,-...- AP,
mit P, = I, Py = [%j P(;] My, j=1,...,p—1 und
B, 0
A; = blockdiag(Bs;, . .., Bsi) = ., j=1,...,p.
0 BQj
Beispiel 10.30. Wir wollen die DFT des Vektors f = [fo, f1, f2, fg]T € C* berechnen. Mit
W= wy = e 2/ folgt
90 fo i fo fo
g1 S F, 0 fi {F2 0} fa
=F =B II =B
92 £ “1o F2:| A 1o Bl (A
g3 f3 f3 f3
0] 1]t o] J1 1
Wegen Fy = By [O FJ = [ 1] 0 1] = [1 _1} folgt
90 fo+ fa 10 1 0 fo+ fo Jot fo+ fi+ f3
n|l_p fo—fo _|101 0 w fo—fa fo—fot+w(fi—fs)
g2 * fi+ f3 1 0 -1 0 fi+ fs o+ fo=(fi+ f3)
93 fi—fs 01 0 —w| [fi—1Ffs fo—fo—w(fi — fs)

Der folgende Algorithmus wird mit s = 1 aufgerufen:
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10 Interpolation

Algorithmus 10.31.

Input: unsigned n; complex f[n]; unsigned s;
Output: complex gln]; // DFT von f
void FFT(n,f,g,s)
{
if (n==1){
g[0]l=£f[0];
} else {
// DFT von (f[0],f[2s],f[4s],...) -> (glol,...,gln/2-11)
FFT(n/2,f,g,2s);
// DFT von (f[s],f[3s],...) -> (gln/2],...,gln-1])
FFT(n/2,f+s,g+n/2,2s);
for (k=0; k<n/2; ++k){
z:=g[k];
w:=exp (-2*xpi*ix*xk/n);
x:=w*xg[k+n/2];
glk]:=z+x;
glk+n/2] :=z-x;
+
}
+

Die Permutation beim Cooley-Tukey-Algorithmus

Wir versuchen, eine allgemeine Formel fiir die Wirkungsweise der Permutationen P, zu
finden. Dazu betrachten wir zunéchst die Beispiele

Py Iy I,
T
Px = P gz = I gz = I [Ioa$2,9€4,$6,$1,$3,$5,I7]
4 4 4
_ T
= [wo, 74, T2, 76, 71, T5, T3, T7]
und
T
Py = |10, 3, T4, T12, T2, T10, T6, T14, L1, Tg, Ts, T13, T3, T11, L7, T15] " -

Betrachtet man bei Pjgx das Element x5 an der Position 3 und z7; an der Position 14, so
stellt man fiir die Bindrdarstellung der Indizes fest

Index 12 = 1100 — Position 3 = 0011,
Index 7 = 0111 — Position 14 = 1110.

Die Binérdarstellung der Position entspricht also gerade der Spiegelung der Binédrdarstellung
des Index. Allgemein gilt

(Pnaz)k::cr(k), k:(),...,n—l,
mit

p—1 p—1
r (Z bj21> = b2 fiirb; €{0,1}, j=0,...,p— L
j=0 §=0
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10.5 Trigonometrische Interpolation und die schnelle Fourier-Transformation

Bemerkung.

()

Die Bitspiegelung des Eingabevektors kann einen signifikanten Beitrag zur Laufzeit ha-
ben, obwohl die asymptotische Komplexitdt O(n) ist. Die Permutation des Eingabevek-
tors wird daher nur bei “in-place” Implementierungen verwendet, d.h. im Vergleich zu
Algorithmus 10.31 kommt man dabei ohne den Vektor g aus.

Die Komplexitit des Cooley-Tukey-Algorithmus ist O(nlogn). Es bezeichnen a,, m,, die
Anzahl der Additionen bzw. Multiplikationen fiir n = 2P, p € N. Dann gilt

1
api1 = 2a,+ 2P a; =2,

Mpi1 =2my, + 2P =1, my =0.

Lost man die Rekursionsbeziehung auf, so erhélt man (siche auch das Master-Theorem
Satz 4.13)

1
a,=p-2° =nlogyn und m,=(p—2)2"""1+1< Enloan.

Fiir allgemeine n mit Primfaktorzerlegung n = p; - ps - ... - pi ist eine Aufspaltung in k
Stufen analog moglich (z.B. n = 1000 = 235%).

Im Jahr 1999 wurde ein neuartiger Software-Engineering-Ansatz zur hocheffizienten Be-
rechnung der FFT vorgestellt. Statt mithsamer Anpassung des Algorithmus an die je-
weilige Rechnerarchitektur, wird der Quellcode abhéngig von einem Testlauf zusammen-
gesetzt und dann erst kompiliert; siehe http://www.fftw.org

Die reelle FFT

Wird F,, auf einen reellen Vektor z € R"™, n = 2m, angewendet, so kann y := F,x nach
Satz 10.26 mit Hilfe der Sinus/Cosinus-Transformation berechnet werden kann. Man kann
y aber auch mittels einer FF'T halber Lange berechnen. Im Beweis zu Satz 10.26 haben wir
bereits gesehen, dass yx, = 7,,_, k = 0,...,n—1 (dabei haben wir y,, = yo gesetzt). Es wiirde
also geniigen, die ersten m + 1 Komponenten von y zu berechnen. Zunéchst sehen wir, dass

n—1 n—1 m—1
Y = D ajcos(mf) +1y_zjsin(nf) =) @y — Toi.
j=0 j=0 j=0

Die anderen Komponenten yq, ..., ¥yn,_1 ergeben sich aus einer FFT halber Léinge, wie das
folgende Lemma besagt.

Lemma 10.32. Definiere u € C™ durch u; = x3; + izgj41, 7 = 0,...,m — 1, und v :=
F,u € C™. Dann gilt

1 _ wk _
Y = Q(Uk + Vi) + E(Uk —Um-k), k=0,....,m—1.
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10 Interpolation

Jj(m—Fk)

Beweis. Wegen wi, = wik gilt
m—1 :
Vi + Uy = Z w#j(iﬂgj -+ i$2j+1) + w%mik)(l’gj — i$2j+1)
=0
m—1 m—1
=2 Z wiFzy; =2 Z w2k gy,
=0 =0
Entsprechend gilt
m—1
1 ‘
—(Vk — Vi) = Wgﬁl)kxz +1
2i ,
7=0
Insgesamt erhélt man also (mit vy, := vy)
n—1 1 (,Uk
Y ;wn 25 = 50k + Omi) + (06 = Tm), N
O
Anwendung der FFT: Berechnung von Faltungsprodukten
Zu Vektoren u = [ug,...,u,_1]7 und v = [vg,...,v,_1]7, deren Komponenten bei Bedarf

n-periodisch fortgesetzt werden, wird folgendes Produkt definiert:

n—1

Zi=UXV = zk:Zuk_jvj, k=0,...,n—1.

j=0
Dieses Faltungsprodukt * ist kommutativ und assoziativ. Die Faltung tritt hdufig in der
Bildverarbeitung und bei digitalen Filtern auf. Die Berechnung des Vektors z benétigt bei
naiver Vorgehensweise wieder O(n?) Operationen. Das folgende Lemma zeigt aber einen
Zusammenhang zur Fourier-Transformation auf.

Lemma 10.33. Fiir u,v € C" und z = u x v gilt

Beweis. Wegen der Periodizitét ist

n—1 n—1n—1
(Fpz)r =Y zjwik = Z Z U guglI Ok EE
=0 =0 ¢=0
n—1 n—1-¢ n—1 n—1
= waﬁz Z ijzbk = (Z ’Ugédff) (Z Wwff)
-0 j=—t =0 =0

N o~

]

Daher ldsst sich die Berechnung einer Faltung auf drei Fourier-Transformationen (zwei
Transformationen und eine Synthese) und eine komponentenweise Multiplikation zuriickfithren,
was insgesamt mit O(nlogn) Operationen durchfithrbar ist.
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10.5 Trigonometrische Interpolation und die schnelle Fourier-Transformation

Anwendung der FFT: Fourier-Reihen

Die Fouriertransformation kann auch zur Approximation periodischer Funktionen genutzt
werden. Gegeben sei eine 2r-periodische Funktion f, f : [0,27] — C, deren Ableitung fiir
fast alle x € [0, 27| existiere. Dann kann man zeigen, dass die Fourier-Reihe konvergiert
und es gilt

r) =) Bre™” (10.14)

mit den Fourier-Koeflfizienten
1 2 )
B = —/ f(z)e ™ dx, keN. (10.15)
2 Jo

Durch (10.14) wird die Funktion als Uberlagerung von Schwingungen dargestellt. Der Index
k steht fiir die Frequenz einer Schwingung, ( ist die zugehorige Amplitude.

In der Praxis kann natiirlich nicht {iber eine unendliche Anzahl von Schwingungen sum-
miert werden. Interessanterweise fallen aber die Fourier-Koeffizienten aber so schnell ab, dass
schon wenige geniigen, um eine gute Approximation zu garantieren.

Lemma 10.34 (Riemannsches Lemma). Sei f € C"1[0,27] und f) existiere fiir fast
alle x € [0,27]. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass

k18| < ¢ fiir alle k € N,

Beispiel 10.35. Darstellung der Funktion f(z) = (x +7 mod 27)/m — 1 iiber die Fourier-

CAAA A AN
. A

Abbildung 10.1: Zweite und fiinfte Partialsumme der Fourier-Reihe.

025 7
020 7
d.15 7 I
*0.10 7

0.05 7

Abbildung 10.2: Betrige der Fourier-Koeffizienten.
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10 Interpolation

Es bleibt die numerische Berechnung der Fourier-Koeffizienten. Im Vorgriff auf das néchste
Kapitel zur Numerischen Integration approximieren wir das Integral in (10.15) mit Hilfe der
zusammengesetzten Trapezregel

b —a a) &
[ atwrae =" (% +Y o) + @)

mit ; = a+ jh und h = (b — a)/n. Ist g periodisch, so gilt g(a) = ¢g(b). Wir erhalten also

1 [ . 1 <= i
B [ S@e o 3 Hlae =

und somit § = LF.f mit f:=[f(20), ..., f(zn1)]".
Man beachte, dass durch die Approximation (5 und [, ein unterschiedliches Abklingver-
halten zeigen; fiir Details siehe Stoer, Abschnitt 2.3.4.

10.6 Splines

Wie in Abschnitt 10.2 anhand des Beispiels von Runge gesehen, eignen sich glatte Ansatz-
funktionen wie Polynome nur bedingt zur Interpolation grofler Datensétze. Als Ausweg bietet
es sich an, Polynome niedrigeren Grades “aneinaderzusetzen”.

Definition 10.36. Sei A\, = {zg,...,x,}, a =29 < 21 < ... < x, = b, eine Zerlegung des
Intervalls [a, b]. Eine Funktion s : [a,b] — R heiit Spline vom Grad m zur Zerlegung /\,,
falls gilt

(i) s € C™ Ya,b],
(ii) 3‘[z]-,zj+1} ell,,0<j <n.

Den Raum solcher Funktionen bezeichnen wir mit S,,(A\,,).
Bemerkung. Offenbar gilt II,,, C S,,(A,).

Satz 10.37. Es gilt dim S,,(A,) = m +n und {po,...,Pm,q,---,qn_1} iSt eine Basis von
Sm(Ay,), wobei

pi(z) = (:z;—ar;o)i7 i=0,...,m,
(x —z;)™, =2z,

0, T < T,

Beweis. Offenbar gilt p;, q; € Sy (Ay). Ist

m n—1
s(x) = Zaipi(:c) + Z bjqgj(x) =0 fiir alle z € [a, b],
=0 j=1
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10.6 Splines

so folgt mit den linearen Funktionalen

Gulf) = — (F™ (@) — f™ (7).

m!

wobei f™ (x7) den rechtsseitigen Grenzwert von f(™ an der Stelle & bezeichnet, dass

m n—1
0=Gi(s) =Y a;G(pi) + Y b;Gilgy), k=1,...,n—1
i=0 A j=1 Y f

Also gilt 0 = >, a;p;(z) fir alle = € [a,b], woraus a; = 0, ¢ = 0, ..., m folgt. Das System
{Po,-- -y Pms@1s .- qn-1} ist also linear unabhéngig.

Wir miissen noch zeigen, dass jedes s € S,,,(A,,) durch {po, . .., Pn, @1, - - -, gm—1 } darstellbar
ist. Dazu betrachte

S(Z) Zo
5(x) == Z .(! )

m
]
=0

p() + 3 Gyl st

(2

Dann ist (8 — )|z, ,2;21] € m, 0 < j < n. Ferner gilt

n—1

(@) = 5 (@) = D Gils) (0™ () — 4 (7).

=1

(m) (x]) — g™ (z;) = 0, weil dort ¢; polynomial ist. Im Fall i = j

Fir j <iund j > 7 ist ¢ -
erhalt man

o\ (x) — g™ (7)) = g™ (@f) = m!.

Daher folgt

und somit § — s, 4 € . Da s@(zg) = 39 (z0), i =0,...,m, folgt § — s = 0. O
Will man das Interpolationsproblem
S(xj):yh j:()?"'>n>

in S,,(A,) 16sen, so hat man m + n freie Koeffizienten bei n + 1 Bedingungen. Der Spline
wird also erst durch m — 1 zuétzliche Bedingungen eindeutig bestimmt. Ist m = 2r 4+ 1, so
konnen beispielsweise alternativ

(H) Hermite Bedingungen: s (a) = y;4, s(b) = yip, i = 1,...,7, mit gegebenen Werten
yi,aa yi,b>

(N) natiirliche Bedingungen (r < n): s9(a) =0=sO(b),i=r+1,...,2r,
(P) periodische Bedingungen: s (a) = s®W(b), i =1,...,2r,

gestellt werden.
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10 Interpolation

Beispiel 10.38. Im Fall linearer Splines (m = 1) sind keine zusétzlichen Bedingungen
erforderlich. Der Spline zu den Daten (z;,y;), j =0,...,n, ist dann
Tj41 — T r— Ty

— ) , c .
s(z) R Yi + T — 7, Yji+1, T € [z, 744]

Y1 Y3

Satz 10.39. Sei m = 2r + 1, r € N. Dann sind alle drei Interpolationsaufgaben (H), (N)
und (P) eindeutig lsbar in S,,(4\,,), und es gilt

b b
/ 5T (@) dx < / 107 (@) 2 de

fir alle g € C"[a,b], welches jeweils dieselbe (d.h. (H), (N), (P) mit denselben Daten)
Interpolationsaufgabe wie s € S,,(A\,,) Iost.

Bemerkung. Im Fall kubischer Splines (m = 3) hat man

b b
/ (@) da < / g"(@) de.

Der letzte Ausdruck ist die sog. “linearisierte Biegungsenergie”. Die Kriimmung von g ist

9" (x)
(1 +1g'(x) )2

“Linearisiert” bedeutet hier also ¢'(z) ~ 0. Kubische Splines werden daher als besonders
“glatt” empfunden. Der Begrift “Spline” ist das englische Wort fiir eine lange diinne Latte im
Schiffsbau, die an einzelnen Punkten fixiert und am Ende frei ist. Diese biegt sich anndhernd
wie ein kubischer Spline mit natiirlichen Bedingungen (N).

Beweis.

(i) Wir zeigen: Sind g € C""a,b], s € S,,(4\,,) Funktionen, welche dasselbe Interpolati-
onsproblem l6sen, so gilt

b b b
og/ \(g—s)““)(x)\?dx:/ |g<r+1>(x)|2dx—/ s (@) Pz, (10.16)
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10.6 Splines
Zunéchst gilt
/ ’ r+1) )’2 dx
b b
- / g @) e~ [l @ de -2 [ (g - 6 a)s ) do
Partielle Integration liefert
b
/ (g o S)(r—i—l)(x)s(r—i-l) dz
b
— (5= )@ V@) = [ (g9 (2)s" ) da

—_

r—

=) (=1)(g = )" (@)s" ()], + (—1)7"/ (9 )'(2)s® V() da.

%

Il
=)

Hierbei ist das letzte Integral nur stiickweise definiert. Da m = 2r 4 1, ist

S(2r+1) ‘[m] .

=. ;
i, Tj4+1] J

konstant. Also folgt wegen g(z;) = s(x;), j =0,...,n —1, dass

b n—1
/ (9= 8)'(2)s* "V (2) dz = Zaj(g(x) — (@), =0.
Somit gilt
/ (g — S)(r+1)(x)s(r+1)(x) dr = Z_:(_l)z’(g i S)(rﬂ') (x)s(rJrlJri)(x)lZ —0

bei jeder der drei Bedingungen (H), (N) und (P).

(ii) Eindeutigkeit der Interpolation: Seien s, § € S,,(A,) zwei Losungen desselben Interpo-
lationsproblems. Dann gilt nach (i)

/ | r+1 )|2 ZL‘—O

und somit (s — 3)™+Y =0, was p := s — § € II, beweist. Im Fall
(H) folgt p =0 aus pW(a) =0, i =0,.

(N) folgt p = 0 aus p(z;) = 0, 0 < j < n, weil wir hier angenommen haben, dass
r<n,

(P) folgt, dass p"~V) linear ist, weil p € II,. Mit p"=Y(a) = p"~V(b) sieht man, dass
p"~Y konstant und somit p € II,_; ist. Induktiv erhilt man, dass p € II;. Aus

p(a) = p(b) = 0 folgt p = 0.
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10 Interpolation

(iii) Existenz der Interpolation: Dies folgt aus der Injektivitiat des Interpolationsproblems
und der Tatsache, dass die Anzahl der Bedingungen mit der Dimension von S,,(A,)
iibereinstimmt.

[]

Bemerkung. Aus dem letzten Beweis sehen wir, dass

b b
/ 50 () dar < / 100+ ()2 d (10.17)

sogar fiir jedes g € C™a,b] mit g(z;) = s(x;), falls s € S,,(A,) die Bedingung (N)
erfiillt. Das Minimum s von (10.17) erfiillt also automatisch (N). Dies erklirt die Bezeichnung
“Natiirliche Bedingungen”.

Bell-Splines

Die in Satz 10.37 vorgestellte Basis ist nicht lokal (d.h. viele Basisfunktionen sind # 0 an
jedem Punkt) und eignet sich auch wegen ihrer Konditionierung nur schlecht zur Berechnung
eines interpolierenden Splines. Im Folgenden fiithren wir eine andere Basis, die sog. Bell-
Splines, mit deutlich besseren numerischen Eigenschaften ein.

Definition 10.40. Sei t, < ... < t, eine beliebige Knotenfolge. Die Bell-Splines (B-
Splines) By, der Ordnung k = 0,...,n — 1,71 = 0,...,n — 1 — k, sind rekursiv definiert
durch
1, fallst; <t < tjq,
Bio(t) ':{  falS i = +1
0, sonst,

und
By = wigBig—1 + (1 — wiy1 ) Bit1,k-1

mit

b=t , falls t; < t; ]
wig(t) == Liyk—ti +k
0, sonst.
Beispiel 10.41.

(a) Lineare B-Splines, sog. Hiitchenfunktionen:
Falls t; < tiv1 < tiyo gllt

t—1; t—1;
t;%t falls ¢ € [t;, tis1],

— tijzjtz#l’ falls ¢ - [ti+1, tz‘+2],
0, sonst.

ti  tiv1 tig2
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10.6 Splines

Im Fall ¢t; = tiv1 < tigo

tiso—t
t—t, tiat ot € (£ frl.
Ba(t) = (1 - 20 ) Biyo(t) = { tirztin fia, i)
liva — tit1 ' 0, sonst.

(b) Quadratische B-Splines:
Falls t; < t;y1 < tiyo < t;13, ist B;s an den Knoten stetig differenzierbar.

| | | |
I I

ti  tix1 tig2 livs

Falls t; = t;41 < ti1o < tii3, ist Byjo in t;,0,1;13 stetig differenzierbar, aber in t; = ;44
nur stetig.

N

‘ [ |
i =1tiy1  tiyo Livs

Bemerkung. Man kann zeigen, dass B;, an (-fachen Knoten t;, d.h. t;, | < t; = ... =
tiro—1 < tive, (k — £)-fach stetig differenzierbar ist; siche z.B. Deuflhard/Hohmann, Numeri-
sche Mathematik 1.

Lemma 10.42. Es gilt
(i) Bilit; ;.0 € g fiir alle j =0,...,n—1undi=0,...,n—1—k, k=0,...,n—1,

(ii) fiir den Tréager (engl. support) von By gilt

supp(B,k) = {t € R . Blk(t) 7é 0} C [t“ ti+k+1]a
d.h. B;; hat lokalen Tréger,

(iii) By > 0,4 = 0,...,n — 1 —k, und Y77 " By(t) = 1 fiir t € [ty,tn ] und alle
k=0,...,n—1,dh {By,i=0,...,n—1—k} bildet eine Zerlegung der Eins auf
[ty tnk]-
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10 Interpolation

Beweis. (i) und (ii) folgen direkt aus der Definition.
(iii): By > 0 und Z?:_Ol By = 1 auf [ty, t,] sind klar. Die Behauptung folgt per Induktion
aus

n—1-k n—1—k
E B, = Wik Bip—1 + (1 = Wis1k)Bit1, k-1
=0 i—0
n—1-k n—1-k
= Bifi g1+ E WirBig—1 — wix1 xBit1 k-1
=0 =0

n

= E Bi k-1 — Bo -1+ worBo k-1 — Wn—k ke Bn—k k-1
i=0
n—k

= Z Bi,k—h

=0

weil die letzten drei Summanden fir ¢ € [ty, t,_x], k£ > 0, verschwinden. O

Wir kehren nun zum Raum S,,(A,,) mit der Zerlegung A, :a =xg < 23 < ... < x, =b

zuriick. Zur Konstruktion der B-Spline-Basis seien Knoten t, . .., t,.2, wie folgt definiert:
I I I I (10.18)
tO S s S tmfl S tm < thrl < ... < thrn S tm+n+1 S s S tn+2m
Die Knoten tg,...,t,_1 und t,na1,-- -, tarom kOnnen frei gewéhlt werden.

Im Folgenden zeigen wir, dass mit Hilfe der B-Splines eine Basis von S,,(4A,,) konstruiert
werden kann. Dazu bendétigen wir die folgende Marsden-Identitét.

Lemma 10.43. Mit obigen Bezeichnungen gilt fiir alle t € [t,,, tmin] und s € R, dass

E=9)"= D Gin(s)Bin)
wobel .
Vim(8) = H(tiﬂ sl

Beweis. Der Fall m = 0 folgt aus Lemma 10.42 (iii). Sei die Aussage fiir alle k < m bewiesen.
Dann gilt wegen By ,—1(t) = 0 = By minm(t) fir t € [ty tmin], falls t; < iy, dass

m+4n—1 m+4n—1 " " " "
- T, ZiAm T ,
> Gun(s)Bunlt) = Y [mwm<s> F soz_l,m<s>] By (1)
=0 =1
m+4n—1m—1
t—t, i —t
= Z H (tivj — ) L. r (tixm — ) + tJr—t(tz - 8)} Bim-1(t)
=1 j=1 R i+m — Ug i+m — Ui

v~
—S

t
m+n—1

= (t—s) Z Pim—1(8)Bim-1(t)

=(t—s)(t : s)" = (t —s)™,
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10.6 Splines

Die vorletzte Identitat erhélt man durch die Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf

die Knoten ty, ..., t, 9, und das Intervall ¢, 141, tmint1-1] = [tm, tmin). Der Fall t; =t
hat wegen B, ,,—1 = 0 keinen Beitrag zur Summe. O
Im folgenden Lemma zeigen wir die lineare Unabhéngigkeit des Systems { By, i =0, ..., m+

n — 1}. Es gilt sogar eine lokale Unabhangigkeit.

Lemma 10.44. Die B-Splines B,,, 0 < i < m + n, sind lokal linear unabhéngig, d.h. aus

m+n—1
Z ;B (t) =0 fiir allet € (¢,d) C [a, ]
i=0

und (¢, d) N (tj,tj4ms1) # O fiir ein j folgt a; = 0.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass (c, d) keine Knoten enthélt, sonst zerlegen wir (¢, d) in
Teilintervalle. Lemma 10.43 liefert fiir £ < m

14 m—~£ !! m1(m—~) m—{ 4 e (m—20)
= (-1 sy = ey TS o), )
' = © =0

Daher ldsst sich jedes p € II,,, auf (¢, d) durch die B-Splines B;,,, 0 < ¢ < m + n, darstellen.
Auf (¢, d) sind aber nur m+1 = dim II,, B-Splines von Null verschieden. Daher miissen diese
B-Splines linear unabhéingig sein. O]

Satz 10.45. Es bezeichnen B;,, 0 < i < m + n, die B-Splines zu den Knoten tg, ..., t 1 om.
Dann gilt

Sm(Ayn) =span{ B, 0 < i <m+n}.
Ferner gilt

m+n—1

Z Bim(z) =1 fiir alle x € [a,b].
i=0

Beweis. Nach Lemma 10.42 (i) und der diesem Lemma vorangehende Bemerkung gilt B;,, €
S (D), 0 <i < m+n. Nach Lemma 10.44 ist dieses Funktionensystem linear unabhéngig
und somit eine Basis von S,,(4,,). Der zweite Teil der Behauptung ist Lemma 10.42 (iii). O

Berechnung interpolierender kubischer Splines

Wir wollen die Losung s € S3(A,) des Interpolationsproblems s(z;) = y;, i = 0,...,n,
mit einer der Bedingungen (H), (N) oder (P) unter Verwendung von kubischer B-Splines

berechnen. Dazu seien die Knoten tg, ..., t,1¢ wie in (10.18) eingefithrt. Nach Satz 10.45
existieren Koeffizienten a;, i = 0,...,n + 2, die sog. de Boor-Punkte, so dass
n+2

s(z) = Z a;Bis(x).
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10 Interpolation

Diese Koeffizienten werden aus den n 4+ 3 Gleichungen

n+2

Zasz3(mJ):y]a j:(),...,n,
i=0

und im Fall

n+2 n+2
(H> E O‘sz:s = Yt,a; E :O‘l z3 = Y1,p;
n+2 n+2
// //
(N) E :aleS § : alBlS =
n+2 n+2 n+2 n+2

(P) Z a;Bi(a) Z ; Bi3(b) Z a;Bis(a) Z a; Bi3(b)

bestimmt. Im Fall (H) ist also das lineare Gleichungssystem

| Byg(a) - B’;L+2 3(a) | Ofo _yl,a_
303(370) s Bn+2,3($0) : Yo
BO3<xn) s Bn+2,3 (xn) Yn
L Bgs(b) ... B;L+2,3(b> 1 oo | Y10 |
zu losen.
Bemerkung.

(a) Man beachte, dass wegen der lokalen Trager-Eigenschaft jede Zeile in obiger Koeffizien-
tenmatrix hochstens m = 3 Eintrédge besitzt, die nicht verschwinden.

(b) Die im Gleichungssystem auftauchenden Ableitungen der B-Splines kénnen mit Hilfe
einer Aussage, die wir in den Ubungsaufgaben zeigen werden, effizient berechnet werden.

(c) Die Auswertung von s(z) = ZZHOQ a; B;3(x) kann mit Hilfe des Algorithmus von de Boor

effizient durchgefiihrt werden; vgl. auch hierzu die Ubungsaufgaben.

Abschdtzung des Interpolationsfehlers

Sei A, :a=x9<...<x,=>beine Zerlegung und

h:= max x4 —x;
n—1

die Gitterweite. Wir schitzen den Interpolationsfehler fiir lineare und kubische Splines in
der L?-Norm

b
1 = | 1@z
ab.

84



10.6 Splines

Satz 10.46. Sei f € C?[a,b] und s € S1(A,) der eindeutig bestimmter lineare interpolie-
rende Spline, d.h. s(z;) = f(x;), j =0,...,n. Dann gilt

h2
1f = slle2pap < 7!\f”\!Lz[a,b]

und
h

V2

I(f = 8) | 22fa) < —= 1" L2 fae)-

Beweis. Die Funktion e := f — s besitzt die Nullstellen xz,...,z,. Daher gilt nach der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die folgende Poincaré-Ungleichung

Tj+1 Tj+1 z
/ \e(az)|2d:c:/ /1~e’(t)dt

J J J

g/:j“ (/:1dt) (/:]e’(t)|2dt> do

J
Tj+1 Tj+1
< / (a:'—xj)/ e’ (t)|* dt dx
zj zj
h2 [Tit+l
<=
- 2

2

dx

e’ (t)[* dt.

Zj

Durch Summation iiber j erhalten wir

1 = slizton < I =) o (10.19)
Partielle Integration liefert
n—1 Tj41 _
I(f = 8) 2210 = ]Z:;(f —s)'(x) (f —_z)(ﬂﬁ) o - /xj (f = )"()(f = s)(z)dx
ol opaia
-3 [ @i ds
j=0 7T

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und (10.19) folgt hieraus

h
107 = 5 Pty < 15 = sl it S 07 = i

Division durch ||(f — s)'||12[a,;) und (10.19) liefern die Behauptung. O

Satz 10.47. Sei f € C*[a,b] und s € S3(A\,,) bezeichne den eindeutig bestimmten kubischen
interpolierenden Spline, d.h. s(z;) = f(z;), j = 0,...,n, mit einer der Bedingungen (H),

(N) oder (P). Dann gilt
4

h
17 = sllzza < 1 Nz2tas

85



10 Interpolation

Beweis. Es bezeichne Z; : Cla,b] — S1(4,) den Interpolationsprojektor definiert durch
f — v, wobei v den interpolierenden linearer Spline bezeichnet, und Z3 : Cla,b] — S3(A,)
sei der entsprechende Projektor fiir kubische Splines. Wegen Z;(f — Z3f) = 0 folgt nach
Satz 10.46

h2 " "
1 = Zsfllrzamy = If = Zof = Ta(f = Laf)llrzey < S 17 = (Zaf) Ml z2p0- (10.20)

Sei s € S3(A,) mit 8" = Z;(f”) und s erfiille die geforderte Bedingung (H), (N) bzw. (P).
Mit e := f — s gilt wegen Z3s = s

1" = @) B = 17 = 5" = @)+ ") = 15" = 8" = [T = ) P

(10.16)
<" = (Zse)" 72y + 1(Zs€) " N22p0sy - = 1€ 72pa

= 11" = " 20p) = I1f" = Ta(f ) Lo

Nochmalige Anwendung von Satz 10.46 ergibt

h2
1" = @) lretasy < 18" = Tl laotasy < 5 17l

Die Behauptung folgt aus (10.20) ]
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11 Numerische Integration

Ziel dieses Kapitels ist die numerische Approximation von Integralen

I(f) == / ) d

die nicht in geschlossener Form durch Aufgabe einer Stammfunktionen integriert werden
kénnen.

Definition 11.1. Eine Abbildung @Q,, : Cla,b] — R der Form
Qu(f) = wif(a))
=0

mit Stiitzstellen a < xo < x1 < ... < x, < b und Gewichten wy, ..., w, € R heilt Quadra-
turformel.

Beispiel 11.2.
(a) Mittelpunkt-Regel Qo(f) = (b — a) f(“2)
;a

(b) Trapez-Regel Qi(f) = 5(f(a) + (b))

f(a)

NANNNNNNNN
NONNNNNNNNNNNNNNNN
ANONNNNNNNNNNNNNNNNN
ANNNNNNNNNNNNNNNNANN
ANNNNNNNNNNNNNNNNNN

ANONUNNNNNNNNNNNNNNNN
NN NN NNNNNNNNNNNNN
NN NN NNNNNNNNNNNNN
NONUNNNNNNNNNNNNNNNN

(c) Simpson-Regel Qs(f) = *5*(f(a) +4f(*3*) + [ (b))
Bemerkung. Der Operator @, : Cla,b] — R ist linear. Der Ausdruck

n

Q=Y |wjl (11.1)

Jj=0

beschreibt die Stabilitdt der Quadraturformel, weil fiir f, g € C|a, b] gilt

77777

Um Ausloschung zu vermeiden, sind insbesondere Quadraturformeln mit positiven Gewich-
ten w; zu bevorzugen.
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11 Numerische Integration
Als Ma#f fiir die Qualitét einer Quadraturformel fithren wir den folgenden Begriff ein.

Definition 11.3. Eine Quadraturformel (),, hat Exaktheitsgrad k, falls

Qn(p) = I(p) (11.2)

fiir alle p € 11, gilt.

Bemerkung.

(a) Zur Bestimmung des Exaktheitsgrades geniigt es, die Bedingung (11.2) fiir eine Basis
von Il zu tiberpriifen, weil sowohl I als auch @),, lineare Abbildungen sind.

(b) Weil 1 € Iy, gilt
n n b
ij:ijf(xj):/ ldz =b—a.

Beispiel 11.4. Die Mittelpunkt-Regel und Trapez-Regel haben Exaktheitsgrad £ = 1, weil

b—a
2

Qo(1)=Q1(1)=b—a=1(1) und Qy(x)=0Q:(x)= (a+0b)= %(b2 —a®) = I(x).

Die Simpson-Regel hat Exaktheitsgrad k = 2, weil

b—a

Q2(1)=b—a=1(1), Q(z)= 5

(a-+2(a+5) +) = 3 (1 ~ ) = I(x)
und
_ b—a

Q2(z?) 5

Ein hoher Exaktheitsgrad £ fithrt auf eine hohe Genauigkeit der Quadraturformel.

b— 1
(@ + (a+b)2 +b?) = Ta(aQ +ab+?) = < (b - o) = I(a?).

Satz 11.5. Sei Q,, eine Quadraturformel mit Exaktheitsgrad k. Fiir f € Cla,b] gilt
[1(f) = @Qn(f)] < (b—a+cq) inf [[f —plle.
pelly

mit cg aus (11.1). Im Fall nicht-negativer Gewichte w; gilt

1(5) = Qu(F) < 20— o) inf I = Pl

Beweis. Weil Q,, Exaktheitsgrad k besitzt, gilt I(p) = Q,(p) fur alle p € II;. Der erste Teil
der Behauptung folgt aus

n

1(f) = Qu(A) =1I(f —p) = Qu(f = P)| < H(f =)+ D wjl| f(z;) — p(x;)]

§=0
< (b—a+cQ)llf —plls

fiir alle p € II;. Im Fall nicht-negativer Gewichte gilt entsprechend der Bemerkung nach
Definition 11.3, dass cg = b — a. O
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11.1 Newton-Cotes-Formeln

Bemerkung. Ist f € C*™a,b], so kann die rechte Seite der Abschitzungen im vorange-
henden Satz abgeschéitzt werden durch

: (b= a)* | f V]
S =plla < .
o I =plle = =" 1),

Um dies zu sehen, seien zj, j = 0,...,k, die Nullstellen des transformierten Tschebyscheff-
Polynoms Tj4+1((2x — b —a)/(b—a)) und p € II; das Interpolationspolynom von f zu den
Stiitzstellen z;. Dann gilt nach Satz 10.17

1l < Ml
Pl < S ekl

und fiir das Stiitzstellenpolynom wy, gilt nach Satz 10.19

k k+1
b—a 2r —b—a
Wit () = H(a: —x;) = <T> 27" T (ﬂ)

und somit
(b — a)ktt
[wrt1lloe < o

11.1 Newton-Cotes-Formeln

Mit Hilfe der Interpolation lédsst sich eine Unterklasse der Quadraturformeln konstruieren.
Dazu seien L;, j = 0,...,n, die Lagrange-Basispolynome (siche Definition 10.1) zu den
Stitzstellen zg < x1 < ... < .

Definition 11.6. FEine Quadraturformel (),, zur Zerlegung a < xo < x1 < ... < x, < b mit
Gewichten

b
wy = / L;(z)dx
heifit Interpolationsquadraturformel. Im Fall dquidistanter Knoten

b—a b—a

xj:a+Tj oder $J:a+m(2j+1), ij,...,n,

spricht man von geschlossenen bzw. offenen Newton-Cotes-Formeln.
Satz 11.7. FEine Quadraturformel @), ist genau dann eine Interpolationsquadraturformel,

wenn sie Exaktheitsgrad k = n hat. Insbesondere existiert genau eine Quadraturformel @),
vom Exaktheitsgrad n.

Beweis. Sei @), eine Interpolationsquadraturformel und p € II,,. Weil p sich selbst interpo-
liert, gilt

p(x) = ZP(%’)LJ‘(%)-
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11 Numerische Integration

Hieraus folgt

1) = [ ple)de= [ 3 pleLie)de =Y pe) [ Lio)ds
= ijp(xj> = Qn(p)

Hat umgekehrt @),, Exaktheitsgrad n, so gilt inbesondere fiir L; € II,,, 7 = 0,...,n, dass

Qn(L;)=1(Lj), j=0,...,n.

Wegen

E w; L —wj

5”

folgt w; = Qn(L;) = f L;(z)dx. Daher ist @, eine Interpolationsquadraturformel.
O

Bemerkung. Fiir Interpolationsquadraturformeln @, gilt

f):i:wjf(xj Zf T, / dx—/a Zf(x]-)LJ(x)da:

Das Polynom po,, := > 7, f(;)L; € II, ist das Interpolationspolynom zu (z;, f(z;)), j =
0,...,n. Die Approximation von I(f) erfolgt bei Interpolationsquadraturformeln also durch
Integration des Interpolationspolynoms zu f.

Beispiel 11.8. Wir wollen die Newton-Cotes-Formeln fiir n = 1,2 berechnen.

(a) Im Fall n =1 ist g = a, 1 = b. Dann folgt

b x—0b l(x—b)zb 1
- s — — - = Z(p=
wo /a o(z)dx /a , bd 5 0= | 2(b a)

und w; = 1(b — a) wegen der Bemerkung nach Definition 11.3. Wir erhalten also die
Trapez-Regel.

(b) Ebenso leicht rechnet man nach, dass man fiir n = 2 die Simpson-Regel erhilt.

(c) In folgender Tabelle sind die Gewichte der Newton-Cotes-Formeln bis n = 6 zusammen-
gefasst.

n w;/(b—a) Name
11

13,5 Trapez-Regel
141 :

21 6%% Simpson-Regel
1331

3|55z Newtons 3/8-Regel
7 032 12 32 7 :

41 55957 557 550 96 Milne-Regel

5|19 75 50 50 75 19 -
2887 2887 2887 288 288 288
41 216 27 272 27 216 A4l

6 | §i00 5207 340 540> 840> 5107 540 | Yeddle-Regel
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11.1 Newton-Cotes-Formeln

Unter folgenden Symmetrieannahmen haben Interpolationsquadraturformeln sogar noch
einen etwas hoheren Exaktheitsgrad.

Satz 11.9. Sind die Stiitzstellen symmetrisch, d.h. gilt x; —a =b—x,_;, j = 0,...,n, so
gilt fiir die Interpolationsquadraturformel @,

(i) Q. ist symmetrisch, d.h. w,_; = w;, 7 =0,...,n.

(ii) Ist n gerade, so ist Q, exakt aufIl, ;.

Beweis.

(i) Sei Q,(f) := > im0 Wn—jf (x]) eine Quadraturformel. Wir betrachten die Basispolynome
pi(z) = (z — <) i =0,...,n, von II,. Sei p;(z) :=p;(a+b—x),i=0,...,n. Dann
gilt

an jpl x] an jpz Tn— ] Qn<ﬁl> - ](ﬁl)

:/abﬁi(:z:)dx:/abpi(a+b—x)dx:/abpi(:v)dx=[(pi)'

Also hat Q.. Exaktheitsgrad & = n. Wegen der Eindeutigkeit (siehe Satz 11.7) folgt
Qn = @, und somit w; = w,_;, 7 =0,...,n.

(i) Ist n = 2m, m € N, so gilt wegen z,,, = %(a +b) und Wit j = Wp—pm—j = Wpn—j-

7=0
m a+ b n+1 m a+ b n+1
Jj=1 J=1
“ a+b\""" [fa+b i

- Z Wi —j Tm—j — 92 + 9 — Tm—j = 0.
Jj=1 _

=0

Andererseits gilt fab Por1(z)dz = 0 = Qn(puy1) weil p,y1 punktsymmetrisch bzgl.
%(a—i— b) ist. Da {po, ..., pns1} eine Basis von II,, ;1 bildet, hat Q,, sogar Exaktheitsgrad
n+ 1.

]

Bemerkung. Nach Satz 11.9 muss die Simpson-Regel nicht nur wie in Beispiel 11.4 nach-
gerechnet Exaktheitsgrad £ = 2 sondern £ = 3 haben. Dies rechnet man tatséchlich ebenso
leicht nach.
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11 Numerische Integration

Satz 11.10 (Fehlerabschitzung fiir Newton-Cétes-Formeln).

(i) Ist f € C?[a,b], so gilt fiir die Trapez-Regel

(b B CL)3 "
|Q1(f) = I(f)] < THf | oo-
ii) Ist f € C*[a,b], so gilt fiir die Simpson-Regel
(ii) g g
(b—a)’
Qa() — 15| < S 0
Beweis. Wir verwenden die Fehlerformel aus Satz 10.17
1
|f(x) = pon(z)| < m|wn+1($)|-

(i) Sei p € I1; das lineare Interpolationspolynom zu (a, f(a)), (b, f(b)). Dann gilt

/ Ip(z r)| dw

1571 _ =9
ST/Q (v = a)(w = b) dw = Z—=2 "

Q:(F) = I(H) = ( ) = [(z)dz

(ii) Sei p € I3 das Hermitesche Interpolationspolynom definiert durch p(z;) =

j=0,1,2, und p'(x1) = f'(z1). Dann gilt, weil Q) Exaktheitsgrad 3 hat, dass
£) =Y wif(z;) =Y wplz;) = Qa(p) = I(p)
j=1 j=1

und somit

|Q2(f) = I(H) = ( ) = f(z)dz

/ Ip(z r)| dw

Hf 8 : -y
/a (@ = a0)(w =)o — ) e = L 6

f(x),

oo

[]

Interpolationsquadraturformeln werden nur fiir kleine n verwendet (vgl. das Beispiel von
Runge). Um hohere Genauigkeiten zu erreichen, zerlegt man [a, b] &hnlich wie bei den Splines
das Integrationsgebiet und fiithrt auf jedem Teilintervall eine Quadratur mit niedrigem Grad

durch.

Zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln
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11.2 Das Romberg-Verfahren

Definition 11.11. Sei das Intervall [a,b] in Intervalle [y;,y;+1] zerlegt, und Q; sei eine

Quadraturformel auf |y;, y;j+1], j =0,...,m — 1. Dann wird
m—1
Qn(f) =) _ Qi)
5=0

als zusammengesetzte Quadraturformel bezeichnet.

Beispiel 11.12.

(a) Zusammengesetze Trapez-Regel
Seiy; =a+h-j, h:= bﬁ, J =0,...m. Fiir die zusammengesetzte Trapez-Regel erhélt
man

Tf) = 32 B () + S (yy)) = (f(a) +23 )+ f(b)> .

Als Fehlerabschitzung ergibt sich aus Satz 11.10 mit f € C?|a, D]

—

ol %

3

b—a

Tu(f) = I(N)] < ||f”||oo = —5 1"l

I
o

J

(b) Zusammengesetze Simpson-Regel

Seixj =a+h-j3, 7 =0,...,2m, h = 172_—75 und y; = 295, 7 = 0,...,m. Fiir die

zusammengesetze Simpson-Regel erhélt man

m—1
Sal(f) = D2 B f) + 4f (IR ()
= T

w| s

(fla) +4f(x1) +2f(x2) +4f(x3) + ... +4f(v2m—1) + f(D)).

Wieder aus Satz 11.10 ergibt sich fiir f € C*[a, b]

3

—

—~
[\
>

° 4
1F P =

W) =11 < Y S

11.2 Das Romberg-Verfahren

Bei dem in diesem Abschnitt behandelten Romberg-Verfahren handelt es sich um die An-
wendung der Grenzwertextrapolation (siehe Abschnitt 10.4) auf die zusammengesetzte Tra-
pezregel fiir verschiedene Gitterweiten hg > hy > ... > h, > 0. Dabei wird das Interpo-
lationspolynom zu den Punkten (hl,T},), (h{,Th,), .., (h%,T},) an der Stelle 0 mit Hilfe
des Neville-Schemas ausgewertet. Der “extrapolierte” Wert wird dann ein deutlich besserer
Néherungswert als 7}, sein. Genauere Auskunft iiber den Fehler gibt Satz 10.21.

Bevor wir die Vorraussetzung von Satz 10.21 durch die Euler-Maclaurinsche Summenfor-
mel (Satz 11.15) belegen konnen, benotigen wir die Bernoullischen Zahlen.

|lsoh?

180

Il
o
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11 Numerische Integration

Definition 11.13. Die durch By(t) := 1 und

1
0

eindeutig bestimmten Polynome heissen Bernoulli-Polynome. Durch By := By(0) sind
die Bernoullischen Zahlen definiert.

Die ersten Bernoulli-Polynome sind By(t) = 1, By(t) =t — 5 und By(t) =12 — t + ¢.

Lemma 11.14. Fiir die Bernoulli-Polynome gilt
(i) Bx(0) = Bi(1), k > 2,
(ii) Bp(t) = (=1)*Bi(1 —1t), k >0,

(iii) Bok4+1(0) = Bos1(3) = Bopr1(1) =0, k > 1.

Beweis.
(i) Bi(1) — By(0) = [ Bi(t)dt =k [, By_1(t)dt = 0 fir k > 2.
(i) Wir setzen Cy(t) = (—1)*By(1 —t). Dann gilt
Colt) =1, Ch(t) = (~1)F kB 1 (1 — 1) = KCi 1 (1)
und . .
/0 Ch(t) dt = (—1)k/0 Bu(l—t)dt=0, k>1.
Also gentigt Cj denselben Rekursionsformeln, und wir erhalten Cy(t) = By(t).
(iii) folgt aus (i) und (ii).
[

Der folgende Satz bestétigt die Existenz einer wie in Satz 10.21 vorausgesetzten asympto-
tischen Entwicklung

Tu(f) =1(f) + Z a;h" + ani1(h)

mit ¢ = 2 und |a,;1(h)| < ch?™) | wenn er auf f € C?"*V[a, b] angewendet wird.

Satz 11.15 (Euler-Maclaurinsche Summenformel). Sei f € C?"[a,b], n € N, und

h = bﬁ, m € N. Dann gilt fiir die zusammengesetze Trapez-Regel

T() = 1) + 3 s 1 0) = £ (@] + 0™
k=1 '
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11.2 Das Romberg-Verfahren

Beweis. Sei ¢ € C*"[0,1] eine beliebige Funktion. Dann gilt

/O o(t) dt = / Bo(t)o(t) dt = By()p(t)] - / By(t)/(1)

0

= 500+ 2()) = 3B O]+ FBO O — [ 3B O
= 560 o) - G P (£ 0) = (0)

+ /0 @Bgn(t)go(%) (t) dt.

Wir setzen ¢;(t) = h- f(z; +th), 0 < j < n. Dann gilt ¢;(1) = ¢;41(0) = h - f(xj41),

/ ity dt = / " payde, @O = B O (0 th)
0 T

J

und somit gpg%fl)(l) = gog.ikfl)(O), 0 < j < n. Also folgt

— Z ﬁ(f(xj) + flzi)) — Z ik'B% (FD(b) — fD(a))
2 (2k)!

=0 k=1

1
n E : 1 n
=0

Wegen
m—1 1 1
D3 /0 Gy B (D (s + th) d
§=0
h m—1
< — sup |Bo,(t sup |f®(x; + th
(2n)| ]ZO <te[0,l]| 2 ( )|> (te[o,l] |f ( J >|
(b —a n
< g 1Bl 1 e
folgt die Behauptung. m
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11 Numerische Integration

Bemerkung. Im Fall periodischer Funktionen f, d.h. falls fG*D(a) = fC=D(p), k =
1,...,n, liefert die zusammengesetzte Trapez-Regel nach dem letzten Satz bereits einen
Fehler der Ordnung O(h*"). Dies kann durch die Romberg-Quadratur nicht verbessert wer-

den.
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12 lterative Losungsverfahren

In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, ein nicht-lineares Gleichungssystem l6sen zu
miissen. Fiir lineare Gleichungssysteme haben wir bereits in der Vorlesung Algorithmische
Mathematik I direkte Losungsverfahren kennengelernt. Diese eignen sich allerdings nicht fiir
nicht-lineare Probleme. Hier werden iiblicherweise iterative Verfahren angewendet, bei denen
eine Folge von Approximationen {xj}reny durch

Tpy1 = P(xpy .o, Tha1-m)y, k=m—1mm+1m+2 ...,

mit gewéhlten Startwerten xg,...,x,,_ 1 fiir ein m € N konstruiert wird. Die Funktion ®
wird als Iterationsvorschrift bezeichnet.

Die Konvergenzgeschwindigkeit einer Iteration gibt Auskunft iiber die Qualitit eines Ite-
rationsverfahrens.

Definition 12.1. Eine Folge {x;}ren C K" konvergiert von (mind.) Ordnung p > 1
gegen x € K", falls ein ¢ > 0 existiert mit

|z — || < cllag — z||P, k>m—1.

Im Fall p = 1 fordert man zusétzlich ¢ < 1.

Bemerkung. Im Fall p = 1 spricht man von linearer, fiir p = 2 von quadratischer und fiir
p = 3 von kubischer Konvergenz.

Bei nichtlinearen Problemen ist es zudem wichtig, zwischen lokaler und globaler Konver-
genz zu unterscheiden.

Definition 12.2. FEin Iterationsverfahren mit Iterierten {xy}ren heisst lokal konvergent
gegen x € K", falls es eine Umgebung U C K" und x € U gibt mit x = limy,_,, x} fiir alle
Startwerte xq, ..., x,,_1 € U. Ist U = K", so heisst das Verfahren global konvergent.

12.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Der folgende Banachsche Fixpunktsatz stellt die Grundlage fiir die Konvergenzanalyse aller
hier untersuchten Iterationsverfahren dar. Wir benotigen einige Definitionen.

Definition 12.3. Eine Abbildung ® heisst Selbstabbildung von M C K", falls ® : M —
M gilt. Ist & Lipschitz-stetig, d.h. gilt

[D(x) = @()|| < Lllz -yl fir alle z,y € M,

mit Lipschitz-Konstante 0 < L < 1, so heisst ® kontrahierend.
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12 Iterative Losungsverfahren

Definition 12.4. Sei ® : M — M eine Selbstabbildung von M C K". Ein Punkt x € M
heisst Fixpunkt von ®, falls er der Fixpunktgleichung x = ®(z) geniigt.

Satz 12.5. Sei ® eine kontrahierende Selbstabbildung der abgeschlossenen Menge M C K"
mit Lipschitz-Konstante 0 < L < 1. Dann existiert genau ein Fixpunkt x € M von ®. Gegen
diesen konvergiert die Folge {xy}ren definiert durch zy,1 = ®(xy) fiir alle xy € M linear,
und es gilt fiir k € N

(i) ok — || < Lz — ||, “Monotonie”
(i) |lzx — 2| < £ 21 — 2o, “a-priori Schranke”
(iii) ||zks1 — z|| < tZ7 |lwksr — 2kl “a-posteriori Schranke”

Beweis. Aufgrund der Kontraktionseigenschaft von & gilt fiir £ > 1
lones — oxll = 10(2) — Do)l < Lllog — sl < . < Loy — ol (12.1)

Wir zeigen nun, dass {xj}ren eine Cauchy-Folge ist. Dazu seien € > 0 und m,n € N mit
m>n> N, wo N € N so gewdhlt ist, dass L"||x1 — || < (1 — L)e. Aus (12.1) erhilt man

|2 — 2n|l < |2 — Tl + | Tm—1 — Tzl + - + [[T41 — 24|
< (L™ LM+ L) |2 — |
LTL
1—-L

(12.2)
<

||I’1 — ZL‘()H S E.

Wegen der Vollsténdigkeit von M besitzt {xy }ren einen Grenzwert z € M. Aus
|z —@(@)]| < |z — k]| + |z — 2(2)|| < |lz — 2kl + L |lzg—1 — =

sieht man wegen des Verschwindens der rechten Seite fiir k& — oo, dass © = ®(z). Ist Z ein
weiterer Fixpunkt, dann hat man ||z — z|| = ||®(2) — ®(z)|| < L[ — z||, woraus wegen
L < 1 folgt, dass = = .

Die Monotonie (i) und Aussage (iii) gelten wegen

et — all = (1) — @) < L |y - ]
< Llley — i1 + ais — | < Lllass — ull + L [l — .

Die Abschétzung (ii) erhélt man aus (12.2) im Grenzfall m — oc. O

Beispiel 12.6. Wir wollen die Losung von 22 = 2 mittels Fixpunktiteration bestimmen.
Dazu benétigen wir nach dem letzten Satz eine Fixpunktgleichung z = ®(x) und eine
abgeschlossene Menge M mit x € M, so dass ® : M — M eine Kontraktion ist. Sei
®(z) =2/2+4 1/x und M = [1,2]. Wegen

1 1

R e R

1
\x—y\§§|x—y| fir alle x,y € M

ist @ eine Kontraktion und Selbstabbildung von M. Die Folge xy41 = x/2+1/x; konvergiert
fiir alle 2o € M gegen den Fixpunkt z = v/2.
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12.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Die Kontraktionseigenschaft ist oft schwierig zu iiberpriifen, weil sie meistens nicht global
gegeben ist; beispielsweise ist ® in Beispiel 12.6 keine Kontraktion auf [%, 2]. Das folgende
Kriterium ist in der Regel leichter zu iiberpriifen.

Satz 12.7. Seit M C K" abgeschlossen und konvex und ® : M — M einmal stetig differen-
zierbar. Ferner sei || - || eine Vektornorm bzw. eine vertrégliche Matrixnorm. Ist

L:= sup | DO(y)|| < 1,

yeM

so hat ® genau einen Fixpunkt, gegen den die Folge {zy}ren definiert durch xy.; = ®(xy)
konvergiert.

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt fiir alle y, 2 € M

B(y) — () = /0 DO((1 — )y +£2)(y — 2) dt.

Weil M konvex ist, gilt (1 —t)y +tz € M fiir alle ¢ € [0, 1]. Also folgt

1(y) — ®(2)[| < /D ID®((1 =)y + t2)|[lly — 2] dt < Lily — =],

und @ ist eine Kontraktion auf der abgeschlossenen Menge M. O]

Korollar 12.8. Sei M C K" eine offene Menge und ® : M — K" stetig differenzierbar.
Ferner sei || - || eine Vektornorm bzw. eine vertréigliche Matrixnorm. Ist z ein Fixpunkt und
gilt || D®(z)|| < 1, so konvergiert die Folge {xy }ren definiert durch ;1 = ®(z) lokal gegen
.

Beweis. Sei 6 :=1— || D®(z)|| > 0. Wegen der Stetigkeit von D® existiert eine Umgebung
U={yeK":|z—vy| <e} C M von z mit | DP(y)|| < 1—06/2 =: L fur alley € U.
Fiir Satz 12.7 miissen wir noch zeigen, dass ® eine Selbstabbildung der abgeschlossenen und
konvexen Menge U ist. Dazu sei y € U beliebig gewéhlt. Dann gilt wegen = = ®(x)

[z = @]l = [[®(x) — 2(y)]| < /0 [IDO((1 =)z + ty)llz —yl|dt < Le <

und somit ®(y) € U. O

Wir beschéftigen uns in den beiden nédchsten Abschnitten zunéchst mit iterativen Losungs-
verfahren fiir lineare Gleichungssysteme Ax = b. Wahrend direkte Verfahren die Losung in
endlich vielen Schritten bestimmen, verbessern iterative Verfahren eine Anfangsnédherung
sukzessive. Dabei wird im Gegensatz zu direkten Verfahren die Matrix aber nicht veréndert,
sondern geht nur durch Multiplikation mit Vektoren ein. Dies ist besonders dann von Vor-
teil, wenn A z.B. schwach besetzt ist, d.h. nur eine konstante Anzahl von Eintrédgen pro Zeile
und Spalte nicht verschwinden. Im Gegensatz dazu besitzen die Faktoren der LR-Zerlegung
signifikant mehr nicht-verschwindende Eintrége pro Zeile/Spalte als A (sog. fill-in), was die
Komplexitat bedeutend verschlechtert.

99



12 Iterative Losungsverfahren

12.2 Klassische lterationsverfahren

In diesem Abschnitt betrachten wir Verfahren, die aus einer Zerlegung (sog. reguléres Split-
ting)
A=M+(A— M) von A€ K"™" regulir

mit einer reguldren Matrix M € C™*" entstehen. Die Gleichung Ax = b ldsst sich damit
auch als die Fixpunktgleichung

Mz=b—(A-M)z < v=(1—-M " A)x+M'b

schreiben. Wenn die Losung eines Gleichungssystems mit Koeffizientenmatrix M deutlich
leichter fallt und die Matrix-Vektor-Multiplikation mit A — M billig ist, kann es sinnvoll
sein, die Folge {x}}ren definiert durch

Tpi1 =Tap+c, T:=1—M7"'A c=M"b, (12.3)

mit Startvektor xq € K™ zu berechnen. Der folgende Satz charakterisiert die Konvergenz des
Interationsverfahrens (12.3).

Satz 12.9. Sei {z}ren die durch (12.3) definierte Folge. Dann gilt

(i) {1} konvergiert genau dann fiir jeden Startwert xy € K™ gegen die Losung von Az = b,
wenn p(T) < 1.

(ii) Ist || - || eine Norm auf K" bzw. die zugeordnete Matrixnorm und ist q := ||T'|| < 1, so
konvergiert {xy} fiir jeden Startwert o € K" gegen die Losung von Az = b. Ferner gilt

q q
lzk = 2]l < T llzo —@ll und |z — 2l < k41 — @]

—q I—gq

Bewets.
(i) Wegen = = Tz + ¢ gilt, dass z341 — x = Tz, + ¢ — x = T(x, — x). Sei vorausgesetzt,
dass {z} fiir jedes zyp € K" konvergiert. Sei A € C der betragsmaximale Eigenwert von
T und v € K" ein zugehoriger Eigenvektor. Betrachte den Startwert xqg = x +v. Es gilt
ry — 1 =T"(xg — ) = T" = Mo
Weil {z} konvergiert, muss p(T") = |A\| < 1 gelten.
Ist umgekehrt p(7T") < 1, so existiert € > 0, so dass p := p(7') + ¢ < 1. Nach Satz 6.20

existiert eine zugeordnete Norm || - || mit ||T||. < p(T) +e = p < 1. Sei 2 € K"
beliebig. Dann ist

e — 2l = 1T (2o — @)l < T [0 — all < p*llz — ]

Wegen p < 1 konvergiert {x;} gegen x.
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12.2 Klassische Iterationsverfahren

(ii) Ist ||7']| < 1, so gilt nach Satz 6.19 p(7") < ||T|| < 1. Nach (i) konvergiert {z;} fiir jedes
zo € K" gegen die Losung von Az = b. Ferner ist die Abbildung ®(x) := Tz + ¢ eine
Kontraktion, weil

() — ()| = 1Tz — )| < Tz —yll-
Die Behauptung folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz.

]

Beispiel 12.10. Sei A € K™*" regulédr mit positiven Eigenwerten A\; < ... < A, und o > 0.
Mit der Wahl M = o~'I in (12.3) erhiilt man das sog. Richardson-Verfahren

Tpy1 = x + a(b— Azy) = (I — aA)zy, + ab.

Weil die Iterationsmatrix 7' = I — a A die Eigenwerte 1 — a); besitzt, ist p(T) < 1 dquivalent
mit

2
1—a)l,>-1 = a<)\—.

Das Richardson-Verfahren konvergiert also fiir alle v € (0,2/\,,). Wir gehen nun der Frage
nach, fiir welches o der Spektralradius von 7" minimal ist. Wegen

p(T) = max 11— a)X| = max{|1 — a\,|, |1 —a)]|}

,,,,, n
ist aopy die Schnittstelle der beiden Funktionen

fila) =11 —aX,| und fola):=|1—a)],

I
1
AN A1
d.h.
2
—1 + OéoptAn =1- aopt/\l < Qopt = )\1 i )\n

Der Spektralradius fiir diese Wahl ist

A=A

T) = .
p(T) S,

Die Konvergenzgeschwindigkeit héngt also von der Verteilung der Eigenwerte von A ab.
Diese Beobachtung werden wir auch fiir andere iterative Verfahren zur Losung linearer Glei-
chungssysteme machen.
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12 Iterative Losungsverfahren

Im Folgenden stellen wir zwei weitere Verfahren vom Typ (12.3) vor. Dazu sei
A=A+ Ap + Ag,

wobei Ap = diag(A), Ar und Ag die strikte (d.h. ohne Diagonale) untere bzw. obere Drei-
ecksmatrix von A bezeichnen. Wir nehmen an, dass Ap regulér ist. Dies kann immer durch
Umsortieren der Zeilen-/Spaltenindizes erreicht werden. Beim Jacobi- oder Gesamtschritt-
Verfahren wihlt man M = Ap in (12.3). Die Iterationsmatrix ist dann

Ty=1-A'A=—A AL + Ap).

Komponentenweise bedeutet dies

(k4+1) 1 (k) C —
xi _a_ii<bi_;&ijxj>a 2_17"'7n7 k_07172""'
Ve

Beim Einzelschritt- oder Gau3-Seidel-Verfahren verwendet man im Vergleich zum
Gesamtschrittverfahren alle bereits berechneten Komponenten von z**1) | also

et1) _ 1 (k+1) (k) - _
x, —a—ii<bi—2aijzvj —Zaijxj), 1=1,....,n, k=0,1,2,....

J<i J>t

Dieses Verfahren entspricht der Wahl M = Ap + Ay in (12.3). Die Iterationsmatrix ist
folglich
Tas=1—(Ap+AL) 'A=—(Ap + AL) 'Ag.

Der Name “Einzelschrittverfahren” riihrt aus der Behandlung der Komponenten des Vek-
tors 2(**1) her. Diese werden einzeln und nicht wie beim Gesamtschrittverfahren auf einmal
berechnet.

Die Konvergenz von Gesamt- und Einzelschrittverfahren héangt von Eigenschaften der
Matrix A ab. In der Literatur sind unterschiedliche hinreichende bekannt, die mehr oder
weniger praktikabel sind. Wir konzentrieren uns auf eine einfache Bedingung.

Definition 12.11. FEine Matrix A € K"*" heifit diagonaldominant, falls

n
laii| > Z la;;| firallei=1,...,n.

j=1
i

Satz 12.12. Ist A € K"*" diagonaldominant, dann konvergieren Gesamt- und Einzelschritt-
verfahren fiir jeden Startvektor xy € K" gegen die Losung von Ax = b.

Beweis. Nach Satz 12.9 miissen wir nur zeigen, dass |||l < und ||Tgs|le < 1.

(i) I1Tslloe = 14D (AL + AR)loo = maxizy,_n 32 122l < 1.

|aiil
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12.2 Klassische Iterationsverfahren

(i) Sei x € K" mit ||z||cc = 1 und y = Tgx. Dann ist

T ay <Z aiyi+ ) aw””]) '

1<t 7>

Wir zeigen induktiv, dass |y;| < 1,7 =1,...,n. Der Fall i = 1 ist klar, weil

1 |a1 |
|y1|:m ZGUIJ > | Z|a1j||x]|_z ’
1 7>1 ]>1
Angenommen, es gilt |y;| <1, i =1,...,k — 1. Dann ist
il < (z ol + 3 mmm) SRS

Also gilt ||y||cc < 1 und somit

1Tas oo = nax [Tasz|e < 1.

IOO*

[]

Das GauB-Seidel-Verfahren ist zwar aufwendiger, konvergiert aber fiir bestimmte Klassen
von Matrizen schneller.

Relaxationsverfahren

Bei Relaxationsverfahren wird ausgehend von einem bekannten Verfahren ein Parameter
w > 0 mit dem Ziel eingefiihrt, den Spektralradius zu verkleinern. Sei zl-(kﬂ) das Ergebnis
einer Berechnungsvorschrift, die auf den bereits berechneten Komponenten von z*) und
z*+1 basiert. Dann wird durch

xl(k:—i-l) _ (1 (k) (k+1)

—w)z; +wz

ein neues [terationsverfahren, das sog. Relaxationsverfahren definiert. w heifit Relaxations-
parameter.

Bemerkung. Fiir w < 1 wird das Verfahren als unterrelaxiert, fiir w > 1 als {iberrelaxiert
bezeichnet. Fiir w = 1 erhilt man das urspriingliche Verfahren.

Im Folgenden wollen wir w so bestimmen, dass p(T“)) im Fall des relaxierten Jacobi- und
des relaxierten Gauf3-Seidel-Verfahrens moglichst klein ist.

Relaxiertes Jacobi-Verfahren
Das relaxierte Jacobi-Verfahren in Komponentenform lautet
(k+1) (k) (kD) (b)) _ 1 (k)
x,; —(1— ) + wz y 2 —a—ll(bz—za”I] )
J#i
also

(bt1) _ (k) W[y - =1 k=0.1.2
x, x; +aii<Z Zawx]>, 1 ey, , 1,2,

J=1

Dies entspricht der Wahl M = L Ap im Splitting und somit T}w) =1 —-wAj'A
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12 Iterative Losungsverfahren

Satz 12.13. Die Matrix ABlA besitze nur reelle Eigenwerte 0 < A\ < Ay < ... < \,. Dann
konvergiert das relaxierte Jacobi-Verfahren fiir alle w € (0,2/\,). Der Spektralradius von

Tﬁw) wird minimal fiir wep, = ﬁ, und es gilt
An — M1
T(‘*’Opt) — n )
p( J ) )\n +)\1

Beweis. T }w) besitzt die Eigenwerte 1—w);. Daher folgt die Aussage wie in Beispiel 12.10. [

Relaxiertes GauB-Seidel-Verfahren

Das relaxierte GauB-Seidel-Verfahren oder engl. Successive Overrelaxation (SOR) lautet
in Komponentenform

2D (1 )z ® g o D D) & (bi B Z aijxngrl) _ Zaij$§~k)>
v j<i j>i
und somit x5 = (1 — W)z + wzks1, Apzryr = b — Apxpy — Agrxy. Dies ist dquivalent zu
Apxpyr = (1 —w)Apzy + wb — wALTR 11 — WART
e ()= ()t ]

Hier ist ]
M = ~Ap+ AL T = (Ap + wAL) V(1 — w)Ap — wAg].

Satz 12.14. Es bezeichne Tgfg) die Iterationsmatrix des SOR. Dann gilt p(Té%)) > |w—1].
Daher kann das SOR nur fiir jeden Startwert konvergieren, falls w € (0, 2).

Beweis. Wegen ng) = (Ap + wAL) (1 — w)AD — wAg] gilt fiir jeden betragsmaximalen
Eigenwert A von ng nach Lemma 6.13

|det(1 —w)Ap — wAR|

A" > | det TS| =

|detAD+wAL|
_|det(l1 —w)Ap| |1 —w|*|det Ap| 1=
N ]detAD\ N ]detAD\ N ’

Wir haben aber auch folgendes positives Resultat.

Satz 12.15. Sei A € K"*" positiv definit. Dann konvergiert das SOR-Verfahren fiir alle
w € (0,2); insbesondere konvergiert das Gauf-Seidel-Verfahren (w = 1).
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12.3 Gradientenverfahren

Beweis. Sei (A, z) ein Eigenpaar von Tc(:ws) =] —-M71A M =w"'Ap + A;. Dann gilt
A\r = Téws)zrj =(I-M'A)r=2—M"Az
und somit Az = (1 — A\)Mz. Weil A nicht singulér ist, ist A # 1 und daher

1 7$HMx
11—\  zHAx~
Also folgt
SR 1 1 N 1 _:L'HMQ:+Q:HM:B_:EH(M+MH)$
C\TN) TIoNT IS A iHAr o Ax '

Wegen M = w tAp + Ap ist M + M¥ =2/wAp + Ap + Ap = A+ (2/w — 1)Ap. Zusam-
mengefasst gilt

1 (A4 (2/w—1)Ap)x 2 2 Apx
2Re(1_/\)— AL =1+ ;—1 — > 1,

>0

da mit A auch Ap positiv definit ist. Mit A = o +if ist

1 1 -«
v (25) =2 (=) e

und somit
(1-a)P+82<2-2a < [N'=a’+8*<2-2a—1+2a=1.

Alle Eigenwerte von T, ((;WS) sind also betragsméfig kleiner als 1. Nach Satz 12.9 folgt die
Behauptung. O

Bemerkung. Die Bestimmung des optimalen Relaxationsparameters wey fiir das SOR-
Verfahren féllt im Allgemeinen schwer. Beim SOR-Verfahren hat man aber folgendes quali-
tatives Verhalten.

p(T5)

| |
l [ l
1 Wopt 2

p(T((;“g) hat rechts von wey, die Steigung 1, die linksseitige Ableitung in wqp ist —oo. Daher
ist es besser, den optimalen Relaxationsparameter zu iiberschétzen als zu unterschétzen.

12.3 Gradientenverfahren

Im Folgenden betrachten wir positiv definite Matrizen. Bisher war diese Eigenschaft bzgl.
des euklidischen Skalarproduktes zu verstehen. Dies verallgemeinern wir nun.
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12 Iterative Losungsverfahren

Definition 12.16. Eine Matrix A € K"*" heifit positiv definit bzgl. eines Skalarproduktes
(+,-) auf K", falls A selbstadjungiert ist, d.h. es gilt (Ax,y) = (z, Ay) fiir alle x,y € K",
und falls (x, Az) > 0 fiir alle 0 # z € K.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir bzgl. (-,-) positiv definite Matrizen A
durch (z,y)a = (z,Ay) ein weiteres Skalarprodukt definiert ist. Die dadurch induzierte
Norm ||z|[4 := +/(z, Az) wird als Energienorm bezeichnet.

In diesesm Abschnitt werden wir einen anderen Zugang zur Losung grofidimensionierter
Gleichungssysteme

Ar =D (12.4)

mit positiv definiter Matrix A € K™*™ und gegebener rechten Seite b € K" kennenlernen.
Dazu formulieren wir (12.4) als dquivalentes Minimierungsproblem der Funktion

fly) = %(y,Ay) —Re (y,b).

Lemma 12.17. Die Lésung = von (12.4) ist das eindeutige Minimum von f, und fiir alle
y € K" gilt

F&) = (@) = 5lly ~ <3

Beweis. Wegen

1 1 1 1 1
Fy) = 5, 9)a = Re(y,2)a = 5y =2y —2)a = gl = Slly — =% = Sll=l%
ist f minimal fiir y = x. O
Um das Minimum von f zu finden, verfolgen wir die Strategie, ausgehend von x; € K"
den néchsten Punkt z;.; € K" durch Minimierung von f auf der Geraden durch z; in einer
gegebenen Richtung p, € K™ zu bestimmen (sog. Liniensuche), d.h.

Tyl = T + APk, (125)

wobei die Schrittweite ay, so gewéhlt ist, dass f(z41) = f(2) + 3||2)11 — [/} minimal unter
allen z, 4+ apy, a € K| ist.

Lemma 12.18 (Projektionssatz). Sei L C K" ein Unterraum und U := u+ L, u € K",
ein affiner Unterraum. Dann existiert zu x € K" das eindeutig bestimmte Element bester
Approximation ' € U, d.h. es gilt

— || = inf ||z — y].
le =2’ = inf llz — |

Genau 2’ erfiillt (x — 2/, z) = 0 fiir alle z € L.
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12.3 Gradientenverfahren

Beweis. Indem wir x durch x —u ersetzen, diirfen wir v = 0 annehmen. Sei d = inf ¢y ||z —y||
und {y, }nen C U eine Folge mit lim,, . ||z — y,|| = d. Dann existiert zu € > 0 ein N € N,
so dass ||z — y,||> < d? + ¢ fiir alle n > N. Mit der Parallelogramm-Gleichung erhalten wir
fir m,n > N

Ym = yall* = 20|z = yul* + 2ll2 = yall® = Iy + yn — 22 < 4d” + 42 — 4d* = 4e,

weil aus 5(ym + y5) € U folgt ||2(ym + yn) — x| > d. Also ist {y,}nen eine Cauchy-Folge,
die wegen der Abgeschlossenheit endlichdimensionaler Réume gegen ein 2’ € U konvergiert.
Dies ist das gesuchte Minimum. Ist 2" € U ein weiteres Element bester Approximation, so
gilt wie oben

|z’ —2"|| = 2|z — 2||* + 2|z — 2"||* — ||2" + 2" — 2z||* < 4d* — 4d* = 0,

woraus die Eindeutigkeit folgt.
Angenommen, es gibt ein 2z € U mit « := (z — 2/, 2) # 0. Betrachte v := 2’ + az/||z||*.
Dann gilt

o x of?
o= ol = = o' — el = - @ - 2Re (- o) +
EE AN EE
2
—llo =P = 121 < e ~ .

Aus diesem Widerspruch folgt (z — 2, z) = 0 fiir alle z € U. Ist umgekehrt (z — 2’,2) =0
fiir alle z € U, so folgt wegen 2’ —y € U fiir alle y € U

lz =yl = llz = &' + 2Re (v — 2/, 2" — y) + [l2" = y*

=z —2'I* + 2" —ylI* = [l — 2/|I*.

Pk

Tk

Wegen Lemma 12.18 wihlen wir xyq als die bzgl. (-, )4 orthogonale Projektion von z auf
die Gerade {x + apg, o € K}. Wir erhalten

Pk
g
[r2aio

p
Thy1 = Tf + (mﬁ — xy)

und somit
o) = (pk733 - xk)A _ (pk,Aﬂf - A»Tk) _ (pk,rk)
(P, Pr) A (pr, Apx) (pr, Apr)
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12 Iterative Losungsverfahren

mit dem Residuum r, = b — Azy. Der Ausdruck |[|rg| ist ein Ma$ fiir den Fehler, und
|7x]| = 0 impliziert Azy, = b. Obige Wahl von ay, stellt sicher, dass {f(xy)}ren eine monoton
fallende Folge ist. Denn es gilt mit (12.5)

1 1
flzg) — f(Tps1) = 5(9% xr)a — Re (xp, x)a — §($k+1, Tpi1)a+ Re(xpy1,7)4
~ 1(p, & — ap)al?

2 leeliA

> 0.
Im Folgenden betrachten wir zwei Verfahren durch spezielle Wahl der Suchrichtung py..

Gradientenverfahren

Fiir dieses Verfahren nehmen wir an, dass K = R und (z,y) := 2"y das euklidische Skalar-
produkt ist. Sei die Suchrichtung

pr=—Vf(zy) = —Ary +b=ry
in Richtung des steilsten Abstieges gewéhlt. Dann gilt

2
ak:LH und 7py; =b— Axp = b — Az — apAry, = i, — apAry.
I . .
(Tk,ATk)

Algorithmus 12.19 (Methode des steilsten Abstiegs).
Input: A € R™" positiv definit, b, zo € K" und Fehlertoleranz ¢ > 0.
Output: Folge {zx}reny C R"

ro = b — Axg;
k= 0;
do {
_ ml® .
O = (rg,Arg)?

Tk4+1 = Tk + OgTk;
Thl = Tk — O ATY;
k=k+1,;

} while (||ry|| > e);

Satz 12.20. Ist A € R™*" positiv definit, so konvergiert das Gradientenverfahren (Algo-
rithmus 12.19) fiir jeden Startwert xo € R", d.h. es gilt

cond(A) — 1
ok — 2l < 2Dy o,

cond(A) +

wobei cond(A) = ||Al|2|| A~ |2 die Kondition von A bezeichnet.

Beweis. Sei T, := I — aA, a € R, die Iterationsmatrix des Richardson-Verfahrens aus
Beispiel 12.10. Dann gilt

ek — x||a < ||lzk + arg — z||a = ||Taxk + ab — Tox — abl|a = || Ta(xr — )] a.
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12.3 Gradientenverfahren

Sei vy, ...,v, € R" eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A und \; < ... < A, die
zugehorigen Eigenwerte. Fiir y = Z:.L:l c;v; gilt

n

’|TayH,24 = (Taya ATay) = Z Cl(l - C%)\i)Cj)\j(l — Oé)\j) (’Ui, Uj)
——

i,j=1
J o

=Y Al = a? < max [1—aA ) hi = pA(T) [yl

=1 v i=1

-~

p*(Ta)

Also folgt ||zgr1 — z||a < p(T,)||zr — x||a. Aus Beispiel 12.10 wissen wir bereits, dass fiir
O = Qlopt
A'rL - A1 i‘\_n —1
p(Taopt) = = )\1
)\n + )\1 /\—’1’ +1

minimal ist. Die Behauptung folgt aus Satz 6.18, weil

_ _ 1
4l = p(A) = Ay A7 = plA) = -

1

Bemerkung. Wegen
cond(A) —1 2
cond(A)+1 = cond(A) +1
liegt zwar immer Konvergenz vor, die Konvergenzgeschwindigkeit kann bei grofier Kondition
aber gering sein.

<1

Verfahren der konjugierten Gradienten

Das folgende von Hestenes und Stiefel im Jahr 1952 vorgestellte konjugierte Gradienten-
Verfahren (engl. Conjugate Gradients (CG) method) ist wohl das effizienteste bekannte Ver-
fahren zur Losung linearer Gleichungssysteme Ax = b mit bzgl. eines Skalarproduktes (-, -)
positiv definiter Matrix A. Bei diesem Verfahren sind die Suchrichtungen p, paarweise kon-
jugierte Vektoren.

Definition 12.21. Zwei Vektoren x,y € K" heifien konjugiert bzgl. A und (-,-), falls
(x,y)A = (Z’,Ay) =0.

Bemerkung. Sind n Vektoren v; # 0, i = 1,...,n, paarweise A-konjugiert, so bilden sie
eine Basis von K”. Dies sieht man, weil aus

i Bivi =0
=1

durch Multiplikation mit v; folgt

n

> Bilvg,v)a = Bi(v5v5)a

i=1

und hieraus §; =0, 7 =1,...,n.
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12 Iterative Losungsverfahren

Lemma 12.22. Seien py, . .., p,_1 paarweise A-konjugierte Vektoren. Dann liefert die durch
(12.5) definierte Folge fiir jedes xoy € K™ nach (héchstens) n Schritten die Lésung x = A™'b.

Beweis. Wegen

n—1
P =Tn1 = O Apn_y =10 — Y i Ap;
i=t
fiir 0 < ¢ < n ergibt sich
n—1
(pern) = (pes7e) = D ctilpe, Api) = (e, 1) — e(pe, Ape) = 0.
i=t
Weil {po,...,pn_1} eine Basis von K" bildet, ist somit r, = 0. O
In der Regel ist ein A-konjugiertes System {py, ..., pn—1} von vornherein nicht vorhanden.

Es kann aber schrittweise auf Basis des Residuums nach folgender Vorschrift gebildet werden:

(P, ATi41)

, k>0.
(Pk, Apk)

Do =70, DPktl = Tht1 +WPr mit vy, = —

Lemma 12.23. Sei r; # 0 fiir j < k. Dann gilt
(i) (pj, ) =0 fiir alle j < k,
(ii) (rj,rx) =0 fiir alle j < k,

(iii) die Vektoren {py,...,pr} sind paarweise A-konjugiert.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass

(Prs Tha1) = (P, e — A Apr) = (Pr, ) — (pPr, Apr) =0 (12.6)

nach Wahl von «ay. Wir zeigen die Behauptung per Induktion iiber k. Fiir £ = 1 erhélt man
(i) und (ii) aus (12.6), (iii) folgt aus

(Po, Ap1) = (po, Ar1) + Y0(po, Apo) = 0.

Die Behauptung sei wahr fiir ein k. Dann erhélt man (i) fir j = k aus (12.6). Fir 0 < j <k
folgt (i) mit der Induktionsannahme aus

(Pj Try1) = (05, 7% — xApr) = (pj, k) —cu (pj, Apr) = 0.
=0 =0

Wegen r; = p; —vj—1pj—1, 0 < j < k+1, erhdlt man ferner (ii) aus (i). Die A-Konjugiertheit
von pg und pg1 folgt wegen

(Prs Aprt1) = (D, Aritr) + Ye(pr, Apr) = 0.

Fiir 0 < 7 < k folgt mit der Induktionsannahme

(pj, Apk+1) = (pj7 A(Tk+1 + ’Ykpk» = (pj7 ATk+1) + %(pja Apk) = (pja Ark—i-l)
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12.3 Gradientenverfahren

und wegen (ii)

a;(py, Aprr1) = @;(ps, Argea) = (15 — 1501, 7%01) = (75, 701) — (731, 70p1) = 0.

=0 =0

Dabei kann «; nicht verschwinden, weil sonst (r;,p;) = (7j41,p;) = 0 und somit

0= (7“3‘,7“3' + 7j—1pj—1) = (Tjﬂ“j) + V-1 (Tjapj—l) = ||7”j||2
=0

wére. Dies widerspricht aber der Vorraussetzung. O]

Im folgenden Lemma stellen wir eine Beziehung des CG-Verfahren zu dem sog. Krylov-
Raum
Kr(A, o) := span {rg, Arg, ..., A¥ 'rg}

her.

Lemma 12.24. Sei r; # 0 fiir j < k. Dann gilt
span {xq, ...,z } = o + KCp(A, 7o) (12.7)

und
span {po, ..., pr_1} = span{ro, ..., rx_1} = Kr(A, o). (12.8)

Beweis. Wir zeigen den Beweis per Induktion iiber k. Fir & = 1 sind (12.7) und (12.8)
offenbar wahr. Aus pp = rx + Yx_1pr_1 erhédlt man

span {po, ..., pr} = span{rg, ..., x}.
Mit r, = rp_1 — ap_1Ap, sieht man
span {ro, ..., rx} = Kgr1(4,ro).
(12.7) folgt nun aus xp11 = =) + agpy. O
Bemerkung.

(a) Man beachte, dass A nur durch die Anwendung auf Vektoren in Verfahren eingeht, die
auf Krylov-Rdumen basieren.

(b) Die Wahl der Parameter entsprechend Fletcher-Reeves

_ (re, k) = (Tht1, Tht1)
(pm Apk) 7 (Tk, Tk)

liefert wegen der Orthogonalitédtsbeziehung von Lemma 12.23 ein mathematisch dquiva-
lentes Verfahren, das sich in der Praxis allerdings als stabiler und effizienter erwiesen
hat.

111



12 Iterative Losungsverfahren

Algorithmus 12.25.
Input: A€ K™ positiv definit bzgl (-,-), b, xg € K" und Fehlertoleranz £ > 0.
Output: Folge {zk}ren
po =10 = b — Axg;
k= 0;
do {
(k7).

a g
b (pk,Apr)’
Tpi1 = Tk + QP

Tk+1 =Tk — apApg;
(Tk+177”k+1) .

Ve = )
Dk+1 = Tk+1 + VkDk;
k=k+1,;

} while (|lrell > €);

Die Iterierten x; des CG-Verfahrens erweisen sich als Bestapproximationen an x im Krylov-
Raum (A, 7).

Lemma 12.26. Es gilt

T — X4 = min —zl4.
o~ alla= _ min |y =alla

Insbesondere gilt wegen KC(A,rg) C Kiri1(A,10), dass ||zgr1 — x||a < ||zx — z||a. Das CG-
Verfahren ist also monoton.

Beweis. Nach Lemma 12.24 wissen wir, dass x, € xg + Kr(A,19). Fir y € xo + Ki(A4, 10)
setze 0 1=z, — y € Ki(A,19). Dann gilt

ly = =ll% = lly — 2 + 2 — 2l% = lly — 23 + low — 2[5 + 2Re (3, A(z — z)).
——

Tk

Nach Lemma 12.24 ist 6 € Ki(A,79) = span{po,...,pk_1}, und Lemma 12.23 impliziert
(0,7) = 0. Also wird das Minimum von

ly — 2ll% = ll011% + Nl — %
genau fiir § =0 <= y = x; angenommen. m

Weil normalerweise eine Genauigkeit ¢ > 0 der Iterierten x; ausreichend ist, werden in
Algorithmus 12.25 oft weniger als n Schritte ausgefithrt. Um die Anzahl der Schritte, die
fiir eine vorgegebene Genauigkeit benttigt werden, abzuschéitzen, geben wir die folgende
Fehlerabschétzung an.

Satz 12.27. Ist A € K™*" positiv definit bzgl. (-,-), so konvergiert das CG-Verfahren und

es gilt

k

/cond(4) — 1

o —afla <2 (LMD = 1) e k=101,
Veond(A) + 1
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Beweis. Nach Lemma 12.24 gilt x;, = 2o + prp(A)ro fiir ein py € [I;_; und somit
z —x = x0 + pr(A)A(r — 20) — 2 = q(A)(z0 — 7), ¢q(x) :=1—zpK().
Es gilt ¢ € Ty := {p € I : p(0) = 1}. Ferner gilt nach Lemma 12.26

|2k — x4 = min [|p(A)(zo — 2)]| 4.
p€elly,

Sei vy, ..., v, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; < ... < A,
von A und zg —x =Y, a;v;. Dann folgt aus

p( xO - 17 Z Oé@p Z Oz,p Uza

dass

Ip(A) (o — 23 = (p(A) (w0 — 2), p(A) (0 — 2))a = Y @iazp(A)p(Ny) (vi, 7).

ij=1

n
ZZ\%\ PO Plluillh < max [p(A)1* Y e [luill
i=1

.....

= maX Ip(A z’)| ||l’o—$||§x

.....

und somit
|z — z||la < min max Ip(A)] ||zo — ]|
per .....
Daher geniigt es, ein Polynom in II), zu finden, das die gewiinschte Abschéitzung liefert. Ist
An = Aj, S0 existiert p € II), mit p(A) = 0, was ||lxp — z||la = 0 zeigt. Im Fall A, > )\
verwenden wir nach Satz 10.20 das Tschebyscheff-Polynom

(L’—/\l

Tu(z) = %&3) €y, tx) =2

Nach Satz 10.18 (ix) gilt

] k
Ty (to) = 3 <to+ t%—l) =5

und nach Satz 10.18 (v)

k
. A —1
s (TN = <2< e )

Veond(A) +1

]

Bemerkung. Will man mit Hilfe des CG-Verfahrens die exakte Losung berechnen, so
miissen hochstens n Schritte durchgefiihrt werden, von denen jeder nur eine Multiplika-
tion von A mit einem Vektor benotigt. Der Gesamtaufwand ist dann von der Ordnung n?.
Ist A schwachbesetzt, so geniigen O(n) Operationen pro Iterationsschritt. Ist ferner eine Ge-
nauigkeit € > 0 der Approximation an die Losung ausreichend, so gilt nach dem letzten Satz
|z — ][4 < 29¥||xg — 2|l mit einem v < 1. Ist 2¢0* <& <= k > log,(g/2) und ist zo = 0,
so hat x4, k > log, (¢/2), mindestens Genaugkeit ¢. In diesem Fall ist die Gesamtkomplexitét
von der Ordnung nlog, ¢.
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