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Blatt 3

1 Einfithrung

Die Aufgaben von Blatt 2 haben gezeigt, dass sich das GAUSS-SEIDEL-Verfahren durch eine
Uberrelaxation verbessern lisst. Trotzdem ist die Verwendung des CG-Verfahrens fiir allge-
meinere Probleme besser geeignet, da die Berechnung eines optimalen Relaxationsparameters
entféllt. Des Weiteren wurden Vorkonditionierer vorgestellt, die die Anzahl der CG-Schritte
reduzieren.

Teil dieses Aufgabenblatts wird es sein, die auf dem letzten Blatt erwidhnte IC-Zerlegung als Vor-
konditionierer fiir den diskretisierten zweidimensionalen LAPLACE-Operator zu implementieren.
Hierbei kann es besonders fiir grole Gleichungssysteme von Vorteil sein, die Vorkonditionierung
blockweise durchzufiihren und somit jeden Teil der Matrix unterschiedlich zu behandeln und
dadurch eine Parallelisierung zu ermoglichen.

2 ILU-Zerlegung

Die unvollstdndige LU-Zerlegung fiihrt bei schwach-besetzten Gleichungssystemen, auf einen
brauchbaren Vorkonditionierer fiir das CG-Verfahren. Diese Methode lésst sich damit ohne
genaue Kenntnis der Eintrage beziehungsweise der genauen Struktur der Matrix einsetzen und
ermoglicht in den meisten Féllen eine Verringerung der Schrittzahl. Der folgende Algorithmus
beschreibt die ILU-Zerlegung, die im Vergleich zur LU-Zerlegung eine zuséitzliche Menge Z
benoétigt, die die zu besetzenden Stellen angibt.

fork=1:n—1do
fori=k+4+1:ndo
if (i,k) € Z then a;, := a;/akk
forj=k+1:ndo
if (7,,]) € Z then a;; := a;j — Ak Ak

Algorithmus 2.1: ILU-Zerlegung
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Ohne Fill-In

Die einfachste Version der ILU-Zerlegung besteht darin, die Eintrédge der Matrizen L und U nur
fir die Stellen zu berechnen an denen A ungleich Null ist. In diesem Fall ist Z := {(4, j) | a;; # 0}.
Die ILU-Zerlegung stimmt an (¢, j) € Z mit der LU-Zerlegung tiberein. Alle anderen Stellen in
L beziehungsweise U werden null gesetzt.

Mit Fill-In

Hierbei werden bei der Zerlegung zusétzliche Eintrdge der Matrix A als ungleich Null betrachtet.
Dadurch wird die Menge Z durch zusétzliche Indizes vergréflert und die Approximation an die
Matrix A genauer. Die Anzahl der CG-Schritte kann so verringert werden.

Zur Realisierung dieser Methode wird mittels einer Funktion jedem Eintrag der Matrix A
ein Fill-In-Niveau zugeordnet. Dabei haben die Eintrdge, in denen A ungleich Null ist, ein
Fill-In-Niveau von Null. Das bedeutet, dass diese Eintrage in jedem Fall verwendet werden. Fiir
alle restlichen Eintrdge konnen unterschiedliche Strategien gewéhlt werden, die die Struktur der
Matrix, den Rechenaufwand oder die Genauigkeit der Approximation bevorzugen.

Mit Struktur

Eine weitere Moglichkeit ist, die Eintrdge der Matrizen L und U ungeachtet der Struktur der
Matrix A festzulegen. Das heif3t, dass die Menge Z bestimmte Indizes beinhaltet, die unabhéngig
von A sein konnen. Dabei kénnen beispielsweise numerische Gesichtspunkte fiir eine moglichst
einfache Struktur in den Vordergrund gestellt werden.

3 1C-Zerlegung

Die unvollstandige CHOLESKY-Zerlegung kann &hnlich wie die ILU-Zerlegung erstellt werden.
Hierfiir muss darauf geachtet werden, dass lediglich die Berechnung der unteren Dreiecksmatrix
notig ist. Das resultierende Verfahren ist gegeniiber der ILU-Zerlegung numerisch stabiler, kann
allerdings lediglich fiir symmetrische Matrizen verwendet werden. Der Algorithmus hat die
folgenden Gestalt:

for j =1:ndo
fork=1:j—1do
ajj = ajj — ajy
fori=3j+1:ndo
fork=1:j—1do
if (’L,]) € Z then Qij = Qij — QikAjk
07: if (4,7) ¢ Z, (3, k), (j, k) € Z then
ajj = Gjj — Qikajk
Ai; = Qii — Ak ik
ajj = \/ajj
fori=3j41:ndo
if (2,]) € Z then A5 = aij/ajj

Algorithmus 3.1: IC-Zerlegung

Die Bedingungen an die Menge Z sind die gleichen wie bei der ILU-Zerlegung beschrieben.
Dabei héngt die optimale Wahl der Elemente in Z von der Problemstellung ab. Allerdings
fithrt eine Wahl ohne Fill-In bei den meisten Problemstellungen bereits zu einer deutlichen
Beschleunigung des CG-Verfahrens.



In den Zeilen 07-09 werden die Diagonalelemente korrigiert, so dass die Gleichung Ae = LL e
erhalten bleibt, wobei e ein passender Einsvektor ist. Dieses Korrektur kann zu einer Verbesserung
der Vorkonditionierung fiihren.

4 Block-Zerlegung

Bei strukturierten oder groflen Matrizen kann eine Zerlegung in kleinere Teilmatrizen Laufzeit
und Speicheraufwand reduzieren. Hierbei lassen sich die Block-Zerlegungen fiir direkte Verfahren
(LU- oder CHOLESKY-Zerlegung), iterative Verfahren (GAUSS-SEIDEL, JACOBI oder SOR) oder
Vorkonditionierer verwenden. Der Vorteil ergibt sich durch das Aufteilen in kleinere Probleme,
die individuell behandelt und gegebenenfalls parallel berechnet werden kénnen.

Direkte Verfahren

Das Vorgehen der Block-LU-Zerlegung entspricht dem der LU-Zerlegung mit dem Unterschied,
dass Matrizen statt Skalaren verwendet werden. Ist eine Matrix A beispielsweise in vier Blocke
geteilt, so ergibt sich folgende Darstellung;:

A (An Aw) (L 0 (Un U
Ay Az Lor Lo 0 Ux)’
wobei die Matrizen L;;, Uy; Dreiecksmatrizen und A;j, L;;, U;; von geeigneter Grofe sind.

Zunéachst wird die LU-Zerlegung von Ay in L11U7; bestimmt. Im zweiten Schritt folgen die
Berechnungen mittels Vorwarts- beziehungsweise Riickwéartssubstitution von Ujs aus L11Uys =
Ao beziehungsweise Loy aus LoyUyp = Asgq. Als letztes wird die LU-Zerlegung von Asg — Lo Uy
in L22U22 bestimmt.

Diese Zerlegung lésst sich rekursiv fortsetzen, sodass in der letzten Zerlegung die Matrizen
lediglich die Grofle 1 x 1 besitzen. Aus laufzeittechnischen Griinden ist es allerdings sinnvoller,
die Rekursion bereits vorher zu stoppen.

Auf analoge Weise ergibt sich fiir symmetrische Matrizen die Block-CHOLESKY-Zerlegung.

Iterations-Verfahren

Die Block-JAacoBI-Iteration lasst sich analog zur JACOBI-Iteration knstruieren. Dazu wird die
Matrix A in D — L — U zerlegt, wobei D eine Block-Diagonalmatrix aus den Diagonalblécken
aus A und L, U die Block-Dreiecksmatrizen sind. Damit ergibt sich die Iterationsvorschrift

Ajj$§k+1) = bj — Z A]Zﬂ’jgk)
i#]

Hierbei miissen in jedem Schritt von z®) nach z(*t1 lineare Gleichungssysteme gelost werden.
Fiir diese kleineren Gleichungssysteme kénnen LU- oder CHOLESKY-Zerlegung bestimmt wer-
den. Die Blockmatrizen A;; sollten eine Struktur aufweisen, die sich schnell invertieren ldsst.
Beispielsweise besitzt der diskretisierte LAPLACE-Operator auf den Diagonalblécken A;; eine
solche Struktur.

Auch GAUSS-SEIDEL- und SOR-Iteration lassen sich durch eine dhnliche Vorgehensweise kon-
struieren.



Vorkonditionierer

Die Idee der Blockmatrizen lésst sich ebenfalls fiir die Konstruktion von Vorkonditionierern
nutzen. Hierbei kénnen einzelne Blocke unterschiedlich behandelt werden und dadurch eine
bessere Approximation an die Inverse liefern. Der einfachste dieser Vorkonditionierer ist wie im
skalaren Fall der Block-JAcoBI-Vorkonditionierer. Hierbei werden statt der Diagonaleintrige
die Diagonalblocke invertiert und auf das entsprechende Gleichungssystem als Vorkonditionierer
angewendet.

Dieses Vorgehen ist nicht auf das JACOBI-Verfahren beschrénkt, sondern auch auf die auf Blatt 2
vorgestellten Vorkonditionierer anwendbar.

Parallelisierung

Die oben genannten Verfahren zur Verwendung von Blockmatrizen lassen es zu, gewisse Be-
rechnungen parallel durchzufiithren. Dabei ist zu beachten, dass Abhéngigkeiten von Blocken
untereinander berticksichtigt werden.

5 Aufgaben

a) Implementiere das SSOR-Verfahren als Vorkonditionierer fiir das PCG-Verfahren und
verwende folgende Funktion:

- void LaplaceMatrixSSOR: :applyPrecond(double * const x) const,
wobeil x = Cz berechnet wird und C der Vonkonditioniere des SSOR-Verfahren ist.
(Hinweis: Die Matrix C' wird dabei nicht aufgestellt.)

b) Implementiere die IC-Zerlegung als Vorkonditionierer fiir das PCG-Verfahren und gehe
wie folgt vor:

— Erstelle die Matrix-Klasse LaplaceMatrixIC mit drei Vektoren diag_, subdiag_,
subsubdiag_ vom Typ double * const, so dass die Diagonale und die beiden Sub-
diagonalen der Vorkonditionierer-Matrix C' = (LLT)~! gespeichert werden kénnen.
(Hinweis: Der Speicher muss im Konstruktor erstellt und im Destruktor wieder
freigegeben werden.)

— void LaplaceMatrixIC::initPrecond(),
wobei die Funktion die drei Vektoren diag_, subdiag_, subsubdiag_ berechnet.
Das Besetzungmuster von L entspricht dabei der unteren Dreiecksmatrix von A.

— void LaplaceMatrixIC: :applyPrecond(double * const x) const,
wobei © = Cx berechnet wird und C = (LL")™! der Vorkonditionierer der IC-
Zerlegung ist. (Hinweis: Die Matrix C ist durch die drei Vektoren diag_, subdiag_,
subsubdiag_ gegeben und durch Vorwérts- und Riickwartssubstitution zu berech-
nen.)

c) Vergleiche Rechenzeiten und Iterationsschritte fiir CG- und PCG-Verfahren (SSOR- und
IC-Vorkonditionierer) mit unterschiedlichen n und e.



