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Aufgabe 1. (Skalarprodukte, Gramsche und positiv definite Matrizen)
Es seien X ein reeller n-dimensionaler Raum, (-,-) und [-, -] Skalarprodukte auf X, und
{91,...,9n} eine Basis von X. Ferner seien o := (al,...,an)T,B = (61,...,6n)T.
Zeigen Sie:

a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes G € R™*" mit

<Z @i, Z Bigi) = aTGp .
=1 =1

G ist symmetrisch, positiv definit.

b) Es gibt ein A € R™*" mit
<Z Qi gi, Zﬁi9i> = (Aa)" (48) .
i=1 i=1

c) Es gibt eine lineare Abbildung S € L (X, X) mit
[z, 4] = (Sz,y) .
d) Es gibt eine lineare Abbildung 7' € L (X, X) mit

[z,y] = (T'z,Ty) .
(6 Punkte)



Aufgabe 2. (Polynomgrade)
Eine Funktion f(-) heisst gerade im Fall f(x) = f(—x) und ungerade im Fall der Bezie-
hung f(—z) = —f().

Betrachten Sie den Polynomraum II,, mit innerem Produkt
(fr9):= [ [fl@)g(z)w(z)dr,

wobei w(x) eine gerade nicht-negative Gewichtsfunktion ist.

a) Zeigen Sie, dass (f,g) = 0, wenn f ein gerades und ¢ ein ungerades Polynom (aus
I1,,) ist.

b) Die Monome aus II,, ordne man so an, dass erst die geraden und dann die ungeraden
kommen, also (v, ...,v,) = (1,22, 2% ... 2,23,...). Zeigen Sie, dass die zugehorige

Gram-Matrix G™ Block-Gestalt hat.

c¢) Berechnen Sie fiir diese Anordnung und a = 1, n = 4, w = 1 die zugehérige Gram-
Matrix G™. Geben Sie auflerdem die Konditionszahlen der (Unter)matrizen G",n =
0,1,2,3 beziiglich der [|-|| an.

(4 Punkte)
Aufgabe 3. (QR-Zerlegung, Gram-Schmidt)
Es sei A € R™™ eine reguldre Matrix mit Spaltenvektoren ai,...,a, € R™ und
q1,---,qn € R" die durch das Gram-Schmidt-Verfahren gewonnene Orthonormalbasis,
d.h.
Jj—1 1
gj = aj —Z(aj,qk>qk und  gj = 7= fir j=1,...,n.
2 e
(aj,qp) furk <y
a) Zeigen Sie, dass fir R € R™" mit r; = gl firk=j » die Zerlegung
0 sonst
A = QR folgt.
1 2 0
b) Berechnen Sie Q und R fir A= {0 1 2
1 0 2
(3 Punkte)
Aufgabe 4. (Gram-Schmidt-Verfahren)
Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren von der Monombasis 1, z, ..., 2% auf
[0, 1] ausgehend eine Orthonormalbasis zum Skalarprodukt (f,g) = f01 fg fiir TIs.
(3 Punkte)



