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Definition

Eigenwertproblem
Zu einer Matrix A ∈ Rn×n sind gesucht λ ∈ C und v ∈ Cn mit
∥v∥ = 1, so dass

Av = λv.

λ heißt Eigenwert zum Eigenvektor v und (λ, v) Eigenpaar von A.

Das Problem ist nichtlinear, denn λ und v sind gesucht und
das Produkt λv taucht in der Problemstellung auf.



Motivation: Schwingungen

Erinnerung: Brückenproblem/Tragwerk

Gesucht war bisher statisches Gleichgewicht unter äußeren
Kräften

Nun fragen wir nach dem dynamischen Verhalten: Die
Positionen der Gelenke zi sind nun zeitabhängig (i = 1, . . . , 8).

Position zi : [0, T] → R2,
Geschwindigkeit z′i : [0, T] → R2,
Beschleunigung z′′i : [0, T] → R2,
Auslenkung : xi(t) := zi(t)− zi(0)

Schwingungsverhalten der Brücke

Schaukelt sich die Auslenkung auf, Resonanzen, Einsturz der
Brücke



Motivation: Schwingungen

Auslenkung aus Gleichgewicht bewirkt Rückstellkraft

FR = −Ax(t) ∈ R16, A Steifigkeitsmatrix

Newtonsche Gesetze fordern (M Massen der Gelenke)

FR = −Ax(t) = Mx′′(t)

Gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

Mx′′(t) + Ax(t) = 0

Betrachte spezielle Lösungen (Vereinfachung M = I)

x′′(t) + Ax(t) = 0

A ist sym.pos.def., Eigenvektoren v sind VONS, Eigenwerte
λ > 0



Motivation: Schwingungen

Ansatz
x(t) = cos(

√
λt)v

Erfüllt

x′(t) = −
√
λ sin(

√
λt)v , x′′(t) = −λ cos(

√
λt)v

Außerdem gilt Av = λv, somit x′′(t) + Ax(t) = 0.

Die Funktion
z(t) = z(0) + cos(

√
λt)v

beschreibt eine cos-Schwingung des Tragwerks (Positionen der
Gelenke) um die Ausgangslage z(0).

Je größer der Eigenwert λ, um so schneller schwingt die Brücke.

Keine Dämpfung im System, periodischer Lösungsverlauf,
wenig realistisch.



Motivation: Schwingungen

Reibung bewirkt eine weitere Kraft neben der Rückstellkraft

FF = −Dx′(t)

Insgesamt erhalten wir das Modell

Mx′′(t) + Ax(t) + Dx′(t) = 0

Lösung dieses Problems (M = I) sind

x(t) = exp(−Dt
2
) cos(ωt)v , ω :=

√
λ− D2

4
.

Ein einmal ausgelenktes/angeregtes System kommt also nach
einer gewissen Zeit wieder zur Ruhe.



Motivation: Eigenwerte & Sicherheit

Wenn wir aber eine dauerhafte Anregung haben

Mx′′(t) + Ax(t) + Dx′(t) = cos(ω0t)v

in Richtung eines Eigenvektors v, können wieder periodische
und sogar anwachsende Lösungen auftreten.

Für ω0 =
√
λ, wobei λ der Eigenwert zu v ist, ist die Amplitude

der Schwingung am größten und abhängig von der Dämpfung
D kann sich die Schwingung aufschaukeln und die Brücke wird
instabil.

Eigenwerte und Bauwerke
Eine Spektralanalyse (Eigenwertanalyse) der Steifigkeitsmatrix von
Bauwerken wesentliche Aufgabe für die Sicherheit. Besonders
wichtig das Prüfen, ob mögliche/wahrscheinliche Anregungen
(Erdbeben, Wind) zu Resonanzen führen können.



Was sind Eigenwerte?

Eigenwertproblem
Zu einer Matrix A ∈ Rn×n sind gesucht λ ∈ C und v ∈ Cn mit
∥v∥ = 1, so dass

Av = λv. (1)

λ heißt Eigenwert zum Eigenvektor v und (λ, v) Eigenpaar von A.

Charakteristisches Polynom
Eine Zahl λ ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn gilt

det(A− λI) = 0

Spektrum

σ(A) := {λ ∈ C : det(A− λI) = 0}



Theoretische Grundlagen

Ähnliche Matrizen
Zwei Matrizen A und B heißen ähnlich, wenn für ein beliebiges
nicht-singuläres T gilt

B = T−1AT

Invarianz des Spektrum
Ähnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom und
damit auch Spektrum

σ(A) = σ(T−1AT), T beliebig nicht-singulär

Diagonalisierbare Matrizen
Eine Matrix A heißt diagonalisierbar, wenn A zu einer
Diagonalmatrix ähnlich ist. A ist genau dann diagonalisierbar, wenn
A genau n linear unabhängige Eigenvektoren hat. Falls alle n
Eigenwerte von A verschieden sind, dann ist A diagonalisierbar.



Theoretische Grundlagen

Schur-Faktorisierung
Zu jeder Matrix A ∈ Cn×n gibt es eine unitäre Matrix Q,R ∈ Cn×n,
so dass

QHAQ = R , {diag(R)} = σ(A) .

Selbst, wenn A ∈ Rn×n gilt im Allgemeinen Q,R ∈ Cn×n.

Reelle symmetrische Matrizen
Jede reelle symmetrische Matrix A läßt sich mittels einer
orthogonalen Matrix Q ∈ Rn×n ähnlich auf eine reelle
Diagonalmatrix D transformieren.

QTAQ = Q−1AQ = D , diag(σ(A)) = D

A besitzt somit nur reelle Eigenwerte und n linear unabhängige
Eigenvektoren (Spalten von Q).



Eigenschaften & Abschätzung

Eigenschaften
Für A,B ∈ Rn×n gilt

Für A nicht-singulär: λ ∈ σ(A) ⇔ λ−1 ∈ σ(A−1).

λ ∈ σ(A) ⇒ λ̄ ∈ σ(A)

σ(A) = σ(AT)

σ(AB) = σ(BA)

Erste Abschätzung - induzierte Matrixnorm
Für alle λ ∈ σ(A) gilt |λ| ≤ ∥A∥.



Variationelle Charakterisierung

Rayleigh Quotient & Wertebereich

µA(x) :=
⟨Ax, x⟩
⟨x, x⟩

, WA := {µA(x) : x ∈ Cn \ 0}

Mit einem beliebigen gegebenen Innenprodukt.

Eigenschaften
σ(A) ⊂ W(A).

Hausdorff: conv(σ(A)) ⊂ W(A).

Für normale A ∈ Cn×n gilt conv(σ(A)) = W(A)

W(A) ist zusammenhängend.

Ist A hermitesch, dann ist W(A) das reelle Intervall [λmin, λmax].

Ist A schiefhermitesch (AH = −A), dann ist W(A) ein rein
imaginäres Intervall.



Variationelle Charakterisierung

Rayleigh
Für A ∈ Kn×n hermitesch, die reellen Eigenwerte λi seien absteigend
sortiert, {ui} seien die orthonormalen Eigenvektoren und

E0 := {0} , Ej := span⟨u1, . . . , uj⟩ .

Dann gilt
λj := max

x∈E⊥j−1\0
µA(x) = min

x∈Ej\0
µA(x) .

Courant-Fischer
Für A ∈ Kn×n hermitesch und

Uj := {u ∈ Kn : dim(U) = j}

gilt
λj := min

U∈Un+1−j
max
x∈U\0

µA(x) = max
U∈Uj

min
x∈U\0

µA(x) .



Störungsanalyse & Kondition des EWP

Bauer & Fike
Sei A ∈ Cn×n eine diagonalisierbare Matrix, d.h.

V−1AV = diag({λi}), {λi} = σ(A)

Sei µ ein Eigenwert von der gestörten Matrix A+ E, dann gilt

min
1≤i≤n

|λi − µ| ≤ ∥V∥p∥V−1∥P∥E∥p = κp(V)∥E∥p

mit p = 1, 2,∞.

Symmetrische Matrizen
Sei A ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix und µ ein Eigenwert von
der gestörten Matrix A+ E, dann gilt

min
1≤i≤n

|λi − µ| ≤ ∥E∥2.



Eigenwert-Einschließungen

Weyl
Seien A,B ∈ Cn×n hermitesch, dann gilt

|λj(A)− λj(B)| ≤ ∥A− B∥2

Korollar
Sei A ∈ Cn×n hermitesch und {a′ii ∈ R} eine Permutation der
reellen Diagonaleinträge von A mit a′ii ≥ a′jj für j > i. Dann gilt für
die absteigend sortierten Eigenwerte von A

|λj(A)− a′ii| ≤ max
j=1,...,n

n∑
k=1,k ̸=j

|ajk|, |λj(A)− a′ii| ≤

√√√√ n∑
j,k=1, ̸=j

|ajk|2



Eigenwert-Einschließungen

Gerschgorin-Kreise
Zu einer Matrix A = (ai,j) ∈ Rn×n definieren wir für i = 1, . . . , n

Ki := {z ∈ C : |z− ai,i| ≤
∑
j̸=i

|ai,j|},

die Gerschgorin-Kreise. Dann gilt, dass alle Eigenwerte von A in der
Vereinigung dieser Kreise liegen.

σ(A) ⊆
n∪

i=1

Ki



Eigenwert-Einschließungen

Bendixson
Das Spektrum von A ist im Rechteck

RB(A) := W
(
A+ AH

2

)
+W

(
A− AH

2

)
enthalten.



Approximation von Eigenwerten

Angenommen es gibt eine vollständiges System von Eigenvektoren
vi von A, dann gilt

x =
n∑

i=1

ξivi, ∀x ∈ Rn

und somit

Akx =
n∑

i=1

ξiλ
k
i vi, ∀x ∈ Rn.

Falls jetzt gilt
|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|,

dann gilt asymptotisch

Akx ≈ ξ1λ
k
1v1.



Vektoriteration/Potenzmethode

Algorithmus
Wähle Startvektor y0 mit ∥y0∥2 = 1. Für k = 0, 1, 2, . . . berechne

ỹk+1 = Ayk, λ(k) = (yk)Hỹk+1, yk+1 =
ỹk+1

∥ỹk+1∥2
.

yk approximiert einen Eigenvektor zum betragsgrößten Eigenwert,
der durch λ(k) approximiert wird



Eigenschaften
Falls y0 =

∑n
i=1 ηivi mit η1 ̸= 0, dann gilt mit q := λ2

λ1
< 1

∥ỹk∥ = |λ1|+ O(qk)

Falls λ1 > 0, gilt ∥yk − sign(η1)v1∥ = O(qk).

Falls λ1 < 0, gilt ∥(−1)k+1yk − sign(η1)v1∥ = O(qk).

Normierung um overflow zu vermeiden.

Betrag und Vorzeichen von λ1 können bestimmt werden.

Keine Garantie η1 ̸= 0 bei der Wahl von y0, aber praktisch
führt Rundung und zufälliger Startvektor dazu.



Varianten

Inverse Iteration
Ist der betragskleinste Eigenwert λn ̸= 0 (und eindeutig), kann man
A−1 iterieren. Denn die Eigenwerte λ−1

i von A−1 sind gegeben
durch die Eigenwerte λi von A und haben die gleichen
Eigenvektoren. Sie erfüllen

|λ−1
n | > |λ−1

n−1| ≥ · · · > |λ−1
1 |,

so dass die inverse Iteration λ−1
n und vn approximiert.

Gebrochene Iteration
Anstatt A itertiert man hier (A− λI)−1 für λ ̸∈ σ(A). Diese hat die
Eigenwerte (λi − λ)−1 und die Iteration approximiert den
Eigenvektor vi von A, der zum Eigenwert λi von A gehört, der am
nächsten an λ liegt.



Rayleigh-Quotienten-Iteration

Die gebrochene Iteration konvergiert um so schneller, je kleiner der
Abstand |λ− λi| ist. Daher kann man versuchen die Schätzung λ in
jedem Schritt zu verbessern.

Algorithmus
Gegeben eine Approximation (µ(0), y0) mit ∥y0∥2 = 1. Für
k = 0, 1, 2, . . . berechne

µ(k+1) = (yk)HAyk, ỹk+1 = (µ(k+1)I−A)−1yk, yk+1 =
ỹk+1

∥ỹk+1∥2
.

µ(k) approximiert einen Eigenwert von A und yk den zugehörigen
Eigenvektor



QR-Verfahren

Algorithmus
Gegeben eine Matrix A ∈ Rn×n, definiere A0 := A. Für k = 0, 1, . . .
berechne

Ak = QkRk, Ak+1 := RkQk

Ak ist eine Approximation an die Schur-Zerlegung von A

Eigenschaften
Ak+1 = QH

k AkQk

Ak+1 = (Q0 · · ·Qk)
HA(Q0 · · ·Qk)

Ak+1 = (Q0 · · ·Qk)(Rk · · ·R0)
Alle Matrizen Ak sind ähnlich zueinander.



Funktionsweise des QR-Verfahrens
Es gilt nach oben

Ak+1 = (Q0 · · ·Qk)(Rk · · ·R0) =: QkRk,

d.h. Potenzen von A lassen sich als QkRk schreiben (eine
QR-Zerlegung von Ak+1). Betrachte die erste Spalte

Ak+1e1 = QkRke1 = Qkr
(k)
1,1e1 = r(k)1,1Qke1 = r(k)1,1q

(k)
1 ,

denn Rk ist obere Dreiecksmatrix. Die Vektoriteration lässt uns
erwarten, dass q(k)

1 eine Näherung an den Eigenvektor v1 von A zum
dominanten Eigenwert λ1 ist. Nach oben gilt auch

Ak+1 = (Q0 · · ·Qk)
HA(Q0 · · ·Qk) = QH

k AQk

und somit (Qk ist unitär/orthogonal)

Ak+1e1 = QH
k Aq

(k)
1 ≈ λ1QH

k q
(k)
1 = λ1e1.



Funktionsweise des QR-Verfahrens
Ist A invertierbar, so gilt auch

A(k+1) = QkRk ⇒ QH
k = RkA

−(k+1).

Betrachten wir nun die letzte Spalte bzw. en

q(k)
n

H
= eHnQ

H
k = eHnRkA

−(k+1) = r(k)n,neHnA
−(k+1)

Analog zu oben erwarten wir jetzt

eHnAk+1 = eHnQ
H
k AQk ≈ λnq(k)

n
H
Qk = λnen.

Insgesamt also

Ak+1 =≈


λ1 ∗
0 ∗
... ∗
0 ∗
0 0 · · · 0 λn





Konvergenz des QR-Verfahrens

Diagonalisierbare Matrizen
Sei A diagonalisierbar und habe betragsmässig verschiedene
Eigenwerte |λi| ̸= |λj| und V bezeichne die Matrix der
Eigenvektoren V = [v1, v2, . . . , vn], d.h. A = VDV−1 mit
D = diag(λi). Existiert nun eine LR-Zerlegung von V−1, dann sind
die Matrizen Ak des QR-Verfahrens (von oben/d.h. ohne Shift)
asymptotisch rechte obere Dreiecksmatrizen und ihre Diagonale
konvergiert mindestens linear gegen D.



Implementierung des QR-Verfahrens

Konvergenzgeschwindigkeit |λi+1|
|λi| ≤ 1

Jede Iteration erfordert
Berechnung einer QR-Zerlegung
Produktberechnung RQ

Im allgemeinen kein effizientes Verfahren!

Effizientere Formulierung des QR-Verfahrens
Optimierung der Konvergenzgeschwindigkeit

Reduktion der Kosten einer Iteration



Implementierung des QR-Verfahrens

Transformation auf Hessenbergform
Jede Matrix A ∈ Rn×n ist ähnlich zu einer Matrix mit oberer
Hessenberggestalt. Diese kann mittels
Householder-Transformationen bestimmt werden, d.h. QHAQ = H
mit orthogonalem Q.

Kosten ≈ 5
3n

3

Beispiel

A =


1 15 −6 0
1 7 3 12
2 −7 −3 0
2 −28 15 3





Implementierung des QR-Verfahrens

QR-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix
Mittels Givens-Rotationen kann man die QR-Zerlegung einer
Hessenberg-Matrix A mit O(n2) Operationen bestimmen. Falls A
symmetrisch ist, dann sogar mit O(n) Operationen.

Iterationsschritt des QR-Verfahrens
Sei A eine obere Hessenberg-Matrix, dann ist mit

A = QR auch die Matrix B := RQ

eine obere Hessenberg-Matrix.

QR-Verfahren
Transformiere A auf obere Hessenberg-Form O(n3)

Alle Iterierten Ak behalten obere Hessenberg-Form

Bestimme QR-Zerlegung von Ak O(n2)

Konvergenzgeschwindigkeit über ai+1,i → 0 ablesbar



Implementierung des QR-Verfahrens

Spektralverschiebung/Shift
Liegen |λi| und |λi+1| nahe aneinander, konvergiert das
Verfahren sehr langsam. Mittels einer Spektralverschiebung
kann man die Konvergenz beschleunigen.

Idee: Schiebe die Eigenwerte näher an die 0, so dass der
Quotient der verschobenen Eigenwerte wieder groß ist.

Angenommen wir haben µ ≈ λi, so dass

|µ− λi| ≪ |µ− λj| für alle j ̸= i

dann konvergiert das Verfahren für A− µI schneller als für A



Implementierung des QR-Verfahrens

QR-Verfahren mit Shift
Sei A eine (nicht-reduzierbare) Hessenberg-Matrix und setze
A0 = A. Iteriere für k = 1, . . .:

Bestimme µk−1 ∈ R
Berechne Ak−1 − µk−1I = QR

Setze Ak := RQ+ µk−1I

Bestimmung der Shifts
Für µ ≈ λi konvergiert der betragskleinste Eigenwert von A− µI am
schnellsten. Die Eigenwerte sind auf der Diagonale sortiert, also
konvergiert die letzte Zeile am schnellsten. Eine geeignete Wahl für
µ ist also a(k)n,n der letzte Diagonaleintrag von Ak.



Implementierung des QR-Verfahrens

Konvergenzgeschwindigkeit
Transformation auf Hessenbergform in O(n3).

QR-Verfahren mit Shift konvergiert in der Regel quadratisch,
für hermitesche Matrizen sogar kubisch.

Hinreichend genaue Approximation eines Eigenwerts mit
konstanter Zahl Iterationen möglich.

Für alle Eigenwerte also O(n) Iterationen notwendig.

Jede Iteration kostet O(n2) (QR-Zerlegung für Hessenberg)
bzw. O(n) (QR-Zerlegung für Tridiagonal).

Insgesamt also O(n3).



Implementierung des QR-Verfahrens

Deflation
Das letzte Diagonalelement konvergiert also schnell gegen den
Eigenwert und mit der gleichen Rate geht das Subdiagonalelement
gegen 0.

Ak →


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

. . . . . .
...

...
∗ ∗ ∗

0 · · · 0 0 λn

 =

(
B ∗
0 λn

)

Wobei B auch eine Hessenberg-Matrix ist, wir können also mit
kleinerem B weitermachen.



Dünnbesetzte symmetrische Matrizen

QR-Verfahrens für eine allgemeine Matrix O(n3)

Potenzmethode benötigt nur Matrix-Vektor-Produkt

Gebrochene Iteration erfordert (A− λI)−1 pro Iteration

Rayleigh-Quotient
Für eine symmetrische Matrix A ∈ Rn×n mit den Eigenwerte
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn−1 ≥ λn gelten für den Rayleigh-Quotienten

RQA(x) =
xHAx
xHx

die Identitäten

λ1 = sup
x∈Rn\{0}

RQA(x) , λn = inf
x∈Rn\{0}

RQA(x) ,

und
λk = max

V⊂Rn,dim(V)=k
inf

x∈V\{0}
RQA(x) .



Potenzmethode, Rayleigh-Quotient, Krylovraum
Idee: Schöpfe Rn durch Räume Vj mit dim(Vj) = j so aus, dass die
Eigenwerte immer besser approximiert werden.

Folge der Iterierten in Potenzmethode yk.
Folge der Eigenwertapproximationen µ(k) = (yk−1)HAyk−1.
Es gilt µ(k) → λ1 und µ(k) ≤ λ1. (Wertebereich)
Es gilt auch

(yk)HAyk = µ(k) ≤ µ
(k)
1 := max

y∈Yk

yHAy
yHy

mit
Yk := span⟨y0, y1, y2, . . . , yk−1⟩

Somit µ(k)
1 mindestens eine sogute Approximation wie µ(k).

Kann man µ
(k)
1 irgendwie schnell bestimmen?

Es gilt: Yk = K(A, y0) ist ein Krylovraum

span⟨y0, y1, y2, . . . , yk−1⟩ = span⟨y0,Ay0, . . . ,Ak−1y0⟩ = K(A, y0)



Rayleigh-Quotient & Krylovraum

Seien vi mit i = 1, . . . , k eine Orthonormalbasis von Yk.

Definiere die Matrix Vk = [v1, . . . , vk].

Es gilt y ∈ Yk hat eine Darstellung als y = Vkz mit z ∈ Rk.

Somit gilt für den Rayleigh-Quotient zu y ∈ Yk

yHAy
yHy

=
zHVH

k AVkz
zHVH

k Vkz
=

zHVH
k AVkz
zHz

Wir erhalten also

µ
(k)
1 = max

z∈Rk,z̸=0

zHVH
k AVkz
zHz

= λmax(VH
k AVk)

Auch die weiteren Eigenwerte von VH
k AVk können als

Näherungen an bestimmte Eigenwerte von A herangezogen
werden.



Projektion

Orthogonalprojektor

Pk := VkV
H
K : Rn → Rn

auf K(A, y0).

Es gilt die Orthogonalprojektion von A

Ak := PkA|K(A,y0)

wird durch VH
k AVk repräsentiert, denn es gilt die Äquivalenz

AKvj =
k∑

i=1

αivi ⇔ (VH
k AVk)ej =

k∑
i=1

αiei

Je größer der Unterraum K(A, y0) ist, um so besser
approximiert Ak die Matrix A bzw. um so besser approximieren
die Eigenwerte von Ak die von A.



Konvergenzverhalten

Monotonie
Seien λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn−1 ≥ λn und µ

(k)
1 ≥ µ

(k)
2 ≥ · · ·µ(k)

k die
Eigenwerte der symmetrischen Matrix A bzw. VH

k AVk für
k = 1, 2, . . . , n. Dann gelten für 1 ≤ j ≤ k die Ungleichungsketten

λn−j+1 ≤ µ
(k+1)
k+1−j+1 ≤ µ

(k)
k−j+1, µ

(k)
j ≤ µ

(k+1)
j ≤ λj

Mit wachsendem k fällt der j-kleinste Eigenwert von VH
k AVk

monoton von oben gegen den j-kleinsten Eigenwert von A.

Mit wachsendem k wächst der j-größte Eigenwert von VH
k AVk

monoton von unten gegen den j-größten Eigenwert von A.



Orthonormalbasis von K(A, y0)

Lanczos Prozess
Sei A ∈ Rn×n symmetrisch und v1 = z(0) ein beliebiger normierter
Vektor. Ferner sei v0 = 0 im Rn und β0 = 0. Dann bilden die
Vektoren {vi}ki=1 aus der dreistufigen Rekursionsformel

ri+1 := (A− αiI)vi − βi−1vi−1, vi+1 :=
ri+1

βi
,

mit
βi := ∥ri+1∥, αi := vHi Avi

und i = 1, . . . , k− 1 eine Orthonormalbasis von K(A, y0), falls alle
βi ̸= 0.



Eigenschaften von VH
k AVk

Tridiagonalsystem
Sei Vk = [v1, v2, · · · , vk] mit den Vektoren vi des Lanczos-Prozesses
für i = 1, . . . , k. Dann gilt mit αj und βj aus dem Lanczos-Prozess

Tk := VH
k AVk =


α1 β1 0 · · ·

β1 α2
. . . 0

0
. . . . . . βk−1

0 · · · βk−1 αk


A-posteriori Abschätzung
Sei (µ,w) ein Eigenpaar von Tk mit normiertem w und wk bezeichne
die letzte Komponente von w. Dann besitzt A einen Eigenwert λ, so
dass für βk aus dem Lanczos-Prozess

|λ− µ| ≤ βk|wk|



Lanczos-Verfahren

Sei A ∈ Rn×n symmetrisch, groß und dünnbesetzt.

Wähle einen Startvektor y(0) ∈ Rn.

Setze k = 0, T0 ∈ Rk×k, v0 = 0, und r1 = y(0).
Iteriere für k = 1, 2, . . .

Setze βk−1 = ∥rk−1∥, vk = rk
βk−1

, αk = vHk Avk.
Setze rk+1 = (A− αkI)vk − βk−1vk−1 und

Tk =
(

Tk−1 βk−1ek−1

βk−1eHk−1 αk

)
wobei T1 = (α1) gilt.
Bestimme die Eigenwerte von Tk (und die Eigenvektoren).


