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DEFINITION

EIGENWERTPROBLEM

Zu einer Matrix A € R"™" sind gesucht A € C und v € C" mit
lvl| = 1, so dass

Av = Av.

A heifit Eigenwert zum Eigenvektor vund (), v) Eigenpaar von A.

@ Das Problem ist nichtlinear, denn A und v sind gesucht und
das Produkt Avtaucht in der Problemstellung auf.



MOTIVATION: SCHWINGUNGEN

Erinnerung: Briickenproblem/Tragwerk

@ Gesucht war bisher statisches Gleichgewicht unter dufleren

Kraften
@ Nun fragen wir nach dem dynamischen Verhalten: Die
Positionen der Gelenke z; sind nun zeitabhangig (i=1,...,8).
Position z 0,7 — R2,
Geschwindigkeit Z 0,7 —R?
Beschleunigung Z 0,7 — R2,
Auslenkung : xi(t) = z(t) — z(0)

@ Schwingungsverhalten der Briicke

@ Schaukelt sich die Auslenkung auf, Resonanzen, Einsturz der
Briicke



MOTIVATION: SCHWINGUNGEN

@ Auslenkung aus Gleichgewicht bewirkt Riickstellkraft

Fr = —Ax(t) € R A Steifigkeitsmatrix

Newtonsche Gesetze fordern (M Massen der Gelenke)

Fr = —Ax(t) = MX'(t)

Gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

MX'(t) + Ax(t) = 0

Betrachte spezielle Losungen (Vereinfachung M = T)

X'(t) + Ax(t) = 0

A ist sym.pos.def., Eigenvektoren vsind VONS, Eigenwerte
A>0



MOTIVATION: SCHWINGUNGEN

@ Ansatz

x(t) = cos(VAt)v

o Erfiillt
X(t) = —VAsin(VADv,  X'(H) = —=Acos(vVADv

AuBerdem gilt Av = \v, somit X/ (t) + Ax(t) = 0.
@ Die Funktion
2(t) = 2(0) + cos(V v
beschreibt eine cos-Schwingung des Tragwerks (Positionen der
Gelenke) um die Ausgangslage z(0).
@ Je grofBer der Eigenwert A, um so schneller schwingt die Briicke.

o Keine Dampfung im System, periodischer Losungsverlauf,
wenig realistisch.



MOTIVATION: SCHWINGUNGEN

Reibung bewirkt eine weitere Kraft neben der Riickstellkraft

Fr= —DX (1)

Insgesamt erhalten wir das Modell

MX'(t) + Ax(t) + DX (t) = 0

Losung dieses Problems (M = I sind

x(t) = exp(—%) cos(wt)v, wi=4/A— T .

Ein einmal ausgelenktes/angeregtes System kommt also nach
einer gewissen Zeit wieder zur Ruhe.



MOTIVATION: EIGENWERTE & SICHERHEIT

@ Wenn wir aber eine dauerhafte Anregung haben
MX'(t) + Ax(t) + DX (t) = cos(wot)v

in Richtung eines Eigenvektors v, konnen wieder periodische
und sogar anwachsende Losungen auftreten.

e Fiir wyp = V/\, wobei \ der Eigenwert zu vist, ist die Amplitude
der Schwingung am gréf3ten und abhangig von der Dampfung
D kann sich die Schwingung aufschaukeln und die Briicke wird
instabil.

EIGENWERTE UND BAUWERKE

Eine Spektralanalyse (Eigenwertanalyse) der Steifigkeitsmatrix von
Bauwerken wesentliche Aufgabe fur die Sicherheit. Besonders
wichtig das Priifen, ob mogliche/wahrscheinliche Anregungen
(Erdbeben, Wind) zu Resonanzen fihren kénnen.



WaAS SsIND EIGENWERTE?

EIGENWERTPROBLEM

Zu einer Matrix A € R"" sind gesucht A € C und v € C" mit
lv]| = 1, so dass

Av = Av. (1)

A heifit Eigenwert zum Eigenvektor vund (), v) Eigenpaar von A.

CHARAKTERISTISCHES POLYNOM

Eine Zahl X ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn gilt
det(A—AI) =0

SPEKTRUM

o(A):={\ e C:det(A— A) =0}



THEORETISCHE GRUNDLAGEN

AHNLICHE MATRIZEN

Zwei Matrizen A und B heiflen dhnlich, wenn fiir ein beliebiges
nicht-singulares T gilt
B=T'AT

INVARIANZ DES SPEKTRUM

Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom und
damit auch Spektrum

o(A) = o(T 'AT), Thbeliebig nicht-singular

DIAGONALISIERBARE MATRIZEN

Eine Matrix A heif3t diagonalisierbar, wenn A zu einer
Diagonalmatrix dhnlich ist. A ist genau dann diagonalisierbar, wenn
A genau n linear unabhangige Eigenvektoren hat. Falls alle n
Eigenwerte von A verschieden sind, dann ist A diagonalisierbar.



THEORETISCHE GRUNDLAGEN

SCHUR-FAKTORISIERUNG

Zu jeder Matrix A € C"™ " gibt es eine unitare Matrix Q, R € C™",
so dass

Q"'AQ=R, {diag(R)} = o (A) .
Selbst, wenn A € R™*" gilt im Allgemeinen Q, R € C"™*".

REELLE SYMMETRISCHE MATRIZEN

Jede reelle symmetrische Matrix A lafit sich mittels einer
orthogonalen Matrix Q € R™" dhnlich auf eine reelle
Diagonalmatrix D transformieren.

Q'AQ=Q'AQ=D, diag(c(A)) = D

A besitzt somit nur reelle Eigenwerte und n linear unabhéangige
Eigenvektoren (Spalten von Q).



EIGENSCHAFTEN & ABSCHATZUNG

EIGENSCHAFTEN
Fir A, B € R™" gilt
o Fiir A nicht-singulir: A € 0(A) & A"t e o(A7)).
o Aea(A) = ea(A)
o o(A) =0o(AT)
e 0(AB) = o(BA)

ERSTE ABSCHATZUNG - INDUZIERTE MATRIXNORM
Fiir alle A € o(A) gilt |\| < ||A]l.



VARIATIONELLE CHARAKTERISIERUNG

RAYLEIGH QUOTIENT & WERTEBEREICH

pA(x) = <2(X’X’>‘>, Wi = {pa(x) : x€ C"\ 0}

Mit einem beliebigen gegebenen Innenprodukt.

EIGENSCHAFTEN

e o(A) C W(A).

e Hausdorff: conv(a(A)) C W(A).

e Fiir normale A € C™" gilt conv(c(A)) = W(A)

o W(A) ist zusammenhingend.

@ Ist A hermitesch, dann ist W(A) das reelle Intervall [Amin, Amax]-

o Ist A schiefhermitesch (A" = —A), dann ist W(A) ein rein
imaginares Intervall.




VARIATIONELLE CHARAKTERISIERUNG

RAYLEIGH

Fir A € K™ hermitesch, die reellen Eigenwerte \; seien absteigend
sortiert, {u;} seien die orthonormalen Eigenvektoren und

Eo := {0}, Ej:=span(ui,...,u; .
Dann gilt
Aji= max pa(x) = min pa(x) .

XEE','L_1\O XEEJ\O

COURANT-FISCHER
Fiur A € K™ hermitesch und

Uj:={ueK":dim(U) = j}

gilt
Aj:= min max pa(x) = max min pa(x) .
/ U€Un+1—j x€U\O ( ) UeU; xeU\O ( )



STORUNGSANALYSE & KONDITION DES EWP

Sei A € C"™" eine diagonalisierbare Matrix, d.h.

V1AV =diag({Ai}), {Ai} =o(A)
Sei p ein Eigenwert von der gestorten Matrix A + E, dann gilt

2 1
min 1A= pl < VIV Pl Ellp = Kp(VIEL,

mit p = 1,2, co.

SYMMETRISCHE MATRIZEN

Sei A € R™" eine symmetrische Matrix und  ein Eigenwert von
der gestorten Matrix A + E, dann gilt

in [\ — | < ||E]l2-
min X — pl < ||E]l2



EIGENWERT-EINSCHLIEBUNGEN

WEYL

Seien A, B € C™" hermitesch, dann gilt

[Ai(A) = Aj(B)| < [|A = B2

KOROLLAR

Sei A € C"™" hermitesch und {d; € ]R} eine Permutation der
reellen Diagonaleintrage von A mit a}; > aj; d.. fur j > i. Dann gilt fir
die absteigend sortierten Eigenwerte von A

n
IN(A) = il < max > Jaul,  [\(A) - djl <
j=1,...,
k=1,k#j




EIGENWERT-EINSCHLIEBUNGEN

GERSCHGORIN-KREISE

Zu einer Matrix A = (a;;) € R"*" definieren wir fir i =1,...,n
Ki={zeC:|z—ay| <) _lal},
J#i

die Gerschgorin-Kreise. Dann gilt, dass alle Eigenwerte von A in der
Vereinigung dieser Kreise liegen.



EIGENWERT-EINSCHLIEBUNGEN

BENDIXSON

Das Spektrum von A ist im Rechteck

Rg(A) := W(A J;AH) + W(A _ZAH)

enthalten.



APPROXIMATION VON EIGENWERTEN

Angenommen es gibt eine vollstandiges System von Eigenvektoren
v von A, dann gilt

n
X = Zf;v,-, Vx e R”

i=1
und somit

n
AkX = Z{,‘)\;(V,', Vx e R".
i=1

Falls jetzt gilt
(Al > Ao = - = [Anl,

dann gilt asymptotisch

Akx §1)\Il(v1.



VEKTORITERATION/POTENZMETHODE

ALGORITHMUS
Wibhle Startvektor y° mit ||y°||2 = 1. Fir k= 0,1,2, ... berechne

el _ (K) _ ( JyHok+1 +1_ yr!
=i B=GFY s

y* approximiert einen Eigenvektor zum betragsgrofiten Eigenwert,
der durch A¥) approximiert wird



EIGENSCHAFTEN

Falls y° = Y7 miv; mit iy # 0, dann gilt mit g := i—f <1
o [[7 = M| + 0(¢")
o Falls Ay > 0, gilt ||y* — sign(n:)vi| = O(q¥).
o Falls Ay < 0, gilt [|[(—=1) 1k —sign(n1)wv1|| = O(q").

Normierung um overflow zu vermeiden.

Betrag und Vorzeichen von A; kénnen bestimmt werden.

Keine Garantie ; # 0 bei der Wahl von y, aber praktisch
fuhrt Rundung und zufalliger Startvektor dazu.



VARIANTEN

INVERSE ITERATION

Ist der betragskleinste Eigenwert A, # 0 (und eindeutig), kann man
A~ literieren. Denn die Eigenwerte )\i_l von A~! sind gegeben
durch die Eigenwerte \; von A und haben die gleichen
Eigenvektoren. Sie erfiillen

-1 -1 -1
|)‘n |>|)‘n—1|2"'>|)‘1 |7
so dass die inverse Iteration A\ und v, approximiert.

GEBROCHENE ITERATION

Anstatt A itertiert man hier (A — A\I)~! fir A € o(A). Diese hat die
Eigenwerte (A; — A\)~! und die Iteration approximiert den
Eigenvektor v; von A, der zum Eigenwert \; von A gehort, der am
nachsten an A liegt.




RAYLEIGH-QUOTIENTEN-ITERATION

Die gebrochene Iteration konvergiert um so schneller, je kleiner der
Abstand |A — Aj| ist. Daher kann man versuchen die Schatzung A in
jedem Schritt zu verbessern.

ALGORITHMUS

Gegeben eine Approximation (19, y°) mit ||y°||o = 1. Fiir
k=20,1,2,... berechne

H(k-ﬁ-l }/<HAyk }/<+1 (k+1)]1 A) 1yk }/<+1 H}:};(k:f“.
2

10 approximiert einen Eigenwert von A und yX den zugehérigen
Eigenvektor



ALGORITHMUS

Gegeben eine Matrix A € R"*", definiere Ay := A. Fur k=10,1,...
berechne

Ak = QRi,  Akt1 = ReQs

Ay ist eine Approximation an die Schur-Zerlegung von A

o A1 = QPAQ
° Ak+1:(Q0"'Qk)HA(Q0"‘Qk)
o A =(Q - QYR Ro)

o Alle Matrizen Ay sind dhnlich zueinander.



FUNKTIONSWEISE DES QR-VERFAHRENS

Es gilt nach oben

AL — (Qy- - Q) (Re- -+ Ro) =: QuRy,

d.h. Potenzen von A lassen sich als QR schreiben (eine
QR-Zerlegung von A¥t1). Betrachte die erste Spalte

k K (k
Atle) = QuRier = Qkﬁ ler = rﬁlel =r| iqﬁ )

denn Ry ist obere Dreiecksmatrix. Die Vektoriteration lasst uns

(k)

erwarten, dass q; ' eine Naherung an den Eigenvektor v; von A zum
dominanten Eigenwert \; ist. Nach oben gilt auch

A1 = (Q- - Q)"A(Qo - - - Q) = QAQ,

und somit (Qy ist unitar/orthogonal)

Arr1er = QY Aq1 ~ >\1Q;t’qgk) = Aey.



FUNKTIONSWEISE DES QR-VERFAHRENS

Ist A invertierbar, so gilt auch
Ak — QR = Q' = RA™ (D),
Betrachten wir nun die letzte Spalte bzw. e,
H _
g = &lQ) = ellRA~ (Y = el A= (kD
Analog zu oben erwarten wir jetzt
A = e'Ql’AqQ, ~ \,qP Qk = Anén.
Insgesamt also

A1
0

Akp1 =



KONVERGENZ DES QR-VERFAHRENS

DIAGONALISIERBARE MATRIZEN

Sei A diagonalisierbar und habe betragsmassig verschiedene
Eigenwerte |\;| # |\j| und V bezeichne die Matrix der
Eigenvektoren V = [v1,2,...,v,], d.h. A = VDV~ mit

D = diag()\;). Existiert nun eine LR-Zerlegung von V!, dann sind
die Matrizen A, des QR-Verfahrens (von oben/d.h. ohne Shift)
asymptotisch rechte obere Dreiecksmatrizen und ihre Diagonale
konvergiert mindestens linear gegen D.



IMPLEMENTIERUNG DES QR-VERFAHRENS

e Konvergenzgeschwindigkeit |’\|Sf|1| <1

@ Jede lteration erfordert

e Berechnung einer QR-Zerlegung
e Produktberechnung RQ

o Im allgemeinen kein effizientes Verfahren!

ErrF1zIENTERE FORMULIERUNG DES QR-VERFAHRENS

@ Optimierung der Konvergenzgeschwindigkeit

@ Reduktion der Kosten einer Iteration



IMPLEMENTIERUNG DES QR-VERFAHRENS

TRANSFORMATION AUF HESSENBERGFORM

Jede Matrix A € R"*" ist dhnlich zu einer Matrix mit oberer
Hessenberggestalt. Diese kann mittels
Householder-Transformationen bestimmt werden, d.h. Q’AQ = H

mit orthogonalem Q.

Kosten ~ 2n?

on
Beispiel
1 15 -6 0
17 3 12
A= 2 -7 =3 0
2 =28 15 3



IMPLEMENTIERUNG DES QR-VERFAHRENS

QR-ZERLEGUNG EINER HESSENBERG-MATRIX

Mittels Givens-Rotationen kann man die QR-Zerlegung einer
Hessenberg-Matrix A mit O(n?) Operationen bestimmen. Falls A
symmetrisch ist, dann sogar mit O(n) Operationen.

ITERATIONSSCHRITT DES QR-VERFAHRENS

Sei A eine obere Hessenberg-Matrix, dann ist mit
A = QR auch die Matrix B:= RQ

eine obere Hessenberg-Matrix.

QR-VERFAHREN
@ Transformiere A auf obere Hessenberg-Form o(n®)
o Alle Iterierten Ay behalten obere Hessenberg-Form
@ Bestimme QR-Zerlegung von A O(n?)

o Konvergenzgeschwindigkeit tiber a1 ; — 0 ablesbar



IMPLEMENTIERUNG DES QR-VERFAHRENS

SPEKTRALVERSCHIEBUNG/SHIFT

o Liegen |A;| und |\i11] nahe aneinander, konvergiert das
Verfahren sehr langsam. Mittels einer Spektralverschiebung
kann man die Konvergenz beschleunigen.

o Idee: Schiebe die Eigenwerte niher an die 0, so dass der
Quotient der verschobenen Eigenwerte wieder grof} ist.

@ Angenommen wir haben p =~ \;, so dass
lpw— Ail < [p—Nj| furallej#i

dann konvergiert das Verfahren fiir A — ul schneller als fiir A



IMPLEMENTIERUNG DES QR-VERFAHRENS

QR-VERFAHREN MIT SHIFT

Sei A eine (nicht-reduzierbare) Hessenberg-Matrix und setze
Aop = A. lteriere fur k=1, .. .:

@ Bestimme py_ 1 € R

@ Berechne A1 — 11 = QR
o Setze Ay := RQ+ w11

BESTIMMUNG DER SHIFTS

Fir p =~ \j konvergiert der betragskleinste Eigenwert von A — ull am
schnellsten. Die Eigenwerte sind auf der Diagonale sortiert, also
konvergiert die letzte Zeile am schnellsten. Eine geeignete Wahl fuir

(k)

i ist also ay, ; der letzte Diagonaleintrag von Ay.



IMPLEMENTIERUNG DES QR-VERFAHRENS

KONVERGENZGESCHWINDIGKEIT

o Transformation auf Hessenbergform in O(n%).

@ QR-Verfahren mit Shift konvergiert in der Regel quadratisch,
fur hermitesche Matrizen sogar kubisch.

e Hinreichend genaue Approximation eines Eigenwerts mit
konstanter Zahl Iterationen moglich.

o Fiir alle Eigenwerte also O(n) Iterationen notwendig.

o Jede Iteration kostet O(n?) (QR-Zerlegung fiir Hessenberg)
bzw. O(n) (QR-Zerlegung fiir Tridiagonal).

o Insgesamt also O(n?).



IMPLEMENTIERUNG DES QR-VERFAHRENS

DEFLATION

Das letzte Diagonalelement konvergiert also schnell gegen den
Eigenwert und mit der gleichen Rate geht das Subdiagonalelement

gegen 0.
* *
. _( B *
N : - ( 0 A, )
X ok %
0 0 0 A\,

Wobei B auch eine Hessenberg-Matrix ist, wir konnen also mit
kleinerem B weitermachen.



DUNNBESETZTE SYMMETRISCHE MATRIZEN

@ QR-Verfahrens fiir eine allgemeine Matrix O(n?)
@ Potenzmethode benétigt nur Matrix-Vektor-Produkt

o Gebrochene Iteration erfordert (A — AI)~! pro Iteration

RAYLEIGH-QUOTIENT

Fiir eine symmetrische Matrix A € R"*" mit den Eigenwerte
A1 > X > > A1 > A\, gelten fir den Rayleigh-Quotienten

x" Ax
ROl = xHx
die ldentitaten
A1 = su RQ4(x) , An= inf  RQa(x),
LT ernio) ) iy "
und
Ak = max inf  RQa(x) .

VCR",dim(V)=k xe {0}



POTENZMETHODE, RAYLEIGH-QUOTIENT, KRYLOVRAUM

Idee: Schopfe R” durch Raume V; mit dim(V;) = j so aus, dass die
Eigenwerte immer besser approximiert werden.

@ Folge der Iterierten in Potenzmethode yk

e Folge der Eigenwertapproximationen plk = (Y HH AL,
o Esgilt ,u(/‘) — A1 und ,u(k) < A1 (Wertebereich)
e Esgilt auch

Yk::span<y07y17y27"'7)/(71
(k)

@ Somit y1; * mindestens eine sogute Approximation wie plo,
(k)

e Kann man p; "’ irgendwie schnell bestimmen?
o Esgilt: Y = K(A,yP) ist ein Krylovraum

span(y’, y', %, ...y =span(y°, A0, .. AT = K(A))



RAYLEIGH-QUOTIENT & KRYLOVRAUM

@ Seienv;miti=1,..., keine Orthonormalbasis von Y.

o Definiere die Matrix Vi = [vi,. .., v].

o Esgilt y € Y, hat eine Darstellung als y = Vjz mit z € R,
e Somit gilt fiir den Rayleigh-Quotient zu y € Y

YAy  Z'ViAviz - AViAViz
vy — ZViviz APz

@ Wir erhalten also

ZMviAy
P = max TR\ (ViAV))
2Rk 20 2z

o Auch die weiteren Eigenwerte von Vi'AV, kénnen als
Nédherungen an bestimmte Eigenwerte von A herangezogen
werden.



PROJEKTION

e Orthogonalprojektor
Py = VkVIIz :R" — R

auf KC(A, yP).
o Es gilt die Orthogonalprojektion von A

Ar := PrAlic(a )

wird durch VIPAV, reprisentiert, denn es gilt die Aquivalenz

Agvj = Zoz Vi & VHAVk ej Za e;

o Je grofer der Unterraum (A, y¥) ist, um so besser
approximiert Ay die Matrix A bzw. um so besser approximieren
die Eigenwerte von Ay die von A.



KONVERGENZVERHALTEN

MONOTONIE

Seien A\ > Aoy > --- > \,_1 > A\, und ,ugk) > ugk) > ~-,u§(k) die
Eigenwerte der symmetrischen Matrix A bzw. V{/ AV fiir
k=1,2,...,n Dann gelten fir 1 < j < kdie Ungleichungsketten

(k+1) (k) (k) (kt1)
An—jt1 S i S Micjr ppo S g S

o Mit wachsendem k féllt der j-kleinste Eigenwert von VI'AV,
monoton von oben gegen den j-kleinsten Eigenwert von A.

o Mit wachsendem k wachst der j-gréfite Eigenwert von VAV,
monoton von unten gegen den j-grofiten Eigenwert von A.



ORTHONORMALBASIS VON K (A, }°)

LAaNczos PROZESS

Sei A € R™" symmetrisch und v; = (%) ein beliebiger normierter
Vektor. Ferner sei vg = 0 im R” und 8y = 0. Dann bilden die
Vektoren {v;}X_, aus der dreistufigen Rekursionsformel
lit1
riy1 := (A—aill)v; — Bic1vie1,  vigr = %7
mit
Bi=llriqal, ai:=v'Av
undi=1,..., k— 1 eine Orthonormalbasis von (A, y°), falls alle
Bi # 0.



EIGENSCHAFTEN VON V{/AV,

TRIDIAGONALSYSTEM

Sei Vi = [v1, va, - - , v] mit den Vektoren v; des Lanczos-Prozesses
fir i=1,..., k Dann gilt mit o und /3; aus dem Lanczos-Prozess
a; fr 0
Te:= VHAV, = b 0
0 - v B
0 -+ Br1 o

A-POSTERIORI ABSCHATZUNG

Sei (u, w) ein Eigenpaar von Ty mit normiertem w und wy bezeichne
die letzte Komponente von w. Dann besitzt A einen Eigenwert )\, so
dass fiir 8 aus dem Lanczos-Prozess

A — | < Bi|wi



LANCZOS-VERFAHREN

e Sei A € R™" symmetrisch, grofl und diinnbesetzt.
o Wihle einen Startvektor y{©) € R™.

o Setze k=0, Ty € R¥k vy =0,und r; = y<0).

o lteriere fir k=1,2,...

o Setze By_1 = Hl‘k_1||, Vi = B[il’ Q= V;jAVk.
o Setze ryy1 = (A = ak]I)vk — Br_1Vk—1 und

7= ( Tee1 Br-1€-1 )

H
Br-1€4_1 o

wobei T; = (ay) gilt.
o Bestimme die Eigenwerte von T (und die Eigenvektoren).



