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LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG

DEFINITION
Zu gegebenem b € RM und A € RM*N mit M > N, heifit das
Problem: Finde x € RY, so dass gilt

Ilb — A x||2 — min

lineares Ausgleichsproblem. Die Losung heif3t Ausgleichslosung oder
kleinste-Quadrate-Losung.

Direkte Verallgemeinerung des klassischen Losungsbegriffs
(M= N).
|b—Ax|l2 > min<s Ax=b



NORMALENGLEICHUNGEN

SaTz

Die Ausgleichslosungen ||b — A x||2 — min sind genau die Lésungen
der Gauf3schen Normalengleichungen

A*Ax = A*b,

insbesondere existiert eine Losung x. Falls zauch eine Losung ist,
dann gilt A z= A x. Das Residuum

r=b—Ax
ist also eindeutig bestimmt und erfullt

A* r=0.



EIGENSCHAFTEN DER SYSTEMMATRIX

SaTz

Die Matrix A*A ist symmetrisch und positiv semidefinit. Sie ist
genau dann positiv definit, wenn der Kern von A trivial ist, d.h.
ker(A) = {0}. Dies gilt genau dann, wenn die Spalten von A linear
unabhangig sind.

LOSuNG DER NORMALENGLEICHUNG

Prinzipiell mittels Cholesky-Zerlegung méglich, falls ker(A) = {0}.
Dies kann aber zu Stabilitatsproblemen fiihren. Betrachte M = N
und A~! existiere, dann gilt fiir A

conds(A) = [|All2| A7z

— VAR AN AT AT) = e

aber fiir die Normalengleichung

Amax(A¥A
condy(A*A) = 3 ax(A"A)

min(A*A) ‘



AUSGLEICHSPROBLEM: BETRACHTE A ODER A*A?

GESTALT VON A

A € RM*N st rechteckig mit M > N Zeilen und N Spalten. Wir
nehmen an, dass Rang(A) = N. So ein A kdnnte also folgende
Gestalt haben:

qg r s a b c a B ~
v u t d e f 0 6 n
A= | w h _] 5 Al = g h _] AA=10 0 7
e v n 0 00 0 0 0
z p k 0 00 0 0 0



UNITARE MATRIZEN

DEFINITION
Eine Matrix Q € R¥*N heif3t unitar, falls gilt

QQ=1
Die Spalten von Q bilden also eine Orthonormalbasis des R.

Eigenschaften:
o ||Qx|% = ||x|3 fiir alle x
o llQlls = Iz = Q2 = 1
e cond2(Q) =1
@ Pund Qunitar, dann auch PQ



HOUSEHOLDER-TRANSFORMATION

DEFINITION
Sei v # 0, dann heifit die Matrix

2
P=T— — w
KI5

Householder-Transformation zu v.

Eigenschaften:

o P=p*
o PP=1
@ Pv=—v

e Pw=wfurallew L v



TRANSFORMATION X — €1

LEMMA

Gegeben sei x # 0 und x ¢ span(ey). Fur

X1
vi=x+oe, o0:=—1|x|2
[xi]

(falls x; = 0, setze o := ||x]|2) gilt

2
(I— —2vv*)x= —oey.
IvIl3



QR-ZERLEGUNG

SaTz

Sei A € RMN mit Rang(A) = N, dann existiert ein unitares Qund
eine rechte obere Dreiecksmatrix R, so dass

A= QR.

Eine rechte obere Dreiecksmatrix hat die Gestalt

el
Il
cooco

8
5
0
0
0

OO N 32



METHODE DER ORTHOGONALISIERUNG

SATZ

)

S X

Sei A € RMXN mit Rang(A) = Nmit A= QR, wobei R = (

Dann gilt fiir beliebiges b € RM mit

YO A c

dass die Losung des Ausgleichsproblems ||b — A x| — min durch
Rx=—c

eindeutig bestimmt ist. Fur das Residuum r= b — A x gilt
7l = flell2-

Wir konnen also das Ausgleichsproblems mit Hilfe der
QR-Zerlegung von A ohne Verschlechterung der Kondition [6sen.



	Lineare Ausgleichsrechnung

