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Aufgabe 1: a) Geben Sie den Quotienten zweier komplexer Zahlen
a+ ib

c+ id
(wobei a, b, c, d ∈ R) in der Form x+ iy mit x, y ∈ R an.

(1 Punkt)

b) Geben Sie den Quotienten zweier komplexer Zahlen
seiψ

teiθ
(wobei s, t, ψ, θ ∈ R+

0 , t 6= 0) in der Form reiφ mit r, φ ∈ R+
0 an.

(1 Punkt)

c) Berechnen Sie alle komplexen Lösungen der Gleichung

z8 = 16

und skizzieren Sie ihre Lage in der komplexen Ebene.
(2+1 Punkte)

d) Berechnen Sie i42.
(2 Punkte)

e) Berechnen Sie alle komplexen Lösungen der Gleichung

z2 = i

und skizzieren Sie ihre Lage in der komplexen Ebene.
(2+1 Punkte)

Lösung: a)
a+ ib

c+ id
=

(a+ ib)(c− id)

(c+ id)(c− id)
=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad
c2 + d2

i

b)
seiψ

teiθ
= s

t
ei(ψ−θ+2kπ); k so groß, dass ψ − θ + 2kπ ≥ 0.

c) zk = 161/8 exp(ik 2π
8

) =
√

2 exp(ik π
4
), k = 0, . . . , 7⇒ zk =



√
2

1 + i

i
√

2

−1 + i

−
√

2

−1− i
−i
√

2

1− i
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- ⅈ
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d) i42 = i4×10+2 = (i4)10 i2 = 110 × (−1) = −1

e) z2 = i⇒ r2 exp(2φi) = exp(π
2
i)⇒ r = 1, 2φ = 2kπ + π

2

φ1 = π
4
⇒ z1 = 1√

2
+ i√

2

φ2 = 1
2
(2π + π

2
) = 5π

4
⇒ z2 = − 1√

2
− i√

2

-1 1

- ⅈ

ⅈ
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Aufgabe 2: a) Berechnen Sie das Integral∫ e

1

x lnx dx .

(4 Punkte)

b) Berechnen Sie die Stammfunktion∫
3x+ 3

x2 − 8x+ 7
dx .

(3 Punkte)

c) Berechnen Sie das Integral∫ 2π

0

sinx cosx

1 + cos2 x
dx .

(3 Punkte)

Lösung: a)∫ e

1

x lnx dx =

∫ e

1

(
x2

2

)′
lnx dx =

[
x2

2
lnx

]e
1

−
∫ e

1

x2

2
(lnx)′ dx

=
e2

2
−
∫ e

1

x

2
dx =

e2

2
−
[
x2

4

]e
1

=
1 + e2

4

b) ∫
3x+ 3

x2 − 8x+ 7
dx =

∫
3x+ 3

(x− 1)(x− 7)
dx =

=

∫
4

(x− 7)
dx −

∫
1

x− 1
dx = 4 ln|x − 7| − ln|x − 1|

c) (1 + cos2 x)′ = −2 cosx sinx⇒∫ 2π

0

sinx cosx

1 + cos2 x
dx = −1

2

∫ 2π

0

(1 + cos2 x)′

1 + cos2 x
dx

= −1

2

[
ln(1 + cos2 x)

]2π
0

= −1

2
(ln 2 − ln 2) = 0
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Aufgabe 3: a) Betrachten Sie eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : R→ R. Geben
Sie die Formel für die Taylor-Entwicklung k-ter Ordnung (d.h. mit Restglied
k + 1-ter Ordnung) von f um dem Punkt x0 ∈ R an.

(1 Punkt)

b) Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung vierter Ordnung (d.h. mit Restglied
fünfter Ordnung) von

f(x) = 2 sin(x) cos(x)

um den Punkt 0.
(3 Punkte)

c) Betrachten Sie eine dreimal stetig differenzierbare Funktion g : R2 → R.
Geben Sie die Formel für die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung (d.h. mit
Restglied dritter Ordnung) von g um dem Punkt x0 ∈ R2 an.

(2 Punkte)

d) Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung (d.h. mit Restglied
dritter Ordnung) von

g(x, y) = log(x2 + y2)

um den Punkt (1, 0) ∈ R2.
(4 Punkte)

Lösung: a) f(x0 + h) =
k∑
i=0

1

i!
f (i)(x0)hi + O(|h|k+1)

b)

f(x0 + h) = 2 sinx0 cosx0 + h
(
2 cos2 x0 − 2 sin2 x0

)
− 8

2
h2 sinx0 cosx0

− 8

6
h3
(
cos2 x0 − sin2 x0

)
+

32

24
h4 sinx0 cosx0 + O

(
|h|5
)

f(0 + h) = 2h− 4

3
h3 + O

(
|h|5
)

c)

g(x0 + h) =
∑
|α|≤2

1

α!
∂αg(x0)hα + O(‖h‖3) α Multiindex

= g(x0) + gradg(x0) · h +
1

2
h ·
(
D2f(x0)h

)
+ O(‖h‖3)

d) g(1, 0) = log(1) = 0
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∇g(x, y) =


2x

x2 + y2

2y

x2 + y2

⇒ ∇g(1, 0) =

(
2
0

)

∇2g(x, y) =


2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
− 4xy

(x2 + y2)2

− 4xy

(x2 + y2)2
−2(y2 − x2)

(x2 + y2)2

⇒ ∇2g(1, 0) =

(
−2 0
0 2

)

g(1 + h1, h2) = 0 + 2h1 +
1

2

(
−2h2

1 + 2h2
2

)
+ O(‖h‖3) = 2h1 − h2

1 + h2
2 + O(‖h‖3)
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Aufgabe 4: Betrachten Sie die Funktion

f : [−2; 2]→ R, f(x) =
√

4− x2 .

a) Finden Sie das Polynom P maximal zweiten Grades, dessen Funktionswert
an den Knoten

x1 = −2, x2 = 0, x3 = 2

mit dem von f übereinstimmt, d.h. P (xi) = f(xi) für i = 1, 2, 3.
(3 Punkte)

b) Berechnen Sie eine Approximation des Integrals∫ 2

−2

f(x) dx

unter Verwendung der Fassregel. (3 Punkte)

c) Berechnen Sie eine Approximation des Integrals∫ 2

−2

f(x) dx

unter Verwendung der Trapezregel auf den Teilintervallen [−2, 0] und [0, 2].
(3 Punkte)

d) Polynome bis zu welchem Grad kann man mit Hilfe der Trapezregel exakt
integrieren?

(1 Punkt)

Lösung: a)

P (x) = ax2 + bx+ c

(−2)2 −2 1
02 0 1
22 2 1

ab
c

 =

f(−2)
f(0)
f(2)

⇒
4 −2 1

0 0 1
4 2 1

ab
c

 =

0
2
0


⇒ c = 2 und

(
4 −2
4 2

)(
a
b

)
=

(
−2
−2

)
⇒ c = 2 und 8a = −4 und 4b = 0
(a, b, c) = (−1

2
, 0, 2)⇒ P (x) = −1

2
x2 + 2

P1(x) =
(x− x2)(x− x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
=

x(x− 2)

(−2)(−4)
=
x2

8
− x

4

P2(x) =
(x− x1)(x− x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)
=

(x+ 2)(x− 2)

2 · (−2)
= −x

2

4
+ 1
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P3(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)
=

(x+ 2)x

4 · 2
=
x2

8
+
x

4

P (x) =
∑2

i=1 f(xi)Pi(x) = 0 · P1(x) + 2 · P2(x) + 0 · P3(x) = 2− x2

2
(P1 und P3 müssen nicht ausgerechnet werden.)

b)
∫ 2

−2

√
4− x2 dx ≈ 2− (−2)

6
(f(−2) + 4f(0) + f(2)) =

4

6
· 8 =

16

3
≈ 5,33

c)
∫ 2

−2

√
4− x2 dx =

∫ 0

−2

√
4− x dx+

∫ 2

0

√
4− x2 dx ≈ 2

0 + 2

2
+ 2

2 + 0

2
= 4

(
∫ 2

−2

√
4− x2 dx = 2π ≈ 6,28)

c) Polynome ersten Grades.
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Aufgabe 5: Betrachten Sie für einen Vektor v ∈ R2, v 6= 0 die Matrix

A = 1− 2vvT

‖v‖2
.

a) Welche geometrische Operation wird durch die Matrix A beschrieben?
Welche Rolle spielt dabei der Vektor v?

(2 Punkte)

b) Ist A symmetrisch? Begründen Sie Ihre Antwort!
(2 Punkte)

c) Ist A diagonalisierbar? Begründen Sie Ihre Antwort!
(1 Punkte)

d) Geben Sie die Definition an, wann ein Vektor x ∈ R2, x 6= 0 und eine Zahl
λ ∈ R Eigenvektor und Eigenwert von A sind. (1 Punkte)

e) Zeigen Sie, dass v ein Eigenvektor von A ist.
Was ist der zugehörige Eigenwert? (2 Punkte)

f) Bestimmen Sie den zweiten Eigenwert der Matrix A und einen zugehörigen
Eigenvektor. (2 Punkte)

Lösung: a) A beschreibt eine Spiegelung an der Geraden durch den Ursprung, die senkrecht
auf v steht.

b) Ja. AT = 1T − 2(vvT )T

‖v‖2
= 1− 2(vT )TvT

‖v‖2
= A

c) Ja, reelle symmetrische Matrizen sind stets diagonalisierbar.

d) Ax = λx

e) Av = v − 2 vT v
‖v‖2v = v − 2v = −v, also ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert −1.

f) Für jeden Vektor w ∈ R2 mit w ⊥ v ⇒ wTv = 0, gilt Aw = w − 2 v
Tw
‖v‖2w = w, also ist w

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.
Alternativ: A symmetrisch, also gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Also ist w
mit w ⊥ v Eigenvektor, weiter wie oben.

Alternativ: A =

(
1− 2

v21
‖v‖2 −2 v1v2‖v‖2

−2 v1v2‖v‖2 1− 2
v22
‖v‖2

)
Eigenwerte von A:

λ2 − λtrA+ detA = 0⇔
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λ2 − (2− 2
v2

1 + v2
2

‖v‖2
)λ+ (1− 2

v2
1

‖v‖2
)(1− 2

v2
2

‖v‖2
)− 4

v2
1v

2
2

‖v‖4
= 0⇔

λ2 − 0λ+ 1− 2
v2

1 + v2
2

‖v‖2
= 0⇔

λ2 − 1 = 0⇔
λ = ±1

Eigenwert λ = −1 ist bereits bekannt, der fehlende ist also λ = 1.
Aw = w ⇔

w − 2(v · w)
v

‖v‖2
= w ⇔

2(v · w)
v

‖v‖2
= 0⇔

v · w = 0
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Aufgabe 6: Betrachten Sie das Anfangswertproblem

ẋ(t) = x(t)(10− x(t)),

x(0) = 2.

a) Hat das Anfangswertproblem lokal (d.h. für kleine t) eine eindeutige Lösung?
Begründen Sie Ihre Antwort! (2 Punkte)

b) Lösen Sie das Anfangswertproblem (mit Hilfe von Separation der Variablen).
(4 Punkte)

c) Berechnen Sie drei Schritte des Eulerschen Polygonzugverfahrens mit τ = 1
8
.

(2 Punkte)

d) Geben Sie Konsistenzordnung und Konvergenzordnung des Eulerschen Po-
lygonzugverfahrens an.

(2 Punkte)

Lösung: a) Die rechte Seite ist stetig differenzierbar und damit lokal Lipschitz-stetig. Nach
dem Satz von Picard-Lindelöf existiert also eine eindeutige Lösung für t ∈ (−δ, δ).

b) Separation der Variablen, Integration mit Partialbruchzerlegung

dx

dt
= x(10− x)⇒

∫ x(t)

2

dξ

ξ(10− ξ)
=

∫ t

0

ds⇒
∫ x(t)

2

1

10

(
1

ξ
− 1

ξ − 10

)
dξ =

∫ t

0

ds

⇒ 1

10
(ln|ξ| − ln|ξ − 10|)

∣∣∣∣∣
x(t)

2

=
1

10
ln

∣∣∣∣ ξ

ξ − 10

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
x(t)

2

= t⇒
∣∣∣∣ x(t)

x(t)− 10

∣∣∣∣ =
2

8
e10t

⇒ x(t) =
±10

4
e10t

1± 1
4
e10t

Man erhält für die beiden potentiellen Lösungen x(0) = 2 oder x(0) = −10
3

, d.h. nur die Vari-
ante mit positiven Vorzeichen erfüllt die Anfangswerte. Die Lösung des Anfangswertproblems

ist also x(t) =
10e10t

e10t + 4
.

c) t0 = 0, x0 = x(0) = 2, f(t0, x0) = 2(10− 2) = 16,

x1 = x0 + τf(t0, x0) = 2 +
1

8
× 16 = 4

t1 = τ , f(t1, x1) = 4(10− 4) = 24,

x2 = x1 + τf(t1, x1) = 4 +
1

8
× 24 = 7

t2 = 2τ , f(t2, x2) = 7(10− 7) = 21,
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x3 = x2 + τf(t2, x2) = 7 +
1

8
× 21 =

77

8

d) 1 bzw. 1
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Aufgabe 7: a) Geben Sie den Transformationssatz der mehrdimensionalen Integralrechnung
im R2 an.

(2 Punkte)

b) Geben Sie die konkrete Transformationsformel für die Integration in Polar-
koordinaten im R2 an.

(2 Punkte)

c) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Menge

D = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, 1 ≤
√
x2 + y2 ≤ 2}.

Skizzieren Sie die Menge D. (5+1 Punkte)

Lösung: a) Sei Ω ein stückweise glatt berandetes Gebiet, g : Ω → R2 invertierbar und stetig
differenzierbar, Dg(·) gleichmäßig stetig auf Ω, f : g(Ω)→ R gleichmäßig stetig, dann gilt∫

g(Ω)

f(y) dy =

∫
Ω

f((g(x))|detDg(x)| dx .

b) g(r, φ) = (r cosφ, r sinφ),∫
g(U)

f(x, y) dx dy =

∫
U

f(g(r, φ)) rdr dφ

c)
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D = g(U) mit U = {(r, φ) : 0 ≤ φ ≤ π
2
, 1 ≤ r ≤ 2}. Nach b) ergibt sich

MD =

∫
D

dx dy =

∫
U

rdr dφ =

∫ π
2

0

∫ 2

1

rdr dφ =
3π

4

xS =
1

MD

∫
D

xdx dy =
1

MD

∫
U

r2 cosφ dr dφ

=
1

MD

∫ π
2

0

cosφ dφ

∫ 2

1

r2dr =
4

3π
× 1 × 7

3
=

28

9π

yS =
1

MD

∫
D

ydx dy =
1

MD

∫
U

r2 sinφ dr dφ

=
1

MD

∫ π
2

0

sinφ dφ

∫ 2

1

r2dr =
4

3π
× 1 × 7

3
=

28

9π

(yS = xS wegen Symmetrie bzgl. Vertauschen von x- und y-Achse)
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Aufgabe 8: Lösen Sie das lineare Gleichungssystem−1 2 2
2 2 −1
2 −1 2

xy
z

 =

−9
−9
−9


mittels QR-Zerlegung.

(10 Punkte)

Lösung: a)
Seien a1, a2, a3 die Spalten der Matrix A.

α1 = − sign(a11)‖a1‖ = 3⇒ v1 = a1 − α1e1 =

−4
2
2


Q(1) = 1− 2v1v

T
1

vT1 v1

= 1+
v1v

T
1

α1v11

= 1− 1

12
v1v

T
1 =

−1
3

2
3

2
3

2
3

2
3
−1

3
2
3
−1

3
2
3


Anwendung auf die Spalten der Matrix: Q(1)

−1
2
2

 =

−1
2
2

− 1

12

−4
2
2

 12 =

3
0
0


Q(1)

 2
2
−1

 =

 2
2
−1

− 1

12

−4
2
2

 (−6) =

0
3
0


Q(1)

 2
−1
2

 =

 2
−1
2

− 1

12

−4
2
2

 (−6) =

0
0
3


A(2) = Q(1)A =

3 0 0
0 3 0
0 0 3

 ist bereits in Dreiecksform, also ist die QR-Zerlegung fertig:

Q = Q(1), R = A(2).

Ax = b⇒ Rx = QT b, also3 0 0
0 3 0
0 0 3

xy
z

 =

−1
3

2
3

2
3

2
3

2
3
−1

3
2
3
−1

3
2
3

−9
−9
−9

⇒
3 0 0

0 3 0
0 0 3

xy
z

 =

−9
−9
−9

⇒
xy
z

 =

−3
−3
−3
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Aufgabe 9: Betrachten Sie die 2π-periodische Fortsetzung der Funktion

f : [−π, π]→ R, f(x) = x2

auf ganz R.

a) Skizzieren Sie die Funktion auf dem Intervall [−3π, 3π].
(2 Punkte)

b) Warum sind die Fourier-Koeffizienten

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(kx) dx

für k = 1, 2, 3, . . . gleich Null?
Warum kann man hier von −π bis π (statt von 0 bis 2π wie in der Vorlesung
definiert) integrieren ohne dass sich das Ergebnis ändert? (2 Punkte)

c) Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(kx) dx

für k = 0 sowie (mittels partieller Integration)
für k > 0 und werten Sie diese für k = 1, 2 aus.

(4 Punkte)

d) Geben Sie mit diesen Koeffizienten eine Fourier-Approximation von f an.
(2 Punkte)

Lösung: a)

-3π -2π -π π 2π 3π

2

4

6

8

10

b) f ist gerade, sin(kx) ungerade, das Produkt also ungerade. Daher ist das Integral von −π
bis π gleich Null.
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Da man über genau eine Periode der periodischen Funktion integriert, sind der konkrete
Anfangs- und Endpunkt egal.

c) a0 =
1

π

∫ π
−π x

2 dx = 1
π

[
x3

3

]π
−π

=
2π2

3

ak =
1

π

∫ π

−π
x2 cos(kx) dx =

1

π

∫ π

−π
x2

(
1

k
sin(kx)

)′
dx

=

[
1

kπ
x2 sin(kx)

]π
−π
−
∫ π

−π

2

kπ
x sin(kx) dx

=

[
1

kπ
x2 sin(kx)

]π
−π
−
∫ π

−π

2

kπ
x

(
−1

k
cos(kx)

)′
dx

=

[
1

kπ
x2 sin(kx)

]π
−π

+

[
2

k2π
x cos(kx)

]π
−π
−
∫ π

−π

2

k2π
cos(kx) dx

=

[
1

kπ
x2 sin(kx)

]π
−π

+

[
2

k2π
x cos(kx)

]π
−π
−
[

2

k3π
sin(kx)

]π
−π

= 0 +
4π

k2π
cos(kπ) + 0 =

4

k2
(−1)k

Also a1 = −4, a2 = 1.

d)

f(x) ≈ a0

2
+ a1 cos(x) + a2 cos(2x) =

π2

3
− 4 cos(x) + cos(2x)
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Aufgabe 10: Betrachten Sie die durch

x(u, v) =

 u
v

u2 + v2

 , u2 + v2 ≤ 1

parametrisierte Fläche.

a) Um welche Fläche handelt es sich?
(2 Punkte)

b) Berechnen Sie die zugehörige Metrik.
(2 Punkte)

c) Berechnen Sie den Flächeninhalt der Fläche.
(3 Punkte)

d) Betrachten Sie zu gegebenem α ∈ R die Kurve

γα(t) = x(t, α) .

Berechnen Sie, ob es sich für α = 0 oder α = 1 jeweils um eine geodätische
Kurve handelt. (3 Punkte)

Lösung: a) Rotationsparaboloid um die z-Achse.

b)

Dx(u, v) =

 1 0
0 1

2u 2v

⇒ G(u, v) = DxTDx =

(
1 + 4u2 4uv

4uv 1 + 4v2

)

c) detG(u, v) = (1 + 4u2)(1 + 4v2)− 16u2v2 = 1 + 4(u2 + v2)
Sei U = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 1}, dann

A =

∫
U

|detG(u, v)|1/2 du dv =

∫
U

√
1 + 4(u2 + v2) du dv

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1 + 4r2 rdr dφ = 2π

[
1

12
(1 + 4r2)3/2

]1

0

=
π

6
(53/2 − 1)
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d) Bedingung:

γ̈(t)− (γ̈(t) · n(γ(t)))n(γ(t))−
(
γ̈(t) · γ̇(t)

‖γ̇(t)‖

)
γ̇(t)

‖γ̇(t)‖
= 0

Ableitungen: γ(t) =

 t
α

t2 + α2

: γ̇(t) =

 1
0
2t

⇒ γ̇(t)

‖γ̇(t)‖
=

1√
1 + 4t2

 1
0
2t


und γ̈(t) =

0
0
2


Normalenvektor: xu × xv = (−2u,−2v, 1) ⇒ n(u, v) =

1√
1 + 4(u2 + v2)

−2u
−2v

1

 also

n(γ(t)) =
1√

1 + 4(t2 + α2)

−2t
−2α

1


Also: 0

0
2

− 2

1 + 4(t2 + α2)

−2t
−2α

1

− 4t

1 + 4t2

 1
0
2t

 = 0

Gilt für α = 0, aber nicht für α = 1.

Bedingung (Variante):

γ̈(t) · (γ̇(t)× ñ(γ(t))) = 0

0
0
2

 ·
 1

0
2t

×
−2t
−2α

1

 = 2 · (−2α) = 0 für α = 0


