Klausur zum Modul Ingenieurmathematik II (B22) 17. Miirz 2015
fiir den Bachelorstudiengang Geodisie und Geoinformation

In der Klausur konnen 10 Punkte pro Aufgabe, also insgesamt 100 Punkte erreicht werden.
Zum Bestehen sind mindestens 42 Punkte erforderlich.

Priifer: Dr. M. Lenz, Prof. Dr. M. Rumpf
Klausurdauer: 180 Minuten

Bitte Namen, Vornamen und Matrikel-Nr. einsetzen.
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Bitte Schliisselwort (zur Veroffentlichung der Klausurergebnisse im Netz) eintragen:

SCNIUSSEIWOIT: . .ottt e e e e e e e
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Aufgabe: 7 8 9 10 >
Punkte:
Gesamtzahl der Punkte Note Datum Unterschrift

Viel Erfolg!
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a-+1b

c+id
(wobei a, b, c,d € R) in der Form x + iy mit x,y € R an.

Aufgabe 1: a) Geben Sie den Quotienten zweier komplexer Zahlen

(1 Punkt)
. . . se
b) Geben Sie den Quotienten zweier komplexer Zahlen il
eZ
(wobei s,t,1,0 € Ry, t # 0) in der Form re mit r, ¢ € R an.
(1 Punkt)

c¢) Berechnen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung
2% =16

und skizzieren Sie ihre Lage in der komplexen Ebene.
(2+1 Punkte)

d) Berechnen Sie i42.
(2 Punkte)

e) Berechnen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung
=1

und skizzieren Sie ihre Lage in der komplexen Ebene.
(2+1 Punkte)

a+ib  (a+ib)(c—id) ac+bd bc—ad,

c+id  (c+id)(c—id) 2+ d? terae

Losung: a)

i)
se 5 pi($—0+2km).

b) — = ; k so groB3, dass ¢ — 6 + 2km > 0.
tezﬁ t

(V2
1414
iv2
—141
—V2
—1—1
—2'\/§
1—1

¢) 2z, = 16Y/8 exp(ik%) = V2exp(ikZ), k=0,...,7= 2z =




Seite 2

¢
L] ]
° —.1
L4 -i
]
d) Z'42 — Z'4><10+2 — (Z'4)10 32 = 110 « (_1) =_1

e) 22 =i = r?exp(2¢i) = exp(Zi) = r =1, 2¢=2kr+ 3

s _ 1 7
¢1:%=>21—7§+7§ 1
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Aufgabe 2: a) Berechnen Sie das Integral

/ zlnzde.
1

(4 Punkte)
b) Berechnen Sie die Stammfunktion
3z + 3
——dx.
/ 2 —8x+ 7 v
(3 Punkte)
c) Berechnen Sie das Integral
/ 2T gin x cos
—dx
o 1+cos’z
(3 Punkte)

Losung: a)

e e 2\’ 2 e e .2
/ a:lnxdx:/ (:v_) Inzdr = [x—lnx] —/ x—(lnx)’da:

b)

/ 3x +3 dx—/ 3r + 3 dr —

228 +7 " ) (x—1)(xz-T7) "
4 1
:/(x_7)dx—/x_1dx:4ln\x—7]—ln\:L’—1|

¢) (1 + cos*z) = —2coswsinx =

/2” sinxcosxdx:_l/% (1+ cos?z) i

o 1+cos’z 2 )y 1l4cos’z

2w

1
0 = —5(1112 —1n2) =0

= —% [ln(l + cos? :L’)}
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Aufgabe 3: a) Betrachten Sie eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : R — RR. Geben

Sie die Formel fiir die Taylor-Entwicklung k-ter Ordnung (d.h. mit Restglied
k + 1-ter Ordnung) von f um dem Punkt 2y, € R an.
(1 Punkt)

b) Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung vierter Ordnung (d.h. mit Restglied
fiinfter Ordnung) von

f(x) = 2sin(x) cos(x)
um den Punkt 0.
(3 Punkte)

c) Betrachten Sie eine dreimal stetig differenzierbare Funktion g : R? — R.
Geben Sie die Formel fiir die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung (d.h. mit
Restglied dritter Ordnung) von g um dem Punkt 2y € R? an.

(2 Punkte)

d) Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung (d.h. mit Restglied
dritter Ordnung) von
g(z,y) = log(z* + 3%

um den Punkt (1,0) € R
(4 Punkte)

k
1
Liosung: a) f(xg+ h) = Z—f Do)’ 4+ O(|hF)
=0

7!

8
f(zo + h) = 2sinxgcosxy + h (2 cos® ry — 2sin® xo) — §h2 sin xq cos xg

— gh (cos To — sin xo) z—zh sin zg cosxg + O (|h| )

FO+h) = 2h — §h3 L0 (hf)

1 ..
g(zo+h) = Z aGo‘g(:co)ha + O(||h]|*) « Multiindex

o <2

= glawo) + swadg o) -+ S (D*f (o)) + O]

d) g(1,0) = log(1) = 0
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2z
Vates) = | 3" | = va0.0 - (§)
2 + y?
2(y* — 2% Ay
Vi) = | LT S | e = (_02 g)

(@2 + 42?2 (22 +y?)?

1
g(1+ hy, hy) =04 2h; + 5 (—2h7 +2h3) + O(||h*) = 2k — A} + A3 + O(|/h[?)



Aufgabe 4:

Losung:

a)
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Betrachten Sie die Funktion
f:1-2;2] = R, flz)=v4—2a2.

a) Finden Sie das Polynom P maximal zweiten Grades, dessen Funktionswert
an den Knoten

1'1:—2, 33'2:0, 513'3:2

mit dem von f {ibereinstimmt, d.h. P(z;) = f(z;) firi = 1,2, 3.

(3 Punkte)
b) Berechnen Sie eine Approximation des Integrals
2
/ f(z)dx
-2
unter Verwendung der Fassregel. (3 Punkte)

c¢) Berechnen Sie eine Approximation des Integrals

/ 22 f(@) da

unter Verwendung der Trapezregel auf den Teilintervallen [—2, 0] und [0, 2].
(3 Punkte)

d) Polynome bis zu welchem Grad kann man mit Hilfe der Trapezregel exakt
integrieren?
(1 Punkt)

P(z) = az® + bx + ¢

(=2)? =2 1\ [a f(=2)

02
22

4 1 0
0 1| (o]=1{ 0 |={0 0o 1][b]=]2
2 1) \c £(2) 4 2 1) \c 0

=c=2und 8a = —-4und4b =0

(a,b,¢) = (—3,0,2) = P(z) = —32* +2
B (x — xo)(x — x3) B z(x —2) _ZL‘_2_E
L o e Rl ) 7y Rl
(r—w)(w—23) (@+2)(x-2) 2°
Py(z) = (:cQ—xl)(xg—:cg) 2. (-2) 4 +1
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2

(x — 1) (x — 29) (x+2)x 2° =
P — = = — —
3(1‘) (ZE3—$1>(ZE3—I2) 4-2 8 + 4
2
x
P(z) = Z?:l flz)P(x) =0-P(x)+2-Po(x)+0-P3(x)=2— 5
(P, und P; miissen nicht ausgerechnet werden.)
2 2 — (-2 4 16
b)/ Vi —2?dr ~ %(f(—2)+4f(0)+f(2)) = 6-8: 3 ~ 5,33
-2
2 0 2 042 10
) V4 —22dx = V4 —zdr + V4 —22de ~ 2 5 +2 5 =4
-2 -2 0

(J?, VA= 2% da = 27 ~ 6,28)

c¢) Polynome ersten Grades.
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Aufgabe 5: Betrachten Sie fiir einen Vektor v € R?, v # 0 die Matrix

200"
vl

A=1

a) Welche geometrische Operation wird durch die Matrix A beschrieben?
Welche Rolle spielt dabei der Vektor v?

(2 Punkte)
b) Ist A symmetrisch? Begriinden Sie Ihre Antwort!

(2 Punkte)
c) Ist A diagonalisierbar? Begriinden Sie Thre Antwort!

(1 Punkte)
d) Geben Sie die Definition an, wann ein Vektor x € R?, z # 0 und eine Zahl
A € R Eigenvektor und Eigenwert von A sind. (1 Punkte)
e) Zeigen Sie, dass v ein Eigenvektor von A ist.
Was ist der zugehorige Eigenwert? (2 Punkte)

f) Bestimmen Sie den zweiten Eigenwert der Matrix A und einen zugehorigen
Eigenvektor. (2 Punkte)

Losung: a) A beschreibt eine Spiegelung an der Geraden durch den Ursprung, die senkrecht
auf v steht.

2(v")" 1 2(vT) 0T

b)Ja. AT =17 — —
[o]|? [o]|?

=A
c) Ja, reelle symmetrische Matrizen sind stets diagonalisierbar.
d) Ax = \x

e) Av =v — 2%1} = v — 2v = —v, also ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —1.

T .
ﬁv”lgw = w, also ist w

f) Fiir jeden Vektor w € RZ mitw 1 v = wlv = 0, gilt Aw = w — 2
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.

Alternativ: A symmetrisch, also gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Also ist w
mit w | v Eigenvektor, weiter wie oben.

v3 V1V
Alternativ: A = (1 - 2W _2||7lf_||%2 >

—Quvy 1 _9 Y%
[[0]12 [0l

Eigenwerte von A:

A — MrA +detd =0 <
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v? —1—2)2 v? v2 V202
Mo2-2t PN+ (1-22)1-22) 412 =0«
[[v][? o] [[v][2 [[v][*
2 2
A _oa+1—2i T g
[v][?
N-1l=0<
A=41
Eigenwert A = —1 ist bereits bekannt, der fehlende ist also A = 1.
Av=w &
w—2(v-1,u)HvH2 =w &
v
2(v - =0
SR

v-w =20
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Aufgabe 6: Betrachten Sie das Anfangswertproblem
2(t)(10 — (1)),

2(0) = 2.

a) Hat das Anfangswertproblem lokal (d.h. fiir kleine ¢) eine eindeutige Losung?

Begriinden Sie Thre Antwort! (2 Punkte)

b) Losen Sie das Anfangswertproblem (mit Hilfe von Separation der Variablen).
(4 Punkte)

c¢) Berechnen Sie drei Schritte des Eulerschen Polygonzugverfahrens mit 7 = %.
(2 Punkte)

d) Geben Sie Konsistenzordnung und Konvergenzordnung des Eulerschen Po-
lygonzugverfahrens an.
(2 Punkte)

Losung: a) Die rechte Seite ist stetig differenzierbar und damit lokal Lipschitz-stetig. Nach
dem Satz von Picard-Lindelof existiert also eine eindeutige Losung fiir t € (=6, 0).

b) Separation der Variablen, Integration mit Partialbruchzerlegung

Cj; 2(10 — z) ;»/ 105 /ds;»/ <g—é%10>d§:/otds

x(t)
:>i0(ln\§|—ln|§—10|) - % n 5_5—10 =to %’ —gewt
= a(t) = %
Man erhilt fiir die beiden potentiellen Losungen 2(0) = 2 oder 2:(0) = —+, d.h. nur die Vari-
ante mit positiven Vorzeichen erfiillt die Anfangswerte. Die Losung des Anfangswertproblems
ist also|z(t) = % .

C) t() :O, i :I(O) = 2,f(t0,l’0) = 2(10—2) = 16,
1
x1:$0+Tf(t0,J]0):2+§ x 16 =14
tl =T, f(tl,l'l) :4(10—4) == 24,
1
x22x1+7f(t1,:c1):4+§ xX24=7

tz = 27', f(tg,l'g) = 7(10 — 7) = 21,
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1 it
x3:$2+7f(t2,x2):7+§><21:§

d) 1 bzw. 1
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Aufgabe 7: a) Geben Sie den Transformationssatz der mehrdimensionalen Integralrechnung
im R? an.
(2 Punkte)

b) Geben Sie die konkrete Transformationsformel fiir die Integration in Polar-
koordinaten im R? an.

(2 Punkte)
c¢) Berechnen Sie den Schwerpunkt der Menge
D={(z,y) €ER*: 2>0,y>0,1< /a2 +y2 <2}
Skizzieren Sie die Menge D. (5+1 Punkte)

Losung: a) Sei () ein stiickweise glatt berandetes Gebiet, g : 2 — R? invertierbar und stetig
differenzierbar, Dg(-) gleichmiBig stetig auf 2, f : g(Q2) — R gleichmiBig stetig, dann gilt

f(y) dy = / £((g(x))\det Dg(z)| dz .
9(9) Q

b) g(r, @) = (rcos ¢, rsing),

/ f(x,y) de dy = / f(g(r.6)) rdr do
g(U)

U




D=gU)mitU = {(r,¢) : 0< ¢ < F,1<r <2} Nachb) ergibt sich
2 (2 3
MD:/ dxdy:/rdrdgb:/ / rdrdp = —
D U o J1 4

xg:—/xda:dy:—/r2003¢drd¢
D U

1 [z 2 4 7 28
= — d dr= — x1x-=—"—
MD/O cos ¢ gzﬁ/lr r 37T>< ><3 or

1 1
- dedy = — r’sinodrd
Ys MD/Dy Yy MD/U ¢drdeo
7 28

1 [ 2 4
——/ sin¢d¢/r2dr——><1><———
MD 0 1 37T 3 97T

(ys = rs wegen Symmetrie bzgl. Vertauschen von z- und y-Achse)
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Aufgabe 8: Losen Sie das lineare Gleichungssystem

-1 2 2 x -9
2 2 -1 yl=1-9
2 -1 2 z -9
mittels QR-Zerlegung.
(10 Punkte)
Losung: a)
Seien aq, as, ag die Spalten der Matrix A.
—4
ap = —sign(a)|la]| =3 = vy = a1 —age; = | 2
2
T T 1 2 2
2010 (D) 1 3 3 3
Moy S Lo g —ppf = 2 2 -1
Q vl V11 12! 3 ¢ 3
3 3 3
-1 -1 1 —4 3
Anwendung auf die Spalten der Matrix: QM [ 2 | = 2 | == [ 2 |12= [0
12
2 2 2 0
2 2 1 —4 0
—1 —1 2 0
2 2 1 —4 0
QW | -1 =1|-1] - D 2 1(-6)=10
2 2 2 3

300
A® = QWA = [0 3 0] ist bereits in Dreiecksform, also ist die QR-Zerlegung fertig:
00 3

300 x —% % % -9 300 T -9 x
00 3 2 R -9 0 0 3 2 -9 2
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Aufgabe 9: Betrachten Sie die 27-periodische Fortsetzung der Funktion
fil-ma]l =R, fa) =4’

auf ganz R.

a) Skizzieren Sie die Funktion auf dem Intervall [—37, 37].
(2 Punkte)

b) Warum sind die Fourier-Koeffizienten

b = %/ﬂ f(z)sin(kx) dz

fir k=1,2,3,... gleich Null?
Warum kann man hier von —7 bis 7 (statt von 0 bis 27 wie in der Vorlesung
definiert) integrieren ohne dass sich das Ergebnis dndert? (2 Punkte)

¢) Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten

ar = % ’ f(z) cos(kx) dx

fiir £ = 0 sowie (mittels partieller Integration)
fiir £ > 0 und werten Sie diese fiir £k = 1, 2 aus.
(4 Punkte)

d) Geben Sie mit diesen Koeffizienten eine Fourier-Approximation von f an.
(2 Punkte)

Losung: a)

10

b) f ist gerade, sin(kz) ungerade, das Produkt also ungerade. Daher ist das Integral von —7
bis 7 gleich Null.
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Da man iiber genau eine Periode der periodischen Funktion integriert, sind der konkrete
Anfangs- und Endpunkt egal.
1 23" 272
= (" 22de =12
c) ag ﬂf*”x T ﬂ[?)}_ﬂ

1 [, (™ (1. '
ar = — x” cos(kx)dx = — x* | —sin(kz) | dx
1 - ) . k

™

1 17 2
= | —a?sin(kx) —/ o sin(kz) dx

_k’ﬂ' —T
- 1 QT T 2 1 /
= _HxQ sin(kx)_ - — /_7r e <_E COS(]“)) dx
1, (k ) " 1 2 cos(kx) ! /7r 2 cos(kx) dx
= |—2z°sin o - 1.2
_kwm sin(Kx | k%ﬂﬁ - k2T
~ 1 QT 2 s 2 ™
= _Exz sin(k‘:v)_ B + [@$ COS(kTU)} B - {ﬁ sin(kx)} -
47 4 k
=0+ o cos(km) +0 = ﬁ(_l)

Alsoa; = —4,a, = 1.
d)

2
f(z) = % + ay cos(z) + ag cos(2x) = % — 4 cos(z) + cos(2z)
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Aufgabe 10: Betrachten Sie die durch

parametrisierte Fldche.

a) Um welche Fldche handelt es sich?

(2 Punkte)
b) Berechnen Sie die zugehorige Metrik.

(2 Punkte)
c) Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Fldche.

(3 Punkte)

d) Betrachten Sie zu gegebenem o € R die Kurve

Yalt) = z(t, @) .

Berechnen Sie, ob es sich fiir « = 0 oder « = 1 jeweils um eine geoditische

Kurve handelt. (3 Punkte)

Losung: a) Rotationsparaboloid um die z-Achse.

b)
1 0
B ot (14+4e? dw
Dz(u,v) = Q(L 211} = G(u,v) = Dz’ Dx = ( Ao 1+ 402

¢) det G(u,v) = (1 + 4u?)(1 + 4v?) — 16u*v? = 1 + 4(u* + v?)
Sei U = {(u,v) : u*+v* <1}, dann

A:/|detG(u,v)|1/2dudv:/\/1+4(u2+02)dudv
U U

1

27 1 1
— / / V1+4r2rdrde =27 [E(l + 47“2)3/2} — %(53/2 —1)
o Jo

0
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d) Bedingung:

Ableitungen: ()

0
und 5(t) = (O)
2

—2u
1
Normalenvektor: =, X z, = (—2u,—2v,1) = n(u,v) = NiETOEE (21}) also
+ 4(u” +v 1

I
PR
~
no
+QH~
o
Do
N~ —
2
=
|
Yo
2=
==
Il
—_
+ 1| =
S
~
[\
[;D,_Ot—l

1
—2x

—2t

0 9 —2t At 1
vy ) Trrae () 7Y
2 A +a?) | A\

Gilt fiir o = 0, aber nicht fiir o = 1.

Bedingung (Variante):

() - (3(8) x a(y(2))) = 0

0 1 —2t
(0) : ((0) X (204)) =2-(—2a)=0flra=0
2 2t 1



