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Aufgabe 7: Betrachten Sie die Fliche S, welche durch die Abbildung z : Q — R3
mit

(R+rcosw) cosv
z(v,w) = (R+rcosw) sinv
7 sinw

auf Q := [0, 271]? parametrisiert ist (mit Radii r > 0 und R > 0).

a) Skizzieren Sie die Flache S (Tipp: Betrachten Sie die Kurven
h(t) = z(a,t) und v(t) = z(t,a) fir a =0,%, 7, ).

b) Berechnen Sie den metrischen Tensor G (v, w) € R*?.
c¢) Berechnen Sie die Normale N (v, w) € R?.

Betrachten Sie nun die Kurve ¢ : [0, 1] — €2 im Parametergebiet, definiert
durch

c: & (5, 2mE)
und die Raumkurve y =z oc: [0,1] — R®.

d) Berechnen Sie die Léange der Kurve 7.
LOSUNG:

a) Kurve h(t) beschreibt jeweils einen Kreis mit Radius r:

e a = 0: Kreis liegt in der z-z-Ebene mit Mittelpunkt (R, 0,0).
e a = 7: Kreis liegt in der y-z-Ebene mit Mittelpunkt (0, R, 0).
e a = 7: Kreis liegt in der z-z-Ebene mit Mittelpunkt (—R, 0,0).
e q=— 37“: Kreis liegt in der y-z-Ebene mit Mittelpunkt (0, —R,0).

Kurve v(t) beschreibt jeweils einen Kreis in der z-y-Ebene:

e a = 0: Kreis hat Radius R + r und Mittelpunkt (0,0, 0).
e a = 7: Kreis hat Radius R und Mittelpunkt (0,0,7).

e a = 7: Kreis hat Radius R — r und Mittelpunkt (0,0, 0).
e a = 37: Kreis hat Radius R und Mittelpunkt (0,0, —r).



b) Es gilt G = Dz’ Dz, wobei

—(R+rcosw) sinv —rcosv sinw
Dzx(v,w) = <6Um | 8wx> = (R4 rcosw) cosv —rsinv sinw
0 T COSW

also

Dx@@u&fDx@@m)zz( (R +rcosw)” 0) |

0 r?
c¢) Die Normale ist gegeben durch

Oy X Oy

Nwmozﬂmxx@ww

und ||0yz X Opx|| = r(R + rcosw), daher
COSV COS W

N(v,w) = | sinv cosw
sin w

d) Die Lénge einer Kurve v ist definiert als L[y] = fol I17(€)] d¢. Es gilt

0 0
y=xzoc:{— | R4+rcos(2n) |, () =| —2mrsin(27¢)
r sin(27 &) 271 cos(2m§)

oder alternativ mit Kettenregel

d —(R +rcos(2m§)) sin§  —rcos
& (m o c) (&) = Dx(c(€)) - ¢(&) = (R +rcos(2m)) cos 5 —rsin
0
0
= | —27rsin(27¢)

21 r cos(2m €)
und somit
19()N* = (27r)* (sin(27 &) + cos®(2m €)) = (277)* .

Es folgt L[v] = 2nr.

r(R 4+ rcosw) cosv cosw
Oy X Opx = | 7T(R4+ rcosw)sinv cosw
r(R + rcosw) sinw

7 sin(27€)

5 sin(27¢)

r cos(27E)



