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Aufgabe 4: Welche Aussagen sind richtig?

a) Jede diagonalisierbare n x n Matrix hat n linear unabhéngige Ei-
genvektoren. ja nein [

b) Jede diagonalisierbare n x n Matrix hat n verschiedene Eigenwerte.

jad nein [
c) Jede symmetrische n x n Matrix hat n verschiedene Eigenwerte.

ja nein [
d) Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar.

ja nein [
e) Jede Spiegelungsmatrix ist diagonalisierbar.

ja Ul nein [J

LOSUNG:
a) Ja! Siehe Skript bzw. Vorlesung.

b) Nein! Gegenbeispiel: n x n Einheitsmatrix
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oo =
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0.
Der Eigenwert A = 1 ist n-facher Eigenwert:
det(I— AI) =det((1—=XNI) =(1—=X\)"detI = (1—-X\)".
¢) Nein! Siehe b)! Die n x n Einheitsmatrix I ist symmetrisch!
d) Ja! Siehe Skript bzw. Vorlesung.
e) Ja! Eine Spiegelungsmatrix ist symmetrisch. Siehe auch Skript bzw. Vorlesung.

Aufgabe 5: Gegeben seien zwei Matrizen A, B € R™". Zeigen Sie:

a) Sind beide Matrizen A und B orthognal, so ist auch die Matrix
AB orthogonal.

b) Ist die Matrix A orthogonal, dann gilt |det A| = 1.

LOSUNG:



a) Wir wollen zeigen, dass die Matrix AB orthogonal ist, d.h. (AB)T = (AB)~'.
(AB)'AB = BTATAB

A orthogonal

= BT1B

= B"B
B orthogonal
= 1

= (AB)" = (AB)™!
b) Da die Matrix A orthogonal ist folgt, dass sie auch diagonalisierbar ist.

A1

= A:Q_l Q
An

Die Determinante von A 1afit sich also schreiben als

A
detA = det@Q 'det ., det @
An
= (det Q)" Ar--- A, detQ
= A\,
Aus der Vorlesung wissen wir, dass fiir die Eigenwerte \; einer orthogonalen

Matrix gilt |\;| = 1.
= |detA| =1

Aufgabe 6: Betrachten Sie die Spiegelungsmatrix

A:(Cosa sin «v )’ —

sina —cosa

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.

LOsuNG: Um die Eigenwerte der Spiegelungsmatrix A zu berechnen, berechnen wir
zuerst das charakteristische Polynom
Ps(A) = det(A— A1)
_ det ( cosa — A sin v )
sin « —cosa — A

= (cosa—\)(—cosa — \) —sin”a

= —cosa+ Acosa — Acosa + A? —sin® a

= N - (cos2 o + sin? a)

= N-1

und bestimmen dessen Nullstellen

PN =0 & XN-1=0 & AX=41



Die Eigenwerte der Spiegelungsmatrix A lauten also Ay = —1 und Ay = 1.
Nun berechnen wir die zugehérigen Eigenvektoren

Az = )\LQZE
<~ (A — )\1721) r = 0
(cosai—l sin a > <:E1) — 0
sin o —cosa*+1 To
N { (cosa+1)x; + z9sinae = 0
T = %ZL’Q

Setzt man z; ein, so erhélt man

(cosat1)x; +zosina =
(cosa £ 1) 2Ly gysina =

sSin &«

=

2
& s ol +aysina =
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Sin o
—ZT9SIN & + T9 SIN (¢

& 0 =

o O O OO

Der Eigenraum zum Eigenwert A\; = —1 ist also gegeben durch

PO en) - (5 e
) ber)

denn mit Hilfe der Additionstheoreme 148t sich zeigen

a o) 2a in2 &

cosa — 1 _ cos(2—|-2) (cos ~+ sin 2)
sin «v Sm( )

2a o . 20 2a

cos” 5 sin? 2 cos® 5 —sin” §

: o o
2 sin 5 COS 5

2«
2 sin 5

: (07 (e}
2 sin 5 COS 5

Q
= —tan—.
2

Der Eigenraum zum Eigenwert A\ = 1 ist gegeben durch

(e} = (551 )
() e

wobei man ebenfalls mit Hilfe der Additionstheoreme zeigen kann, dass

cosa + 1 «
——— =cot —.
sin o 2



Aufgabe 7: Betrachten Sie eine Drehmatrix der Form

COSs &
sin o

o

—sin«
CoS (v

), aeR

und Spiegelungsmatrizen der Form

_ cosf sinf
B = (sinﬁ —COSB)’ BeR
oo () en
siny —cos~y

a) Berechnen Sie die Matrix AB.
b) Berechnen Sie die Matrix BC.

c) Da A, B und C in O(2) liegen, sind auch die beiden Matrizen AB
und BC' orthogonal. Handelt es sich bei AB bzw. BC' jeweils um
eine Drehung oder Spiegelung?

LOSUNG:
a)
AR — cosa —sina Cf)Sﬁ sin 3
sina cos sinff —cosf
- cosacos S —sinasin B cosasin 8 + sin « cos 3
a sinacos f + cosasinf sinasin 8 — cos « cos 3
B cos(aw+ )  sin(a+ f)
~ \Usin(a+f) —cos(a+ )
b)
BC - cosf sinf coS 7y sin y
sinff —cospf siny —cos~y
B cos S cosy +sinBsiny cosFsiny — sin [ cosy
N smﬁcosv—cosﬁsmv sin [ siny + cos 3 cos y
cos [3 cos( —sin Gsin(—7y) — cos B sin(—v) — sin B cos(—7)
sin (5 cos( + cos Bsin(—7) —sin Gsin(—7) + cos 5 cos(—7)
_ ( cos(f — ) —sin(ﬁ —7) )
sin(3 —v)  cos(f —7)

c) Bei der Matrix AB handelt es sich um eine Spiegelung und bei der Matrix BC'
handelt es sich um eine Drehung.



